Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

O. L. Vinogradov

PREDEL KONSTANT LEBEGA METODOV SUMMIROVANI˚ R˚DOV FUR^E–LEȷANDRA, ZADAVAEMYH FUNKCIE` MNOȷITELE`

Dalee C[a, b] – prostranstvo nepreryvnyh na otrezke [a, b] vewestvenno- ili kompleksnoznaqnyh funkciæ f s normoæ ‖f‖ =

= sup_{x∈[a,b]} |f(x)|, L_p(E) – prostranstvo izmerimyh na mnoßestve E

funkciæ f, dlØ kotoryh veliqina ‖f‖^p = ∫ E |f|^p koneqna, L(E) = L_1(E), P_k – mnogoqleny Leßandra, normirovannye usloviem P_k(1) = 1, ^P_k = √ k + 1/2 P_k – mnogoqleny Leßandra, normiro-

vannye v L_2[−1, 1], J_0 – funkciØ BesselØ nulevogo indeksa, bukvoæ K oboznaqena absol¸tnaØ postoØnnaØ, vozmoßno, raznaØ v raznyh formulah, 1 – funkciØ, toßdestvenno ravnaØ 1.

Pust~ funkcii f ∈ C[−1, 1] sootvetstvuet ee rØd Fur~e–Leßandra f ∼ ∞∑ k=0 a_k ^P_k. V rabote rassmatriva¸tsØ posledovatel~nosti lineænyh operatorov (metody summirovaniØ) U_n : C[−1, 1] → C[−1, 1], U_nf ∼ ∞∑ k=0 λ^{(n)}_k a_k ^P_k, gde λ^{(n)}_k ∈ R. Operatory U_n mogut byt~ zapisany v integral~nom vide: U_nf(y) = 1∫ −1 f(x)Q_n(y, x) dx, Q_n(y, x) = ∞∑ k=0 λ^{(n)}_k ^P_k(y) ^P_k(x). Esli operator U_n polinomial~nyæ, to poslednØØ summa koneqna. V obwem sluqae neobhodimo utoqnit~, kak ponimat~ summu rØda.

Rabota podderßana Rossiæskim Fondom fundamental~nyh issledovaniæ, proekt 98-01-00838, i FCP “IntegraciØ”, reg. ˝326.53. 71

72 O. L. VINOGRADOV

Mnogie klassiqeskie operatory zada¸tsØ s pomow~¸ funkcii mnoßiteleæ φ: λ^{(n)}_k = φ(k/n). Takovy, naprimer, metody Gel~dera: φ(x) = (1 − x)^α, v tom qisle Feæera: φ(x) = 1 − x, Bomana– Korovkina: φ(x) = (1 − x) cos πx + (sin πx)/π (v vyxepereqislennyh metodah φ(x) zadaetsØ ukazannoæ formuloæ pri x ∈ [ 0, 1] i

φ(x) = 0 pri x > 1), AbelØ–Puassona: φ(x) = e^{−ax}, Veæerxtrassa: φ(x) = e^{−ax2} i drugie. V dal~neæxem sqitaem, qto ∞∑ k=0 φ^2(k/n)(k + 1/2) < ∞ dlØ vseh n ∈ N, ∞∫ 0 φ^2(x)x dx < ∞ i φ nepreryvna na [ 0, +∞). (1)

Pervoe iz usloviæ (1) obespeqivaet shodimost~ rØda dlØ Ødra

Q_n v L_2[−1, 1] pri vseh y ∈ [−1, 1].

Horoxo izvestno (sm., naprimer, [1, s.28, 415]), qto dlØ togo, qtoby U_nf ⇒ f (sootvetstvenno, U_nf(y) → f(y)) dlØ vseh

f ∈ C[−1, 1], neobhodimo i dostatoqno, qtoby

A) U_nf ⇒ f (U_nf(y) → f(y)) dlØ l¸bogo mnogoqlena f i B) posledovatel~nost~ L_n = sup_{‖f‖} 61^{‖Unf‖} (L_n(y) = sup_{‖f‖} 61^{|Unf(y)|} ) byla ograniqena. ˚sno, qto

L_n(y) = 1∫ −1 |Q_n(y, x)| dx, L_n = sup_{y∈[−1,1]} L_n(y). Veliqiny L_n nazyva¸tsØ funkciØmi Lebega, a L_n – konstantami Lebega dannogo metoda summirovaniØ. Otmetim, qto v opredelenii funkciæ i konstant Lebega verhn¸¸ gran~ moßno brat~ po mnoßestvu vseh mnogoqlenov f takih, qto ‖f‖ ⩽ 1. Vypolnenie usloviØ A) dlØ nepreryvnoæ φ obespeqivaetsØ ravenstvom

φ(0) = 1.

V svØzi s usloviem B) voznikaet zadaqa naæti ili hotØ by ocenit~ veliqiny sup_{n∈}NL_n (sup_{n∈}NL_n(y)) i lim_{n→∞} L_n ( lim_{n→∞} L_n(y)) (vpro-

qem, suwestvuet li predel – neØsno). V sluqae, kogda Ødro Q_n neotricatel~no, L_n(y) = L_n = φ(0). Takovy, naprimer, metody

PREDEL KONSTANT LEBEGA 73

Gel~dera pri α ⩾ 2 [2] i AbelØ–Puassona. G. I. Natanson [3]

ustanovil, qto dlØ metoda Feæera

sup_{n∈}NL_n < 1, 495543, lim_{n→∞} L_n = ∞∫ 0

| | | | | | x∫ 0 J_0 − xJ_0(x) | | | | | | dx x^2

= 1, 29634 . . .

Izvestno [4, 5], qto funkciØ Lebega dostigaet maksimuma na kon-

ce otrezka:

Ln = Ln(1) = 1∫ −1 | | | | ∞∑ k=0 φ(k/n)(k + 1/2)P_k(x) | | | | dx. (2) V dannoæ rabote naæden predel lim_{n→∞} L_n dlØ dostatoqno xiro-

kogo klassa funkciæ φ. OkazyvaetsØ,

lim_{n→∞} L_n = ∞∫ 0 |Bφ|, gde Bφ(z) = z ∞∫ 0 φ(x)xJ_0(zx) dx – preobrazovanie Fur~e–BesselØ funkcii φ. V teoreme 1 ustana-

vlivaetsØ ocenka snizu, a v teoreme 2 (osnovnoæ) – ocenka sverhu

dlØ fftogo predela.

Teorema 1. Esli φ udovletvorØet usloviØm (1), to

lim_{n→∞} L_n ⩾ ∞∫ 0 |Bφ|. Dokazatel~stvo. DelaØ v (2) zamenu x = cos(z/n), poluqim

Ln = nπ∫ 0 n sin z n | | | | | 1 n ∞∑ k=0 φ ( k n ) k + 1/2 n P_k ( cos z n ) | | | | | dz. Pust~ snaqala funkciØ φ finitna: φ(x) = 0 pri x ⩾ N . Togda

summa koneqna:

Ln = nπ∫ 0 n sin z n | | | | | 1 n Nn∑ k=0 φ ( k n ) k + 1/2 n P_k ( cos z n ) | | | | | dz. (3)

74 O. L. VINOGRADOV

Pokaßem, qto posledovatel~nost~ podyntegral~nyh funkciæ v (3) potoqeqno shoditsØ k Bφ. Togda ostanetsØ primenit~ teoremu Fatu o predel~nom perehode pod znakom integrala (sm., naprimer, [6, s. 102]). Zafiksiruem z > 0. Vospol~zuemsØ formuloæ Hil~ba [1, s. 203]:

P_k(cos t) = √ t/ sin t J_0((k + 1/2)t) + O (√ t (k + 1/2)^{−3/2} ) ravnomerno pri 0 ⩽ t ⩽ π − ε. Togda pri dostatoqno bol~xih n √ sin(z/n) z/n 1 n Nn∑ k=0 φ ( k n ) k + 1/2 n P_k ( cos z n ) =

= 1 n Nn∑ k=0 φ ( k n ) k + 1/2 n J_0 ( k + 1/2 n z ) + R_n(z),

|R_n(z)| ⩽ K n √ z n Nn∑ k=0 φ ( k n ) k + 1/2 n (k + 1/2)^{3/2} ⩽

⩽ K √ 2z n nN n^2 max |φ| −→_{n→∞} 0. Krome togo, n sin(z/n) −→_{n→∞} z, a integral~naØ summa 1 n Nn∑ k=0 φ ( k n ) k + 1/2 n J_0 ( k + 1/2 n z ) −→ n→∞ N∫ 0 φ(x)xJ_0(zx) dx. Itak, dlØ finitnoæ funkcii φ teorema dokazana.

Esli ße φ ne finitna, to voz~mem N ∈ N i rassmotrim srednie Gel~dera s pokazatelem 2 porØdka N n Ødra Q_n: H^{(2)}_{Nn}(Q_n). Tak kak metod Gel~dera s pokazatelem 2 poloßitelen, to 1∫ −1 |Q_n| ⩾ 1∫ −1 |H^{(2)}_{Nn}(Q_n)|. Po dokazannomu

lim_{n→∞} L_n ⩾ lim_{n→∞} 1∫ −1 |H^{(2)}_{Nn}(Q_n)| ⩾ ∞∫ 0 z | | | | | | N∫ 0 ( 1 − x N )_2 φ(x)xJ_0(zx) dx | | | | | | dz.

PREDEL KONSTANT LEBEGA 75

V silu vtorogo usloviØ v (1) integral ∫_∞ 0 √ zx φ(x) √ xJ_0(zx) dx shoditsØ v L_2[ 0, +∞) [7, s. 135]. Pri N → ∞ N∫ 0 ( 1 − x N )_2 √ zx φ(x) √ xJ_0(zx) dx −→ ∞∫ 0 √ zx φ(x) √ xJ_0(zx) dx v L_2[ 0, +∞). Ostalos~ primenit~ teoremu Fatu.

Lemma 1. Pust~ f – mnogoqlen, funkciØ φ udovletvorØet uslo-

viØm (1) i Bφ summiruema na [ 0, +∞). Togda

U_n(f, 1) = ∞∫ 0 Wf ( z n ) Bφ(z) dz, gde W – lineænyæ operator, zadannyæ na mnogoqlenah tak: P_k(cos t)^W−→ J_0(kz). Dokazatel~stvo. V silu lineænosti obeih qasteæ ravenstva po

f dostatoqno dokazat~ ego pri f = P_k. Sleva imeem U_n(P_k, 1) =

= φ(k/n). Ostalos~ ustanovit~ ravenstvo φ(s) = ∞∫ 0 J_0(sz)Bφ(z) dz (4) pri s = k/n. Ono spravedlivo poqti vs¸du (tak kak esli umnoßit~ obe ego qasti na √ s, to ono budet verno v L_2[ 0, +∞)). V silu summiruemosti funkcii Bφ integral sprava nepreryven po s (napomnim, qto |J_0| ⩽ 1), a φ nepreryvna po uslovi¸. Sledovatel~no, ravenstvo (4) verno pri vseh s i, v qastnosti, pri s = k/n. Zameqanie 1. V teoreme 1 vmesto nepreryvnosti funkcii φ

dostatoqno ee integriruemosti po Rimanu na l¸bom otrezke. V lemme 1 vmesto nepreryvnosti funkcii φ i summiruemosti funkcii Bφ dostatoqno integriruemosti funkcii φ po Rimanu na l¸bom otrezke i vypolneniØ formuly obraweniØ (4) pri s = k/n. Analog lemmy 1 dlØ trigonometriqeskoæ sistemy sm. v [7, s. 149].

76 O. L. VINOGRADOV

Teorema 2. Pust~ φ udovletvorØet usloviØm (1) i funkciØ

z^{q−1}|Bφ(z)|^q summiruema na [ 0, +∞) pri nekotorom q > 1. Togda

lim_{n→∞} L_n = ∞∫ 0 |Bφ|. Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie teoremu 1, ostalos~

dokazat~ neravenstvo lim_{n→∞} L_n ⩽ ∫_∞ 0 |Bφ|. Esli Bφ /∈ L[ 0, +∞), to ffto oqevidno. Pust~ Bφ ∈ L[ 0, +∞), f – mnogoqlen, ‖f‖ ⩽ 1. Issleduem opreator W iz lemmy 1. DlØ fftogo predstavim ego v vide P_k(cos t)^V−→ cos ku −→ J_0(kz). Wf vyraßaetsØ qerez Vf tak ße, kak funkciØ BesselØ qerez kosinus:

J_0(kz) = 2 π z∫ 0 cos ku du √ z^2 − u^2 , Wf(z) = 2 π z∫ 0 Vf(u) du √ z^2 − u^2 . Vospol~zuemsØ formulami Dirihle–Melera [1, s. 98]:

P_k(cos t) = √ 2 π t∫ 0 cos (k + 1/2)u √ cos u − cos t du = √ 2 π π∫ t sin (k + 1/2)u √ cos t − cos u du pri t ∈ (0, π). Obrativ ih po formulam dlØ integral~nogo uravneniØ AbelØ [8, s. 32], poluqim

cos (k + 1/2)u = 1 √ 2 d du u∫ 0 P_k(cos t) sin t √ cos t − cos u dt,

sin (k + 1/2)u = − 1 √ 2 d du π∫ u P_k(cos t) sin t √ cos u − cos t dt, u ∈ (0, π).

UqityvaØ, qto

cos ku = cos (u/2) cos (k + 1/2)u + sin (u/2) sin (k + 1/2)u,

poluqim vyraßenie dlØ operatora V : Vf(u) = 1 √ 2 cos u 2 d du u∫ 0 f sin t dt √ cos t − cos u − 1 √ 2 sin u 2 d du π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t

PREDEL KONSTANT LEBEGA 77

pri u ∈ (0, π). DlØ kratkosti vmesto f(cos t) pixem prosto f. Na vs¸ os~ funkciØ Vf prodolßaetsØ qetno, 2π-periodiqeski: Vf(2νπ ± u) = Vf(u) pri ν ∈ Z. Oboznaqim z = M π + α, M ∈ Z_+, α ∈ (0, π). Pust~ snaqala

M = 2m qetno. Togda pri M ∈ N, razbivaØ otrezok [ 0, z] na

qasti i prinimaØ 2νπ + u ili 2(ν + 1)π − u za novu¸ peremennu¸, imeem

Wf(z) = 2 π m−1∑ ν=0

(2ν+1)π ∫ 2νπ + 2(ν+1)π ∫ (2ν+1)π Vf(u) du √ z^2 − u^2 + 2 π z∫ Mπ Vf(u) du √ z^2 − u^2 =

= 2 π m−1∑ ν=0 π∫ 0 h_ν (u)Vf(u) du + 2 π α∫ 0 Vf(u) du √ z^2 − (M π + u)^2 = = Σf(z) + W_cf(z) + W_sf(z),

gde h_ν (u) = h(u) = 1 √ z^2 − (2νπ + u)^2 + 1 √ z^2 − (2(ν + 1)π − u)^2 ,

W_cf(z) = √ 2 π α∫ 0 cos (u/2) √ z^2 − (M π + u)^2 d u∫ 0 f sin t dt √ cos t − cos u ,

W_sf(z) = √ 2 π α∫ 0 − sin (u/2) √ z^2 − (M π + u)^2 d π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t .

Dalee, integriruØ po qastØm (pri fftom dvoænaØ podstanovka obrawaetsØ v nul~) i menØØ porØdok integrirovaniØ, nahodim, qto ν-e slagaemoe v Σ ravno √ 2 π π∫ 0 h(u) cos u 2 d u∫ 0 f sin t dt √ cos t − cos u

− sin u 2 d π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t =

= √ 2 π π∫ 0 u∫ 0 f sin t dt √ cos t − cos u d [ − cos u 2 h(u) ] +

78 O. L. VINOGRADOV + π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t d [ sin u 2 h(u) ] =

= √ 2 π π∫ 0 f sin t π∫ t d [− cos (u/2)h(u)] √ cos t − cos u + t∫ 0 d [sin (u/2)h(u)] √ cos u − cos t dt. Dokaßem, qto Ødro v figurnyh skobkah neotricatel~no. DlØ slagaemogo s kosinusom ffto Øsno: cos(u/2) ubyvaet, i h toße ubyvaet v silu togo, qto

h^′(u) = 2νπ + u (z^2 − (2νπ + u)^2)^{3/2} − 2(ν + 1)π − u (z^2 − (2(ν + 1)π − u)^2)^{3/2} ⩽ 0. S sinusom sloßnee: ( sin u 2 h(u) )_′ = 1 2 cos u 2 h(u) + sin u 2 h^′(u) ⩾ ⩾ cos(u/2) 2 √ z^2 − (2(ν + 1)π − u)^2

+ sin u 2 h^′(u). Privedem drobi k obwemu znamenatel¸ (z^2 − (2(ν + 1)π − u)^2)^{3/2}. Qislitel~ budet raven F = 1 2 cos u 2 (z^2 − (2(ν + 1)π − u)^2) − sin u 2 (2(ν + 1)π − u)+

+ sin u 2 (2νπ + u) ( z^2 − (2(ν + 1)π − u)^2 z^2 − (2νπ + u)^2 )_{3/2} . F vozrastaet po z i pofftomu ne men~xe znaqeniØ pri z = 2(ν+1)π: F ⩾ 1 2 cos u 2 (4(ν + 1)π − u)u − sin u 2 (2(ν + 1)π − u)+

+ sin u 2 (2νπ + u) ( u 2π − u 4(ν + 1)π − u (4ν + 2)π + u )_{3/2} ⩾ ⩾ (2(ν + 1)π − u) ( u cos u 2 − sin u 2 ( 1 − ( u 2π − u )_{3/2})) +

+ ( u^2 2 cos u 2 − sin u 2 ( u 2π − u )_{3/2} 2(π − u) ) = = (2(ν + 1)π − u)F_1(u) + F_2(u).

PREDEL KONSTANT LEBEGA 79

Dokaßem, qto oba slagaemyh neotricatel~ny. Zapixem, qto u 2π − u = 1 − 2(π − u) 2π − u , i vospol~zuemsØ neravenstvom (1 − ξ)^p ⩾ 1 − pξ, vernym pri

ξ ∈ [ 0, 1], p ⩾ 1. Poluqim

u cos u 2 − sin u 2 ( 1 − ( u 2π − u )_{3/2}) ⩾ u cos u 2 − 3 sin u 2 π − u 2π − u . Teper~ pri u ∈ [π/2, π] neotricatel~nost~ poslednego vyraßeniØ ravnosil~na vypolneni¸ neravenstva

sin ((π − u)/2) (π − u)/2 ⩾ sin (u/2) u/2 3 2π − u , vernogo v silu ubyvaniØ funkcii (sin x)/x, a pri u ∈ [ 0, π/2] sleduet iz neravenstv 3 u tg u 2 π − u 2π − u ⩽ 3 u 4 π u 2 π 2π = 3 π < 1. Neotricatel~nost~ F_1 dokazana.

Rassmotrim funkci¸ ψ(u) = (π − u)tg(u/2)/ √ u(2π − u) i doka-

ßem, qto

ψ^′(u) = u(π − u)(2π − u) − π^2 sin u 2(u(2π − u))^{3/2} cos^2 (u/2) ⩾ 0. Dostatoqno rassmotret~ lix~ u ∈ [π/2, π]. Zamenoæ π − u =

= v ∈ [ 0, π/2] svedem dokazyvaemoe neravenstvo k neravenstvu

sin v ⩽ v(1 − v^2/π^2) = v − v^3/π^2.

Ono vytekaet iz izvestnogo neravenstva sin v ⩽ v −v^3/6+v^5/120 i legko proverØemogo neravenstva 1/π^2 < 1/6−v^2/120. Takim obrazom, ψ vozrastaet i ψ(u) ⩽ ψ(π) = 2/π. Teper~ neotricatel~nost~

F_2 sleduet iz neravenstv sin u 2 ( u 2π − u )_{3/2} 2(π − u) =

= ψ(u) 2u^2 cos (u/2) 2π − u ⩽ 2 π 2 π u^2 cos u 2 ⩽ u^2 2 cos u 2 .

80 O. L. VINOGRADOV

Pust~ teper~ M = 2m + 1 neqetno. OpØt~ zapixem

Wf(z) = Σ^∗f(z) + W^∗_c f(z) + W^∗_s f(z),

Σ^∗f(z) = Σf(z) + 2 π π∫ 0 Vf(u) du √ z^2 − (2mπ + u)^2 .

V Ødrah slagaemyh, vhodØwih v Σ^∗, vse slagaemye s sinusami neotricatel~ny, kak i ran~xe. S kosinusami peregruppiruem: m−1∑ ν=0 h_ν(u) + 1 √ z^2 − (2mπ + u)^2 = 1 √ z^2 − u^2 +

+ m∑ ν=1 ( 1 √ z^2 − (2νπ − u)^2 + 1 √ z^2 − (2νπ + u)^2 ) . Dokaßem, qto kaßdoe slagaemoe, umnoßennoe na − cos(u/2), vozrastaet na [ 0, π]. DlØ pervogo slagaemogo ffto verno, tak kak

(z^2 − u^2)^{3/2} ( − cos(u/2) √ z^2 − u^2 )_′ = z^2 − u^2 2 sin u 2 − u cos u 2 ⩾ π^2 2 2 π u 2 − u ⩾ 0. V kaßdom slagaemom pod znakom summy posle umnoßeniØ na

− cos(u/2) sdelaem zamenu u = π − v. Togda vozrastanie ν-go sla-

gaemogo po u ravnosil~no vozrastani¸ funkcii sin v 2 ( 1 √ z^2 − ((2ν − 1)π + v)^2 + 1 √ z^2 − ((2ν + 1)π − v)^2 )

po v, a ffto uße dokazyvalos~.

Takim obrazom,

|Σf(z)| ⩽ Σ1(z) = W 1(z) − W_c1(z) − W_s1(z) ⩽ 1,

|Σ^∗f(z)| ⩽ Σ^∗1(z) = W 1(z) − W^∗_c 1(z) − W^∗_s 1(z) ⩽ 1. (5) Dalee, prinimaØ π − u i π − t za novye peremennye integri-

PREDEL KONSTANT LEBEGA 81

rovaniØ i polagaØ f^∗(cos t) = f(− cos t), nahodim

W^∗_c f(z) = = √ 2 π π∫ π−α cos (u/2) √ z^2 − ((M + 1)π − u)^2 d u∫ 0 f sin t dt √ cos t − cos u

= W_sf^∗(z),

W^∗_s f(z) = = √ 2 π π∫ π−α − sin (u/2) √ z^2 − ((M + 1)π − u)^2 d π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t

= W_cf^∗(z).

Tak kak f^∗, kak i f, – mnogoqlen s ‖f^∗‖ ⩽ 1, to dostatoqno issledovat~ W_cf(z) i W_sf(z).

Teper~ zaæmemsØ slagaemym W_cf(z) pri M = 0, t.e. z = α. Pri integrirovanii po qastØm pod znakom differenciala po u otnimem postoØnnu¸, qtoby podstanovka na verhnem predele u = α obratilas~ v nul~. Posle fftogo pomenØem porØdok integrirovaniØ. Poluqim Wc f (z) = p_2 π α∫ 0 cos (u/2)

p_{α2} �_{u2} d u∫ 0 f sin t dt p_{cos t} �_{cos u} �^{α∫}_0^{f sin t dt} p_{cos t} �_{cos α} =

= p_2 πα α∫ 0 f sin t dt p_{cos t} �_{cos α} � � p_2 π α∫ 0 u∫ 0 f sin t dt p_{cos t} �_{cos u} � u∫ 0 + α∫ u f sin t dt p_{cos t} �_{cos α} d cos (u/2) p_{α2} �_{u2} = = p_2 πα α∫ 0 f sin t dt p_{cos t} �_{cos α} + + p_2 π α∫ 0 f sin t

�^{α∫}_t^{( 1}p_{cos t} �_{cos u} �^1p_{cos t} �_{cos α}^) d^{cos (u/2)}p_{α2} �_{u2} + + 1 p_{cos t} �_{cos α}^{t∫}_0 d^{cos (u/2)}p_{α2} �_{u2} dt =

= p_2 π α∫ 0 f sin t

�^{α∫}_t^{( 1}p_{cos t} �_{cos u} �^1p_{cos t} �_{cos α}^) d^{cos (u/2)}p_{α2} �_{u2} + + 1 p_{cos t} �_{cos α}^{cos (t/2)}p_{α2} �_{t2}^} dt.

82 O. L. VINOGRADOV

Oboznaqim vyraßenie v figurnyh skobkah qerez H. Vneintegral~nyæ qlen v H preobrazuem tak:

cos (t/2) √ α^2 − t^2 = − α∫ t d [( 1 − √ cos t − cos u √ cos t − cos α ) cos (u/2) √ α^2 − u^2 ] =

= − α∫ t ( 1 − √ cos t − cos u √ cos t − cos α ) d cos (u/2) √ α^2 − u^2 +

+ α∫ t sin u 2 √ cos t − cos α √ cos t − cos u cos (u/2) √ α^2 − u^2 du. PodstavlØØ v H, nahodim H = 1 √ cos t − cos α α∫ t ( √ cos t − cos u √ cos t − cos α − √ cos t − cos α √ cos t − cos u ) d cos (u/2) √ α^2 − u^2 +

+ 1 cos t − cos α α∫ t sin u 2 √ cos t − cos u cos (u/2) √ α^2 − u^2 du =

= 1 cos t − cos α α∫ t cos (u/2) ( (α^2 − u^2)^{sin u}_2 − (cos u − cos α)u ) √ cos t − cos u (α^2 − u^2)^{3/2} du+

+ 1 cos t − cos α α∫ t cos u − cos α √ cos t − cos u sin (u/2) 2 √ α^2 − u^2 du. Ustanovim, qto H ⩾ 0. DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto Φ(α, u) = α^2 − u^2 2 sin u − u(cos u − cos α) ⩾ 0

pri 0 ⩽ u ⩽ α ⩽ π. DifferenciruØ po α, nahodim

Φ^′_α(α, u) = α sin u − u sin α ⩾ 0 i Φ(α, u) ⩾ Φ(u, u) = 0.

Sledovatel~no, pri M = 0 |W_cf(z)| ⩽ W_c1(z) = 1 + J_0(z) 2 ⩽ 1. (6)

Esli ße M ∈ N, to, kak netrudno videt~, |W_cf(z)| ⩽ K √ α/z ⩽ K. (7)

PREDEL KONSTANT LEBEGA 83

Nakonec, preobrazuem tret~e slagaemoe

W_sf(z) = T_1f(z) + T_2f(z), gde

T_1f(z) = sin (α/2) π √ z α∫ 0 G(u) d − π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t ,

G(u) = sin (u/2)

sin (α/2) √ 2z z^2 − (M π + u)^2 − √ sin α √ cos u − cos α ,

T_2f(z) = 1 π sin α 2 √ sin α z α∫ 0 1 √ cos u − cos α d − π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t . IntegriruØ po qastØm i menØØ porØdok integrirovaniØ, naho-

dim, qto integral v T_1 raven π∫ 0 f sin t min{t,α} ∫ 0 dG(u) √ cos u − cos t − √ sin α √ 1 − cos α √ 1 − cos t dt. Oboznaqim integral po [ 0, α] qerez J_1, a po [α, π] – qerez J_2, i dlØ

ih ocenki vospol~zuemsØ legko proverØemymi neravenstvami |G(u)| ⩽ K √ sin α i |G^′(u)| ⩽ K √ α − u √ cos u − cos α , v kotoryh 0 < u < α < π. Imeem |J_1| ⩽ α∫ 0 sin t t∫ 0 |G^′(u)| du √ cos u − cos t dt + √ sin α √ 1 − cos α α∫ 0 sin t dt √ 1 − cos t =

= 2 α∫ 0 |G^′(u)| √ cos u − cos α du + 2 √ sin α ⩽ K √ α,

J_2 = π∫ α f sin t α∫ 0 ( 1 √ cos u − cos t − 1 √ 1 − cos t ) dG(u) dt =

= π∫ α f sin t α∫ 0 G(u) d 1 √ cos u − cos t dt,

84 O. L. VINOGRADOV |J_2| ⩽ K √ sin α π∫ α sin t ( 1 √ cos α − cos t − 1 √ 1 − cos t ) dt =

= 2K √ 1 + cos α + √ 1 − cos α − √ 2 √ sin α ⩽ 2K √ α. Takim obrazom, |T_1f(z)| ⩽ K sin(α/2) √ α/z ⩽ Kα. (8) Preobrazuem integral v T_2. Kak i ran~xe, pribavim pod zna-

kom differenciala postoØnnu¸ i prointegriruem po qastØm:

I = α∫ 0 1 √ cos u − cos α d − π∫ u f sin t dt √ cos u − cos t + π∫ α f sin t dt √ cos α − cos t =

= 1 √ 1 − cos α π∫ 0 f sin t dt √ 1 − cos t − π∫ α f sin t dt √ cos α − cos t +

+ α∫ 0 α∫ u + π∫ α f sin t dt √ cos u−cos t − π∫ α f sin t dt √ cos α−cos t d 1 √ cos u−cos α .

Teper~ v povtornom integrale pomenØem porØdok integrirova-

niØ. Pri fftom poluqivxiæsØ integral suwestvuet v smysle glavnogo znaqeniØ. Zakonnost~ peremeny porØdka integrirova-

niØ moßno obosnovat~ tak. DlØ funkcii f(cos t) − f(cos α) podyn-

tegral~naØ funkciØ dvuh peremennyh t i u summiruema, i poffto-

mu peremena porØdka integrirovaniØ zakonna, a dlØ postoØnnoæ

f(cos α) ravenstvo dvuh povtornyh integralov legko proverit~

neposredstvenno. Itak, povtornyæ integral v I raven

v.p. α∫ 0 f sin t I_1(α, t) dt + π∫ α f sin t I_2(α, t) dt ,

PREDEL KONSTANT LEBEGA 85

I_1(α, t) = t∫ 0 1 √ cos u − cos t d 1 √ cos u − cos α = 1 cos t − cos α √ 1 − cos t 1 − cos α ,

I_2(α, t) = α∫ 0 ( 1 √ cos u − cos t − 1 √ cos α − cos t ) d 1 √ cos u − cos α =

= √ 1 − cos t − √ cos α − cos t

(cos t − cos α) √ 1 − cos α . SkladyvaØ, nahodim I = 1 √ 1 − cos α π∫ 0 f sin t dt √ 1 − cos t

+ v.p. π∫ 0 f sin t cos t − cos α √ 1 − cos t 1 − cos α dt =

= v.p. π∫ 0 f sin t dt cos t − cos α + π∫ 0 f sin t dt √ 1 − cos t ( √ 1 − cos t + √ 1 − cos α) . Esli teper~ oboznaqit~

~f (α) = v.p. 1 2π π∫ 0 fctg α − t 2 dt (v obweprinØtom oboznaqenii ~f dlØ trigonometriqeski soprØßennoæ funkcii integral beretsØ ot −π do π) i uqest~ ravenstvo

sin t cos t − cos α = 1 2 ctg α − t 2 − 1 2 ctg α + t 2 , to poluqim

T_2f(z) = sin α 2 √ sin α z ~f (α) + T_3f(z),

T_3f(z) = 1 2π sin α 2 √ sin α z π∫ 0 f ( 2 cos(t/2) sin(t/2) + sin(α/2)

− ctg α + t 2 ) dt. Dokaßem, qto Ødro operatora T_3 neotricatel~no. Deæstvitel~- no, pri α+t > π ffto oqevidno. Esli ße α+t < π, to cos((α+t)/2) ⩽

⩽ cos(t/2), a sin t 2 + sin α 2 = 2 sin α + t 4 cos α − t 4 ⩽

86 O. L. VINOGRADOV

⩽ 2 sin α + t 4 2 cos α + t 4 = 2 sin α + t 2 . Znaqit,

|T_3f(z)| ⩽ T_31(z) = = 1 π sin α 2 √ sin α z ( 2 ln ( 1 + 1 sin(α/2) ) − ln ctg α 2 ) ⩽ ⩽ Kα ln(1 + 1/α) √ α/z. (9)

Qto kasaetsØ operatora trigonometriqeskogo soprØßeniØ, to, kak izvestno [8, s. 169], on ograniqen kak operator iz L_p[ 0, π] v

L_p[ 0, π] pri 1 < p < ∞ (i tem bolee iz C[ 0, π] v L_p[ 0, π] pri 1 ⩽ p < ∞), no ne ØvlØetsØ ograniqennym operatorom iz C[ 0, π]

v C[ 0, π]. Oboznaqim qerez A_p normu fftogo operatora iz C[ 0, π] v L_p[ 0, π]: ‖ ~f ‖_p ⩽ A_p‖f‖. Pereædem k okonqatel~nomu sopostavleni¸ poluqennyh ocenok. Na “osnovnom” promeßutke imeem πn∫ 0 Wf ( z n ) Bφ(z) dz =

= πn∫ 0 ( (W_c + T_1 + T_3)f ( z n ) + sin z 2n √ sin(z/n) z/n ~f ( z n ) ) Bφ(z) dz. V silu sootnoxeniæ (6), (8) i (9) | | | | | πn∫ 0 W_cf ( z n ) Bφ(z) dz | | | | | ⩽ πn∫ 0 |Bφ| −→_{n→∞} ∞∫ 0 |Bφ|, | | | | | | πn∫ 0 T_1f ( z n ) Bφ(z) dz | | | | | | ⩽ πn∫ 0 Kz n |Bφ(z)| dz −→_{n→∞} 0, (10) | | | | | | πn∫ 0 T_3f ( z n ) Bφ(z) dz | | | | | | ⩽ πn∫ 0 Kz n ln ( 1 + 1 z/n ) |Bφ(z)| dz −→_{n→∞} 0.

PREDEL KONSTANT LEBEGA 87

Poslednie dva integrala stremØtsØ k nul¸ po teoreme Lebega o predel~nom perehode pod znakom integrala. DlØ ocenki slagaemogo s ~f primenim neravenstvo Gel~dera (1/p + 1/q = 1): | | | | | | πn∫ 0 sin z 2n √ sin(z/n) z/n ~f ( z n ) Bφ(z) dz | | | | | | ⩽

⩽ 1 2n πn∫ 0 | | |f ( z n )| |^p dz 1/p πn∫ 0 |zBφ(z)|^q dz 1/q ⩽

⩽ A_p 2 1 n πn∫ 0 |zBφ(z)|^q dz 1/q −→ n→∞ 0, (11)

snova po teoreme Lebega.

Na ostal~nyh promeßutkah (M πn, (M + 1)πn) v silu (5), (7)– (9) budet | | |Wf ( z n )| | ⩽ K ( 1 + |~g(α(z/n))| √ z/n α ( z n ) ) , (12)

gde M ∈ N, g = f pri qetnom M i g = f^∗ pri neqetnom M , a α(ζ) – drobnaØ qast~ ζ/π, umnoßennaØ na π. Imeem pri 2 < p < ∞ ∞∫ nπ |~g(α(z/n))| √ z/n α ( z n ) |Bφ(z)| dz ⩽

⩽ ∞∫ nπ | | |~g ( α ( z n ))| |^p dz (z/n)^{p/2} 1/p ∞∫ nπ | | |α ( z n ) Bφ(z) | | |^q dz 1/q =

= ∞∫ π |~g(α(z))|^p dz z^{p/2} 1/p 1 n ∞∫ nπ | | |nα ( z n ) Bφ(z) | | |^q dz 1/q ⩽

⩽ B_p π ∞∫ nπ z^{q−1}|Bφ(z)|^q dz 1/q −→ n→∞ 0, (13)

88 O. L. VINOGRADOV

tak kak ∞∫ π |~g(α(z))|^p dz z^{p/2} 1/p ⩽ A_p (_∞ ∑ ν=1 1 (νπ)^{p/2} )_{1/p} = B_p. Trebovanie 2 < p < ∞ (t.e. 1 < q < 2) ne ograniqivaet obwnosti, tak kak esli funkciØ z^{r−1}|Bφ(z)|^r summiruema pri r = 1 i pri nekotorom r = q > 1, to ona summiruema pri vsØkom r ∈ (1, q) v silu neravenstva Gel~dera ∞∫ 0 z^{r−1}|Bφ(z)|^r dz = ∞∫ 0 |Bφ(z)|^q �r_q�_1 z^{r−1}|Bφ(z)|^{qr} �q_q�_1 dz ⩽

⩽ ∞∫ 0 |Bφ(z)| dz q�r_q�_1 ∞∫ 0 z^{q−1}|Bφ(z)|^q dz r�1_q�_1 . SopostavlØØ sootnoxeniØ (10)–(13), prihodim k zakl¸qeni¸ teoremy.

Literatura

1. G. Segœ, Ortogonal~nye mnogoqleny. M., 1962.

2. L. Fejér, Über die Laplacesche Reihe. — Math. Ann. 67 (1909), 76–109.

3. G. I. Natanson, O normah summ Feæera–Leßandra. — Vestnik Leningr.

un-ta, ser.1, vyp.4 (22) (1996), 25–34.

4. G. Gasper, Banach algebras for Jacobi series and positivity of a kernel. — Ann.

Math. 95 (2) (1972), 261–280.

5. R. Askey, S. Weinger, A convolution structure for Jacobi series. — Amer. J. Math.

91 (2) (1969), 463–485.

6. L. V. FlorinskaØ, V. P. Havin, TeoriØ mery i integrala. Vyp. 2. Integral. L., 1975.

7. Ahiezer N.I., Lekcii po teorii approksimacii. M., 1965. 8. P. P. Zabreæko, A. I. Koxelev, M. A. Krasnosel~skiæ, S. G. Mihlin, L. S. Rakovwik, V. ˚. Stecenko, Integral~nye uravneniØ. M., 1968.

Vinogradov O. L. The limit of the Lebesgue constants of summation methods of Fourier–Legendre series determined by a multiplier function.

In what follows, C[−1, 1] is the space of continuous functions f : [−1, 1] → R with uniform norm, P_k are the Legendre polynomials

PREDEL KONSTANT LEBEGA 89 such that P_k(1) = 1, J_0 is the Bessel function of zero index. We consider sequences of linear operators (summation methods) U_n : C[−1, 1] → C[−1, 1] determined by a multiplier function φ:

U_nf(y) = 1∫ −1 f(x) ∞∑ k=0 φ(k/n)(k + 1/2)P_k(y)P_k (x) dx.

The norms L_n of the operators U_n are called the Lebesgue constants of the summation method. The main result is the following.

If φ is continuous on [ 0, +∞), ∞∑ k=0 φ^2(k/n)(k + 1/2) < ∞ for each n ∈ N, ∞∫ 0 φ^2(x)x dx < ∞;

Bφ(z) = z ∞∫ 0 φ(x)xJ_0(zx) dx is the Fourier–Bessel transformation of φ, and the function z^{q−1}|Bφ(z)|^q is summable on [ 0, +∞) with some q > 1, then

lim_{n→∞} L_n = ∞∫ 0 |Bφ|.

Postupilo 6 ØnvarØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

olvin@math.spbu.ru