Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

V. V. Kapustin

VEWESTVENNYE FUNKCII V VESOVYH PROSTRANSTVAH HARDI

Vvedenie

Pust~ w ∈ L^1 – ves na ediniqnoæ okrußnosti, w ¿ 0 p.v.,

log w ∈ L^1, 1 6 p 6 ∞. Rassmotrim prostranstvo L^p(wdm), gde

m — normirovannaØ mera Lebega na okrußnosti. Opredelim vnexn¸¸ funkci¸ φ ∈ H^p sootnoxeniem |φ|^p = w. Togda zamknutaØ lineænaØ oboloqka mnoßestva {z^n}_n¿_0 sovpadaet s H^p/φ (t.e. s {f/φ : f ∈ H^p}), a zamknutaØ lineænaØ oboloqka mnoßestva {z̄^n}_n6_0 sovpadaet s H^p/φ̄. Poloßim I_w =^{Hp}_φ ∩^{Hp}_{φ̄} . ˚sno, qto vse postoØnnye funkcii prinadleßat I_w. V fftoæ stat~e budet obsußdat~sØ vopros, kogda I_w ne soderßit nikakih funkciæ, krome postoØnnyh.

Horoxo izvestno, qto suwestvovanie ograniqennogo proektora na H^p/φ vdol~ zH^p/φ̄ ravnosil~no uslovi¸ Makenhaupta A_p. Oqevidno, ffto uslovie dostatoqno, no ne neobhodimo dlØ togo, qtoby ffti dva prostranstva imeli nulevoe pereseqenie. �to poslednee svoæstvo ravnosil~no naxemu voprosu o tom, kogda prostranstvo I_w sostoit tol~ko iz postoØnnyh funkciæ.

Zametim, qto pri p = 2 naxa zadaqa ravnosil~na izvestnoæ probleme opisaniØ vystupa¸wih toqek ediniqnogo xara H^1. Na samom dele, v sluqae ||w||_L1 = 1, I_w ne soderßit nepostoØnnyh funkciæ togda i tol~ko togda, kogda φ^2 — vystupa¸waØ toqka ediniqnogo xara v H^1.

V fftoæ stat~e my namereny pokazat~, qto obsußdaemoe svoæstvo imeet lokal~nyæ harakter, t.e. ego vypolnenie zavisit ot lokal~nogo povedeniØ vesa w v kaßdoæ toqke okrußnosti. Takße budet poluqeno nekotoroe neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie v terminah integralov Koxi.

Esli f ∈ I_w, to Øsno, qto f̄ ∈ I_w, i znaqit Re f ∈ I_ω, Im f ∈ I_w.

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 98-01-00312 i FCP “IntegraciØ”, reg. No. 326.53. 138

VEWESTVENNYE FUNKCII 139

�to oznaqaet, qto esli prostranstvo I_w soderßit nepostoØnnye funkcii, to ono soderßit nekotoru¸ nepostoØnnu¸ vewestvennu¸ funkci¸.

Lemma 1. Iw soderßit nekotoru¸ nepostoØnnu¸ funkci¸ togda

i tol~ko togda, kogda suwestvuet funkciØ ψ ∈ H^∞ takaØ, qto

φ/ψ ∈ H^p, θ^{def}= ψ/ψ̄ ∈ H^∞. V fftom sluqae^{1−θ}_ψ ∈ I_w.

V svØzi s zadaqeæ ob opisanii vystupa¸wih toqek v H^1 Hel~son i Sarason poluqili kriteriæ, trebu¸wiæ suwestvovaniØ dvuh vnutrennih funkciæ u i v takih, qto u − v ØvlØetsØ “delitelem” nekotoroæ funkcii. Naxa lemma predstavlØet soboæ modifikaci¸ fftogo rezul~tata, i my privedem dokazatel~- stvo dlØ naxeæ situacii. Otmetim, qto dlØ ψ = u − v imeem ψ/ψ̄ = −uv ∈ H^∞. Dokazatel~stvo. Dopustim, qto φ – vnexnØØ funkciØ, i Iw

soderßit nekotoru¸ nepostoØnnu¸ funkci¸. Nam nußno pokazat~, qto suwestvu¸t dve vnutrennie funkcii u i v takie, qto φ u−v ∈ H^p. Voz~mem l¸bu¸ nepostoØnnu¸ vewestvennu¸ funkci¸ f ∈ I_w. Togda^{f+i}_{f−i} – unimodulØrnaØ funkciØ ograniqennoæ harakteristiki, qto oznaqaet, qto ona moßet byt~ predstavlena kak otnoxenie dvuh ograniqennyh analitiqeskih funkciæ. Sledovatel~no, suwestvu¸t vzaimno prostye vnutrennie funkcii u i v takie, qto^{f+i}_{f−i} =^u_v . Ots¸da sleduet, qto f = i^{u+v}_{u−v} . Poskol~- ku f ∈ H^p/φ, φ – vnexnØØ funkciØ, i funkcii u i v vzaimno prostye, legko poluqaem, qto u − v – vnexnØØ funkciØ; tem samym, nam dostatoqno pokazat~, qto^φ_{u−v} ∈ L^p. Pust~ f = ig/φ, gde

g ∈ H^p. Funkcii u + v i u − v ne mogut byt~ malymi odnovremen-

no (ih summa 2u imeet modul~ 2 poqti vs¸du na okrußnosti). Znaqit, tak kak φ, g ∈ L^p, v sootnoxenii^φ_{u−v} =^g_{u+v} znamenateli ne mogut byt~ odnovremenno maly i v levoæ, i v pravoæ qasti, otkuda nemedlenno sleduet, qto^φ_{u−v} ∈ L^p.

Esli suwestvuet funkciØ ψ s trebuemymi svoæstvami, to oqevidno, qto^{1−θ}_ψ ∈ I_w. Lemma dokazana.

Zameqanie 2. FunkciØ ψ v lemme 1 moßet byt~ vybrana tak, qto

θ(0) = 0. Deæstvitel~no, esli postroena funkciØ ψ_∗, dlØ kotoroæ φ/ψ_∗ ∈ H^p, θ_∗ = ψ_∗/ψ̄_∗ ∈ H^∞, to moßno vzØt~ ψ = ψ_∗/(1 − θ_∗(0)θ_∗).

Poskol~ku 1 − θ_∗(0)θ_∗ – obratimaØ funkciØ v H^∞, imeem ψ ∈ H^p;

140 V. V. KAPUSTIN

krome togo, φ/ψ ∈ H^p, i dlØ θ =^ψ_{ψ̄} =^{θ�−θ�(0)}_{1−θ�(0)θ�} imeem θ(0) = 0. V dal~neæxem my budem pol~zovat~sØ vozmoßnost~¸ stroit~ funkcii tak, qtoby dopolnitel~no bylo vypolneno uslovie θ(0) = 0.

LokalizaciØ

Kak my uvidim v fftom paragrafe, naliqie ili otsutstvie v prostranstve I_w nepostoØnnyh funkciæ opredelØetsØ lokal~nym povedeniem vesa w v kaßdoæ toqke ediniqnoæ okrußnosti. �tot rezul~tat ustanovlen v teoreme 4.

DlØ l¸boæ funkcii f iz I_w estestvennym obrazom opredeleny znaqeniØ f(z) sootvetstvenno predstavleni¸ f kak funkcii iz klassa^{Hp}_φ pri |z| < 1, i kak funkcii iz klassa^{Hp}_{φ̄} pri |z| > 1. Sledovatel~no, moßno rassmatrivat~ f kak funkci¸, analitiqesku¸ vne ediniqnoæ okrußnosti, graniqnye znaqeniØ kotoroæ iznutri i izvne sovpada¸t poqti vs¸du (t.e. imeet mesto ffffekt psevdoprodolßeniØ).

Privedem ravnosil~nu¸ pereformulirovku naxeæ zadaqi. Kak bylo upomØnuto vnaqale, I_w soderßit nepostoØnnye funkcii togda i tol~ko togda, kogda pereseqenie

J_w = H^p φ ∩ zH^p φ̄ nenulevoe. Deæstvitel~no, J_w – podprostranstvo v I_w korazmernosti 1, i mnoßestvo postoØnnyh funkciæ est~ dopolnitel~noe podprostranstvo podprostranstva I_w (konstanta v sootvetstvu- ¸wem razloßenii dlØ funkciæ iz I_w ravna predelu na beskoneqnosti). Udobnee rabotat~ s prostranstvom J_w vmesto I_w, qto srazu ße dast sootvetstvu¸wie pereformulirovki i dlØ prostranstva I_w.

Rezul~tat fftogo paragrafa osnovan na konstrukcii nekotorogo operatora, svØzannogo s vesom w. DlØ f ∈ J_w imeem f(∞)^{def}=

lim_{z→∞} f(z) = 0. Opredelim operator T_w na J_w sootnoxeniem

(T_wf)(z) = f(z) − f(0) z . Imeem sledu¸wie formuly dlØ rezol~vent operatora T_w :

(I − λT_w )^{−1}f(z) = zf(z) − λf(λ) z − λ . (1)

VEWESTVENNYE FUNKCII 141

V predel~nom sluqae λ → ∞ poluqaem, qto T_w – obratimyæ operator: obratnyæ operator zadaetsØ formuloæ

T^{−1}_w f(z) = zf(z) − (zf)_∞ , gde (zf)_∞ = lim_{z→∞} zf(z).

Pust~ h – vektor takoæ, qto (f, h) = (zf)_∞ dlØ vseh f. Esli I−λT_w – obratimyæ operator, to dlØ vseh f imeem

f(λ) = −(T_w (I − λT_w )^{−1}f, h) = ((λI − T^{−1}_w )^{−1}f, h). (2)

Poskol~ku graniqnye znaqeniØ funkciæ iz J_w izvne i iznutri ediniqnogo kruga sovpada¸t, moßet sluqit~sØ tak, qto f okaßetsØ analitiqeskoæ funkcieæ v nekotoryh toqkah ediniqnoæ okrußnosti. Rassmotrim pereseqenie mnoßestv takih toqek dlØ vseh funkciæ iz J_w. Ego dopolnenie sovpadaet so spektrom operatora T^{−1}_w i budet oboznaqat~sØ qerez σ_w. Deæstvitel~no, esli T^{−1}_w − λI – obratimyæ operator, to kaßdaØ funkciØ f ∈ J_w ana-

litiqna v λ po formule (2). Esli vse funkcii iz J_w analitiqny v λ, to rezol~venta zadaetsØ formuloæ (1).

Teorema 3. DlØ l¸boæ otkrytoæ dugi A, soderßaweæ nekotoru¸

toqku ξ mnoßestva σ_w, suwestvuet funkciØ iz J_w, mnoßestvo osobennosteæ kotoroæ soderßit toqku ξ i soderßitsØ v A.

Nabrosok dokazatel~stva. Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ

osnovano na suwestvovanii spektral~nyh proektorov operatora

T_w. �tot operator deæstvuet izometriqeski na podprostranstve

korazmernosti 1, a imenno, na podprostranstve, sostoØwem iz funkciæ f, dlØ kotoryh f(0) = 0. Spektr operatora T_w ne pokryvaet ediniqnogo kruga; znaqit, T_w ØvlØetsØ odnomernym vozmuweniem unitarnogo operatora (pri p = 2). Teper~ suwestvovanie spektral~nyh proektorov moßet byt~ poluqeno iz rezul~tatov knigi [1]. KonstrukciØ spektral~nyh proektorov, osnovannaØ na funkcional~nom isqislenii dlØ nekotoryh klassov nesßima¸- wih operatorov, blizkih k unitarnym, imeetsØ v [2], §3.2, gde dokazano, qto ograniqennye spektral~nye proektory suwestvu- ¸t dlØ dug ediniqnoæ okrußnosti, koncy kotoryh ne prinadleßat nekotoromu mnoßestvu nulevoæ mery Lebega. Analogiqnyæ fakt veren dlØ vseh p; my opuskaem podrobnosti.

Voz~mem dugu A_0 tak, qtoby ee zamykanie leßalo v A, ξ ∈ A_0, i spektral~nyæ proektor P_{A0} , sootvetstvu¸wiæ duge A_0 dlØ operatora T^{−1}_w , byl by ograniqen. Poskol~ku proektor – spektral~-

142 V. V. KAPUSTIN

nyæ, iz formuly (2) sleduet, qto funkcii iz ego obraza analitiqny vne A_0. Tak kak vse funkcii iz obraza dopolnitel~nogo proektora I − P_{A0} analitiqny na A_0, zakl¸qaem, qto obraz proektora nenulevoæ i soderßit funkcii, ime¸wie osobennost~ v toqke ξ.

Teorema 3 pokazyvaet, qto osobennosti funkciæ iz J_w mogut byt~ lokalizovany. �to oznaqaet, qto otvet na vopros o tom, verno li, qto J_w = {0}, zavisit ot lokal~nyh svoæstv vesa w.

Pri p = 2 imeem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 4. 1) Mnoßestvo σw pustoe togda i tol~ko togda, kogda

J_w = {0}. (Napomnim, qto poslednee svoæstvo ravnosil~no tomu, qto vnexnØØ funkciØ s modulem w ØvlØetsØ vystupa¸weæ toqkoæ ediniqnogo xara H^1, esli ||w||_L1 = 1).

2) Utverßdenie o tom, qto toqka ξ ediniqnoæ okrußnosti prinadleßit mnoßestvu σ_w, zavisit tol~ko ot lokal~nogo povedeniØ vesa w v fftoæ toqke. Toqnee, esli dva vesa w_1 i w_2 sovpada¸t v okrestnosti toqki ξ, to libo ξ prinadleßit oboim mnoßestvam σ_{w1} i σ_{w2} , libo ne prinadleßit ni odnomu iz nih.

Vopros o tom, kak vyrazit~ v Øvnoæ forme lokal~nye svoæstva vesa w, qtoby obespeqit~ prinadleßnost~ toqki ξ mnoßestvu σ_w, ostaetsØ otkrytym, i ego rexenie dalo by opisanie vystupa¸- wih toqek ediniqnogo xara H^1 v terminah lokal~nogo povedeniØ ih moduleæ.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie 1) oqevidno: spektr operatora

ØvlØetsØ pustym mnoßestvom togda i tol~ko togda, kogda prostranstvo, gde operator deæstvuet, – nulevoe; kak my otmeqali vyxe, σ_w ØvlØetsØ spektrom operatora T^{−1}_w , deæstvu¸wem v prostranstve J_w.

Vtoroe utverßdenie sleduet iz teoremy 3. Dopustim, qto ξ prinadleßit mnoßestvu σ_{w1} . Po teoreme 3 moßno vybrat~ funkci¸ f ∈ J_{w1} , analitiqesku¸ vne proizvol~no maloæ dugi, soderßaweæ ξ, i ime¸we¸ osobennost~ v ξ. Voz~mem taku¸ dugu, qtoby ee zamykanie leßalo vnutri otkrytoæ dugi, na kotoroæ vesa w_1 i w_2 sovpada¸t. Legko proverit~, qto togda f ∈ J_{w2} .

Gipoteza Sarasona

V [3] Sarason vydvinul predpoloßenie, qto vnexnØØ funkciØ γ ∈ H^1 ØvlØetsØ vystupa¸weæ toqkoæ ediniqnogo xara H^1

VEWESTVENNYE FUNKCII 143

togda i tol~ko togda, kogda ee norma ravna 1, i suwestvuet vnutrennØØ funkciØ θ takaØ, qto^γ_{(1−θ)2} ∈ H^1, ili, qto ravnosil~no, φ 1−θ ∈ H^2, gde φ – vnexnØØ funkciØ, dlØ kotoroæ φ^2 = γ. V terminah vesa w = |φ|^2 = |γ| ffto oznaqaet, qto (vewestvennaØ) funkciØ

i^{1+θ}_{1−θ} prinadleßit I_w. Bez poteri obwnosti moßno polagat~, qto θ(0) = 0, i v fftom sluqae suwestvuet poloßitel~naØ veroØtnost-

naØ mera μ na ediniqnoæ okrußnosti, singulØrnaØ otnositel~no mery Lebega i takaØ, qto

1 + θ(z) 1 − θ(z) = ∫ ζ + z ζ − z dμ(ζ). (3) Takim obrazom, predpoloßenie Sarasona moßno pereformulirovat~ v terminah naxego podhoda pri p = 2: esli I_w soderßit nekotoru¸ nepostoØnnu¸ funkci¸, to [Sarason predpolagal, qto] takaØ funkciØ moßet byt~ vybrana v vide ∫_{ζ+z} ζ−z dμ(ζ). V [4] Inoue oproverg ffto predpoloßenie. My privedem konstrukci¸, obobwa¸wu¸ ego primer.

Otmetim, qto esli ves w otdelen ot nulØ (i daße esli obratnaØ funkciØ w^{−1} summiruema) na nekotoroæ duge A, to funkcii iz I_w analitiqny na A (i ime¸t analitiqeskoe prodolßenie vnutr~ i vne kruga, opredelØemye predstavleniØmi funkciæ iz

I_w kak funkciæ iz klassov^{Hp}_φ i^{Hp}_{φ̄} , sootvetstvenno). Deæstvi-

tel~no, soglasno teoreme 3, esli suwestvuet funkciØ iz I_w, ime- ¸waØ osobennost~ vnutri A, to moßno naæti funkci¸ f ∈ I_w, osobennosti kotoroæ sosredotoqeny na A. Tak kak funkciØ w^{−1} summiruema na A i f ∈ I_w , poluqaem, qto funkcii fw^{1/2} i w^{−1/2} kvadratiqno summiruemy na A; znaqit ih proizvedenie f – summiruemaØ funkciØ, qto oznaqaet, qto f – postoØnnaØ.

My postroim ves w otdelennyæ ot nulØ na l¸boæ otkrytoæ duge, ne soderßaweæ toqki 1, no takoæ, qto I_w budet soderßat~ nekotoru¸ nepostoØnnu¸ funkci¸. Togda, esli by predpoloßenie Sarasona bylo verno, moßno by bylo vybrat~ singulØrnu¸ poloßitel~nu¸ meru, dlØ kotoroæ funkciØ (3) prinadleßala by

I_w. �ta funkciØ dolßna byt~ analitiqna v kompleksnoæ plos-

kosti za iskl¸qeniem toqki 1; znaqit, mera μ dolßna byt~ sosredotoqena v toqke 1, i takim obrazom funkciØ^{1+z}_{1−z} dolßna prinadleßat~ I_w.

Udobno sdelat~ konformnoe preobrazovanie ediniqnogo kruga na verhn¸¸ poluploskost~, z =^{x−i}_{x+i} , qtoby rabotat~ s celymi

144 V. V. KAPUSTIN

funkciØmi. Esli z – toqka ediniqnoæ okrußnosti, to x – vewestvennoe qislo, i x = ∞ sootvetstvuet z = 1.

Voz~mem celu¸ funkci¸ f na kompleksnoæ ploskosti, vewestvennu¸ na vewestvennoæ osi: f(ξ) = ∏ (1 −^ξ_{ak} ), gde proizvede-

nie beskoneqno, i qisla a_k vewestvennye i dostatoqno redkie; naprimer, a_k = k^2. Suwestvuet ves v na vewestvennoæ osi takoæ, qto (1) funkciØ^{log v(x)}_{1+x2} summiruema na vewestvennoæ osi; (2) ves v otdelen ot nulØ na l¸bom koneqnom intervale; (3) f ∈ L^2(v); (4)^1_{x+i} ∈ L^2(v);

(5) postoØnnye funkcii ne prinadleßit L^2(v). Esli ves v postroen, voz~mem ves w na ediniqnoæ okrußnosti takoæ, qto mera^{v(x)}_{1+x2} dx ØvlØetsØ konformnoæ peresadkoæ mery na okrußnosti, opredelØemoæ vesom w. Perepixem svoæstva (1)–(5) vyxe v terminah vesa w. Svoæstva (1) i (4) neobhodimy dlØ vypolneniØ predpoloßeniæ log w ∈ L^1 i w ∈ L^1. Svoæstvo (3) obespeqivaet to, qto I_w soderßit nekotoru¸ nepostoØnnu¸ funkci¸. Svoæstvo (5) oznaqaet, qto^{1+z}_{1−z} ne prinadleßit I_w, odnako ffto bylo by ne tak po svoæstvu (2), esli by predpoloßenie Sarasona bylo verno; poluqennoe protivoreqie pokazyvaet, qto ono neverno.

Nakonec, pokaßem, kak postroit~ takoæ ves v. PrinimaØ vo vnimanie to, qto funkciØ^{log f(x)}_{1+x2} summiruema na vewestvennoæ osi, legko postroit~ ves, udovletvorØ¸wiæ svoæstvam (1)–(3). DlØ togo, qtoby poluqit~ ves, oblada¸wiæ vsemi svoæstvami (1)–(5), ispravim postroennyæ ves na mnoßestve E = {x : |f(x)| < 1}. FunkciØ j, j(x) = max(|f(x)|,^1_{|x+i|} ), ne otdelena ot nulØ na E; sledovatel~no ves v moßet byt~ ispravlen na mnoßestve E tak, qtoby j ∈ L^2(v) no postoØnnye funkcii ne prinadleßali by L^2(v). �to i oznaqaet, qto svoæstva (4) i (5) vypolneny; Øsno, qto ffto ispravlenie moßet byt~ osuwestvleno bez poteri svoæstv (1)–(3).

Integraly Gerglotca

Osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa sledu¸wiæ:

Teorema 5. Esli Iw soderßit nepostoØnnye funkcii, to suwe-

stvuet nenulevoæ koneqnyæ vewestvennyæ zarØd ν (t.e. ν moß-

VEWESTVENNYE FUNKCII 145

no predstavit~ kak raznost~ dvuh koneqnyh poloßitel~nyh mer), singulØrnyæ otnositel~no mery Lebega i takoæ, qto (∫ ζ + z ζ − z dν(ζ) )_{−1} ∈ I_w. FunkciØ v fftoæ formule ØvlØetsØ funkcieæ ograniqennoæ harakteristiki v ediniqnom kruge, i takim obrazom graniqnaØ funkciØ korrektno opredelena. Tak kak zarØd ν – singulØrnyæ, graniqnye znaqeniØ izvne i iznutri ediniqnogo kruga sovpada- ¸t. V teoreme utverßdaetsØ, qto graniqnaØ funkciØ – fflement prostranstva I_w.

Otmetim ewe raz, qto v predyduwem paragrafe bylo pokazano, qto voobwe govorØ, zarØd ν ne moßet byt~ vybran poloßitel~nym.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1 i zameqaniØ 2 dostatoqno

pokazat~, qto esli ψ ∈ H^∞, ψ(0) – vewestvennoe qislo, θ =

ψ/ψ̄ ∈ H^∞, θ(0) = 0, to funkci¸^ψ_{1−θ} moßno predstavit~ v vi- de ∫_{ζ+z} ζ−z dν(ζ). Pust~ μ – singulØrnaØ veroØtnostnaØ mera na okrußnosti, opredelennaØ sootnoxeniem (3). Vvedem prostranstvo K^∞_θ = {h ∈ H^∞ : θh̄ ∈ zH^∞}. V [5] dokazano, qto funkcii iz nekotoryh klassov, v tom qisle i iz K^∞_θ , ime¸t nekasatel~nye graniqnye znaqeniØ μ-poqti vs¸du (p.v.), i kaßdaØ funkciØ h ∈ K^∞_θ moßet byt~ vosstanovlena po ee graniqnym znaqeniØm h(ζ) s pomow~¸ sledu¸weæ formuly:

h(z) = (1 − θ(z)) (∫ h(ζ)ζdμ(ζ) ζ − z ) , |z| < 1. (4) FunkciØ h = ψ + ψ(0)(1 − θ) prinadleßit K^∞_θ . Tak kak θ = 1 μ-p.v. i ψ/ψ̄ = θ, poluqaem, qto funkciØ ψ vewestvenna μ-p.v. Opredelim ν, dν =^{ψdμ}_2 . Togda formulu (4) moßno perepisat~ v vide

ψ(z) + ψ(0)(1 − θ(z)) = (1 − θ(z)) ∫ 2ζdν(ζ) ζ − z , otkuda ψ(z) 1 − θ(z) = ∫ 2ζdν(ζ) ζ − z − ψ(0).

146 V. V. KAPUSTIN

PodstavlØØ z = 0, poluqaem ψ(0) = ∫ dν, i sledovatel~no ψ(z) 1 − θ(z) = ∫ ( 2ζ ζ − z − 1 ) dν(ζ) = ∫ ζ + z ζ − z dν(ζ). Teorema dokazana.

Interesno sravnit~ fftu teoremu s teoremoæ Poltorackogo [6]. V [6] dokazano, qto dlØ kaßdogo natural~nogo qisla n suwestvuet vnexnØØ funkciØ φ = φ_n ∈ H^2 takaØ, qto sootvetstvu¸wee prostranstvo I_w soderßit nekotoroe proizvedenie n funkciæ vida (3) (s poloßitel~nymi merami μ_k), no nikakoe proizvedenie

n − 1 funkciæ takogo vida ne prinadleßit I_w.

Literatura

1. N. Danford, Dß. Xvarc, Lineænye operatory. T. 3. Spektral~nye operatory. M., Mir, 1974.

2. V. V. Kapustin, Funkcional~noe isqislenie dlØ poqti izometriqeskih operatorv. Zap. nauqn. semin. POMI, 217 (1994), 59–73.

3. D. Sarason, Exposed points in H1, 1. Operator Theory. Adv. and Appl., 41 (1989), 485–496.

4. J. Inoue, An example of a non-exposed extremal function in the unit ball of H1.

Proc. Edinburg Math. Soc., 37 (1993), 47–51.

5. A. G. Poltorackiæ, Graniqnoe povedenie psevdoprodolßimyh funkciæ.

— Algebra i Analiz 5, ˝ 2 (1993), 189–210.

6. A. G. Poltoratskii, Properties of exposed points in the unit ball of H1. Preprint.

Kapustin V. V. Real functions in weighted Hardy spaces. The problem is discussed of describing the weights w on the unit circle for which the analytic and antianalytic subspaces of the corresponding weighted space L^p(w) have nonzero intersection. In the special case of p = 2 the problem is equivalent to a well-know problem about the exposed points in H^1. We show that the property in question is local, i.e., it depends on the local behavior of the weight w at each point of the unit circle, and we obtain some necessary and sufficient condition in terms of Herglotz integrals.

Postupilo 16 sentØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

kapustin@pdmi.ras.ru