Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

I. S. Kac

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY MOMENTOV GAMBURGERA V SPEKTRAL^NUı TEORIı KANONIQESKIH SISTEM

V 1952 g. M. G. Kreæn [1] zametil, qto stepennaØ problema momentov Stilt~esa ØvlØetsØ zadaqeæ otyskaniØ vseh ime¸wih neotricatel~nyæ spektr spektral~nyh funkciæ struny osobogo klassa. Takie struny on nazval stilt~esovskimi. Bolee togo, tem samym on pervym poluqil opisanie vseh rexeniæ fftoæ problemy momentov (sm. takße [2], §13). Cel~ nastoØweæ raboty – pokazat~, qto stepennaØ problema momentov Gamburgera – ffto zadaqa otyskaniØ vseh spektral~nyh funkciæ graniqnoæ zadaqi dlØ kanoniqeskoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ s gamil~tonianom osobogo klassa. PodraßaØ M. G. Kreænu, gamil~- toniany fftogo klassa budem nazyvat~ gamburgerovskimi.

Avtor vynußden v nastoØweæ rabote izloßit~ nekotorye horoxo izvestnye fakty klassiqeskoæ teorii stepennoæ problemy momentov Gamburgera i menee izvestnye fakty spektral~noæ teorii kanoniqeskih sistem. �to oblegqit ponimanie stat~i. Vse ranee izvestnye rezul~taty fftih teoriæ budem nazyvat~ PredloßeniØmi.

§1. Neobhodimye svedeniØ klassiqeskoæ teorii stepennoæ problemy momentov Gamburgera (SPMG)^∗

1. Pust~ {sn}^∞_0 – zadannaØ posledovatel~nost~ vewestvennyh

qisel. SPMG sostoit v otyskanii takoæ neubyva¸weæ funkcii σ, qto_{+∞} ∫ −∞ λ^ndσ(λ) = s_n, n = 0, 1, 2, . . . . (1.1) �Vse izloßennye zdes~ svedeniØ vzØty, v osnovnom, iz monografii [3] i neskol~ko modificirovany. 147

148 I. S. KAC Vo izbeßanie estestvennoæ neodnoznaqnosti my budem rassmatrivat~ tol~ko normirovannye neubyva¸wie funkcii, t.e. takie, qto σ(λ) = 1 2 (σ(λ − 0) + σ(λ + 0)) ∀λ ∈ R, σ(0) = 0,

inogda napominaØ ob fftom.

2. Pust~ dana posledovatel~nost~ {sn}^∞_0 vewestvennyh qisel.

Na mnoßestve vseh polinomov opredelim lineænyæ funkcional S ravenstvom

S{R(z)} = p_0s_0 + p_1s_1 + . . . + p_ns_n, (1.2)

esli

R(z) = p_0 + p_1z + . . . + p_nz^n.

Kstati, teper~ SPMG ravnosil~na zadaqe otyskaniØ neubyva¸- weæ funkcii σ takoæ, qto dlØ l¸bogo polinoma R(z) spravedlivo ravenstvo_{+∞} ∫ −∞ R(λ)dσ(λ) = S{R(z)}. Opredelenie 1.1. Funkcional S nazyvaetsØ pozitivnym, esli (R(λ) ¿ 0 ∀λ ∈ R) =⇒ (S{R(z)} ¿ 0), a v tom qastnom sluqae, kogda suwestvuet takoæ polinom R, qto R(z) ≢ 0, R(λ) ¿ 0 ∀λ ∈ R, no S{R(z)} = 0, on nazyvaetsØ vyroßdenno pozitivnym. V protivnom sluqae on nazyvaetsØ strogo pozitivnym. �tu terminologi¸ my rasprostranØem na {s_n}^∞_0 i na SPMG (1.1).^∗

Predloßenie 1.1. SPMG (1.1) razrexima v tom i tol~ko v tom

sluqae, kogda posledovatel~nost~ {s_n}^∞_0 pozitivna. Vse rexeniØ fftoæ SPMG ime¸t beskoneqnoe mnoßestvo toqek rosta v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ffta posledovatel~nost~ strogo pozitivna. Esli posledovatel~nost~ {s_n}^∞_0 vyroßdenno pozitivna,

�V [3] strogo pozitivnaØ posledovatel~nost~ nazyvaetsØ pozitivnoæ.

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 149 to SPMG (1.1) imeet edinstvennoe rexenie (i mnoßestvo toqek rosta fftogo rexeniØ koneqno).

Poloßim

D_{−1} = 1, D_n = | | | | s_0 s_1 . . . s_n s_1 s_2 . . . s_{n+1} . . . . . . . . . . . . s_n s_{n+1} . . . s_{2n}

| | | | , n = 0, 1, 2, . . . . (1.3)

Predloßenie 1.2. Posledovatel~nost~ {sn}^∞_0 pozitivna v tom

i tol~ko v tom sluqae, kogda D_n ¿ 0 pri n = 0, 1, 2, . . .. Ona strogo pozitivna v tom i tol~ko v tom sluqae, esli D_n > 0 pri n = 0, 1, 2, . . .. Niße my budem rassmatrivat~ tol~ko strogo pozitivnyæ sluqaæ (D_n > 0, n = 0, 1, 2, . . .). Tak kak v fftom sluqae s_0 > 0 i strogo pozitivnoæ ØvlØetsØ posledovatel~nost~ {θs_n}^∞_0 s θ > 0, to my budem sqitat~ v dal~neæxem, ne naruxaØ obwnosti, qto s_0 = 1.

3. V klassiqeskoæ teorii SPMG vaßnu¸ rol~ igra¸t posle-

dovatel~nosti polinomov {P_n(z)}^∞_0 i {Q_n(z)}^∞_0 . PervaØ iz nih opredelØetsØ sledu¸wimi dvumØ svoæstvami:

1^0. P_n(z) – ffto polinom n-oæ stepeni s poloßitel~nym star-

xim kofffficientom.

2^0. Polinomy P_n(z) ortonormirovany v tom smysle, qto S{P_m(z)P_n(z)} = δ_{mn} dlØ l¸byh m, n = 0, 1, 2, . . ..

Polinomy Q_n(z) opredelØ¸tsØ ravenstvami

Q_n(z) = S_λ { P_n(z) − P_n(λ) z − λ } , n = 0, 1, 2, . . . . (1.4)

Polinomy P_n(z) moßno vyrazit~ neposredstvenno, opiraØs~ na fflementy posledovatel~nosti {s_n}^∞_0 :

P_0(z) ≡ 1,

P_n(z) = (D_{n−1}D_n)^{−1/2} | | | | | s_0 s_1 . . . s_n s_1 s_2 . . . s_{n+1} . . . . . . . . . . . . s_{n−1} s_n . . . s_{2n−1} 1 z . . . z^n

| | | | | , n = 0, 1, 2, . . . . (1.5)

150 I. S. KAC Posledovatel~nost~ {P_n(z)}^∞_0 , dopolnennaØ fflementom P_{−1}(z) ≡ 0, ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem raznostnogo uravneniØ

b_{k−1}y_{k−1} + a_ky_k + b_ky_{k+1} = zy_k, k = 0, 1, 2, . . . , (1.6)

udovletvorØ¸wim naqal~nym usloviØm

y_{−1} = 0, y_0 = 1. (1.7)

V (1.6) qisla b_n, n = −1, 0, 1, . . ., poloßitel~ny i opredelØ¸tsØ ravenstvami

b_{−1} = 1, b_n = √ D_{n−1}D_{n+1}D^{−1}_n , n = 0, 1, 2, . . . (1.8)

(sm. [3], gl. I, p. 1.3), a a_n, n = 0, 1, 2, . . ., – vewestvennye qisla, opredelØemye ravenstvami a_n = D^′_n/D_n − D^′_{n−1}/D_{n−1}, n = 0, 1, 2, . . . , (1.9) gde (sm. [4], §1, p. 1) D^′_{−1} = 0, D^′_0 = s_1,

D^′_n = | | | | s_0 s_1 s_2 . . . s_{n−1} s_{n+1} s_1 s_2 s_3 . . . s_n s_{n+2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . s_n s_{n+1} s_{n+2} . . . s_{2n−1} s_{2n+1}

| | | | , n = 1, 2, . . . . (1.10) Posledovatel~nost~ {Q_n(z)}^∞_0 , dopolnennaØ fflementom Q_{−1}(z) ≡ −1, ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem raznostnogo uravneniØ (1.6), udovletvorØ¸wim naqal~nym usloviØm y_{−1} = −1, y_0 = 0 ([3], §1.2).

Predloßenie 1.3 ([3], gl. I, §1, p. 1.4). Ravenstvami (1.3), (1.8),

(1.9), (1.10) ustanavlivaetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu mnoßestvom vseh strogo pozitivnyh posledovatel~nosteæ {s_n}^∞_0 s s_0 = 1 s odnoæ storony i mnoßestvom par {a_n}^∞_0 , {b_n}^∞_0 qislovyh posledovatel~nosteæ, u kotoryh a_n ∈ R, b_n > 0, n = 0, 1, 2, . . . s drugoæ storony.

4. Rassmotrim pri n ∈ N funkci¸ w_n(z, ξ) = −Q_n(z)ξ + Q_{n−1}(z) P_n(z)ξ − P_{n−1}(z) . (1.11)

Kogda ξ probegaet zamknutu¸ vewestvennu¸ os~ R, toqka w_n(z, ξ) pri fiksirovannom z ∈ C_+ := {z ∈ C : Im z > 0} opisyvaet okrußnost~ Γ_n(z), kotoraØ pri n > 1 leßit v C_+ , a pri n = 1 leßit

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 151 v zamknutoæ verhneæ poluploskosti C_+ (imeet odnu obwu¸ toqku 0 s R), a kogda ξ probegaet zamknutu¸ verhn¸¸ poluploskost~, toqka w_n(z, ξ) probegaet krug K_n(z) s graniceæ Γ_n(z).^∗ OkazyvaetsØ, pri fiksirovannom z ∈ C_+ spravedlivo vkl¸qenie K_n(z) ⊂ K_{n−1}(z), a okrußnosti Γ_{n−1}(z) i Γ_n(z) ime¸t obwu¸ toqku w_{n−1}(z, ∞) = w_n(z, 0) ([3], gl. II, p. 2.3). Poloßim

K(z) =^∞ ⋂ 1 K_n(z). ˚sno, qto K(z) pri fiksirovannom z ∈ C_+ – ffto

krug ili toqka. Ustanovleno, qto, esli K(z) – krug pri odnom znaqenii z ∈ C_+ , to K(z) – krug pri l¸bom z ∈ C_+ . V sootvetstvii s fftim govorØt, qto dlØ problemy momentov (1.1) imeet mesto sluqaæ predel~noæ toqki ili predel~nogo kruga.

Predloßenie 1.4. Problema momentov (1.1) so strogo pozitiv-

noæ posledovatel~nost~¸ {s_n}^∞_0 ØvlØetsØ opredelennoæ, t.e. imeet edinstvennoe rexenie, togda i tol~ko togda, kogda imeet mesto sluqaæ predel~noæ toqki (sm. [3], opredelenie 1.3.2, teorema 2.1.2 i sledstvie 2.2.4).

Predloßenie 1.5. Neubyva¸waØ funkciØ σ(λ) ØvlØetsØ rexeni-

em SPMG (1.1) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda opredelennaØ ravenstvom

w(z) = w_σ(z) = +∞∫ −∞ dσ(λ) λ − z , Im z ≠ 0, (1.12)

funkciØ w takova, qto w(z) ∈ K_n(z) pri l¸byh n ∈ N i z ∈ C_+ ([3], teorema 2.2.4 i 3.2.2, gl. II, p. 4.2).

5. DlØ formulirovki rØda vaßnyh predloßeniæ privedem sve-

deniØ o R-funkciØh i R_0-funkciØh (sm. [5]).

Golomorfnu¸ v kaßdoæ iz poluploskosteæ C_+ i C_− funkci¸ f nazyvaem R-funkcieæ i otnosim k klassu (R), esli 1) f(z̄) = f(z) ∀z ∈ (C_+ ∪C_− ) i 2) Im z Im f(z) ¿ 0 ∀z ∈ (C_+ ∪C_− ).

�V [3]_{wn(z, ξ) = (−Qn(z) + ξQn}�1_{(z))(Pn(z) − ξPn}�1_{(z))}�1. Tam (hotØ ffto i ne otmeqalos~) otobraßenie ξ → wn(z, ξ) pri Im z > 0 otobraßaet C+ v oblast~, vnexn¸¸ po otnoxeni¸ k Γn(z), qto vyzyvaet nekotorye neudobstva. V [3] ne bylo zameqeno, qto Γ1(z) ne celikom leßit v C+.

152 I. S. KAC

L¸baØ R-funkciØ f dopuskaet predstavlenie (edinstvennoe) f(z) = α + βz + +∞∫ −∞ ( 1 λ − z − λ 1 + λ^2 ) dτ (λ), Im z ≠ 0, (1.13)

gde α ∈ R, β ¿ 0, τ – normirovannaØ neubyva¸waØ funkciØ takaØ, qto_{+∞} ∫ −∞ (1 + λ^2)^{−1}dτ (λ) < ∞.

Funkci¸ τ v predstavlenii (1.13) nazyva¸t spektral~noæ funkcieæ R-funkcii f(z).

Qerez (R̃) budem oboznaqat~ klass funkciæ, poluqa¸wiæsØ iz (R) prisoedineniem k nemu funkcii, toßdestvenno ravnoæ beskoneqnosti.

Funkci¸ f(z), opredelennu¸ pri z ∈ (C_+ ∪ C_− ), otnosim k klassu (R_0) i nazyvaem R_0-funkcieæ, esli ona dopuskaet predstavlenie f(z) = +∞∫ −∞ dμ(λ) λ − z , (1.14)

gde μ – normirovannaØ neubyva¸waØ funkciØ ograniqennogo izmeneniØ. Kstati, funkciØ w_σ(z) (sm. (1.12)) – ffto R_0-funkciØ. ˚sno, qto R_0-funkciØ ØvlØetsØ R-funkcieæ, i figuriru¸waØ v (1.14) funkciØ μ ØvlØetsØ ee spektral~noæ funkcieæ.

Napomnim, qto dlØ spektral~noæ funkcii τ R-funkcii f(z) spravedliva formula obraweniØ Stilt~esa:

τ (λ) = π^{−1} lim_{η↓0} λ∫ 0 Im f(ξ + iη)dξ, −∞ < λ < +∞. (1.15) 6. Rassmotrim krug K1(iη) s η > 0. Emu prinadleßit toqka

−Q_0(iη)/P_0(iη) = 0, a ego radius r(iη) vyqislØetsØ po formule r(iη) = 1/(2η|P_0(iη)|^2) = (2η)^{−1} ([3], gl. I, p. 2.3). Pofftomu dlØ

l¸bogo η > 0 i l¸boæ toqki u ∈ K_1(iη) spravedlivo neravenstvo

η|u| 6 1. Ots¸da vytekaet (sm. [5], teorema D1.4.1)

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 153

Lemma 1.1. Esli R-funkciØ f takova, qto f(iη) ∈ K1(iη) pri l¸-

bom η > 0, to f ∈ (R_0) i, sledovatel~no, f dopuskaet predstavle- nie f(z) = +∞∫ −∞ (λ − z)^{−1}dρ(λ), Im z ≠ 0, gde ρ – neubyva¸waØ funkciØ ograniqennogo izmeneniØ.

7. V dopolnenie k predloßeni¸ 1.4 privedem kriteriæ Gambur-

gera opredelennosti SPMG (1.1) ([6], sm. takße [3], gl. II, DopolneniØ i zadaqi, p. 10).

Predloßenie 1.6. DlØ opredelennosti SPMG (1.1) neobhodimo i

dostatoqno, qtoby rashodilsØ rØd ∞∑ k=0 ((P_k(0))^2 + (Q_k(0))^2). (1.16)

V sluqae neopredelennosti SPMG (1.1) opisanie vseh rexeniæ daet teorema Nevanlinny, formuliruemaØ v terminah

{P_n(z)}^∞_0 i {Q_n(z)}^∞_0 ([7], [3, teorema 3.2.2, upomØnutaØ vyxe]).

§2. NeobhodimaØ informaciØ o kanoniqeskih sistemah^∗

1. Pust~ I = [0, L) s L 6 +∞ – zadannyæ promeßutok. Pust~

H(t) = (h_{ij}(t))^2_{i,j=1} – simmetriqnaØ matrica-funkciØ, kotoraØ

opredelena na I, lokal~no summiruema i ffrmitovo neotricatel~na: H(t) ¿ 0 ∀t ∈ I; taku¸ matricu-funkci¸ budem nazyvat~ gamil~tonianom. RassmatrivaetsØ kanoniqeskoe differencial~noe uravnenie fazovoæ razmernosti 2 (kanoniqeskaØ siste- ma) dx dt J = zxH(t), t ∈ I, (2.1) gde J =

(_{0 −1} 1 0 ) , a z – kompleksnyæ parametr. Vektor-funkci¸

u(t) = (u^{(1)}(t); u^{(2)}(t)) sqitaem rexeniem uravneniØ (2.1), esli

�Izloßennye v fftom paragrafe fakty vzØty iz rabot de Branßa [8– 10], neopublikovannoæ raboty M. G. Kreæna i G. Langera [11], na kotoru¸ imeetsØ mnogo ssylok v matematiqeskoæ literature, iz raboty [12] i deponirovannoæ raboty avtora [13].

154 I. S. KAC ona absol¸tno nepreryvna i ravenstvo u^′(t)J = zu(t)H(t) spravedlivo pri poqti vseh (po mere Lebega) t ∈ I. Uravnenie (2.1) my nazyvaem regulØrnym, esli H(t) summiruema na I, a v protivnom sluqae – singulØrnym. Ne umen~xaØ obwnosti, budem sqitat~ vpred~, qto tr H(t) = 1 ∀t ∈ I. �togo vsegda moßno dobit~sØ za sqet izmeneniØ nezavisimoæ peremennoæ v (2.1). Teper~ uravnenie (2.1) singulØrno v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

L = ∞. Qerez φ(t, z) = (φ^{(1)}(t, z); φ^{(2)}(t, z)) i ψ(t, z) = (ψ^{(1)}(t, z); ψ^{(2)}(t, z)) budem oboznaqat~ rexeniØ uravneniØ (2.1), udovletvo-

rØ¸wie usloviØm x | t=0 = (0; 1) i x | t=0 = (1; 0) sootvetstvenno.

Pri fiksirovannom t ∈ I oni ØvlØ¸tsØ celymi funkciØmi peremennoæ z.

Zametim, qto v sluqae, kogda L < ∞, suwestvu¸t predely

lim_{t↑L} φ(t, z) i lim_{t↑L} ψ(t, z), kotorye budem oboznaqat~ qerez φ(L, z) i

ψ(L, z) sootvetstvenno.

2. Vvedem qrezvyqaæno vaßnoe ponØtie H-nedelimogo prome-

ßutka (sokrawenno H-n.p.).

Opredelenie 2.1. Promeßutok Δ ⊂ I budem nazyvat~ H-

nedelimym promeßutkom tipa θ, esli pri poqti vseh t ∈ Δ

H(t) = ξ_θξ^T_θ , (2.2)

gde ξ_θ = (cos θ; sin θ)^T – matrica-stolbec (T – simvol transponirovaniØ). H-n.p. budem nazyvat~ maksimal~nym, esli on ne ØvlØetsØ pravil~noæ qast~¸ drugogo H-n.p.^∗

Zametim, qto l¸boæ maksimal~nyæ H-n.p. za iskl¸qeniem sluqaØ, kogda L – ego pravyæ konec, – ffto zamknutyæ promeßutok. Vpred~ my iskl¸qaem iz rassmotreniØ sluqaæ, kogda L – konec H-n.p.

Privedem rØd svoæstv rexeniæ uravneniØ (2.1) na H-n.p. (a) Esli Δ − H-n.p. tipa θ i u(t, z) = (u^{(1)}(t, z); u^{(2)}(t, z)) – rexenie uravneniØ (2.1), to pri fiksirovannom z ∈ C imeem u(t, z)ξ_θ = const na Δ, t.e. pri t ∈ Δ

u^{(1)}(t, z) cos θ + u^{(2)}(t, z) sin θ = u_Δ (z), (2.3)

�Osobu¸ rol~_H-n.p. zametil ewe de Branß [8], odnako on ne prisvoil im nazvaniØ i ne razdelil ih po tipam, t.k. u nego ne bylo v fftom neobhodimosti.

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 155 gde u_Δ(z) ne zavisit ot t.

Deæstvitel~no, esli u(t, z) – rexenie uravneniØ (2.1), to d dt u(t, z) = −zu(t, z)ξ_θξ^T_θ J (2.4) pri poqti vseh t ∈ Δ. Umnoßiv sprava obe qasti (2.4) na ξ_θ i uqityvaØ ravenstvo ξ^T_θ Jξ_θ = 0, poluqim, qto^d_{dt} (u(t, z)ξ_θ) = 0 pri p.v. t ∈ Δ. Tak kak u(t, z), a znaqit i u(t, z)ξ_θ, absol¸tno nepreryvny na Δ, to (2.3) dokazano.

(b) Esli Δ = [α, β] – H-n.p. tipa θ i u(t, z) = (u^{(1)}(t, z); u^{(2)}(t, z)) – rexenie uravneniØ (2.1), to u^{(1)}(t, z) i u^{(2)}(t, z) pri fiksirovannom z ∈ C ØvlØ¸tsØ lineænymi funkciØmi na Δ, i d dt u(t, z) = −zu_Δ (z)ξ^T_θ J ∀t ∈ (α, β), (2.5) to est~ pri l¸bom t ∈ (α, β) d dt u^{(1)}(t, z) = −zu_Δ (z) sin θ, d dt u^{(2)}(t, z) = zu_Δ(z) cos θ, (2.6) gde u_Δ(z) := u^{(1)}(t, z) cos θ + u^{(2)}(t, z) sin θ (2.7)

ne zavisit ot t na [α, β] v sootvetstvii so svoæstvom (a).

Dokazatel~stvo. Iz (2.4) i svoæstva (a) vytekaet, qto pri po-

qti vseh t ∈ Δ spravedlivo ravenstvo (2.5), a znaqit i ravenstva (2.6), gde u_Δ (z) opredeleno ravenstvom (2.7). Tak kak u^{(1)}(t, z),

u^{(2)}(t, z) absol¸tno nepreryvny na Δ i pravye qasti v (2.6) ne

zavisØt ot t, to ffti funkcii lineæny i ravenstva (2.6), a znaqit ravenstvo (2.5), spravedlivy pri vseh t ∈ (α, β).

3. Vvedem ponØtie spektral~noæ funkcii graniqnoæ zadaqi dx dt J = zxH(t), t ∈ I, x | t=0 = (0; 1). (∗)

Qerez H oboznaqim mnoßestvo vseh izmerimyh po Lebegu vektor-funkciæ f(t) = (f^{(1)}(t); f^{(2)} (t)) takih, qto ∫ I f(t)H(t)(f(t))^∗ dt < ∞, (2.8)

156 I. S. KAC i dlØ f, g ∈ H poloßim (f, g) = ∫ I f(t)H(t)(g(t))^∗ dt.

(f, g) pridaet mnoßestvu H strukturu kvazigil~bertova pro-

stranstva, v kotorom (f, g) – skalØrnoe proizvedenie (sm. [14]). Esli L = +∞, qerez H^′ oboznaqim mnoßestvo vektor-funkciæ

f ∈ H, kotorye prinima¸t znaqenie (0;0) v kakoæ-nibud~ levoæ

okrestnosti toqki L, a v sluqae, kogda L < +∞, sqitaem H^′ = H.

Vektor-funkci¸ f ∈ H budem otnosit~ k mnoßestvu Ĥ, esli dlØ l¸bogo maksimal~nogo H-n.p. Δ suwestvuet takaØ konstanta c(f, Δ), qto f(t)ξ_θ = c(f, Δ) pri p.v. t ∈ Δ, gde θ – tip fftogo H-n.p., priqem v sluqae, kogda 0 ∈ Δ i θ = 0, ffta konstanta ravna nul¸. Ĥ – takße kvazigil~bertovo prostranstvo.^∗ Poloßim Ĥ′ = Ĥ ∩ H′. Pust~, kak i preßde, φ(t, z) = (φ^{(1)}(t, z); φ^{(2)}(t, z)) – rexenie (edinstvennoe) graniqnoæ zadaqi (∗). Esli f ∈ Ĥ^′, to pri l¸bom

λ ∈ R suwestvuet

F(λ) := ∫ I f(t)H(t)(φ(t, λ))^T dt. (2.9) Qerez U oboznaqim otobraßenie f → F, opredelØemoe ravenstvom (2.9).

Opredelenie 2.2. Neubyva¸wu¸ funkci¸ τ (λ), normirovannu¸

usloviØmi τ (λ) =^1_2 (τ (λ − 0) + τ (λ + 0)), −∞ < λ < +∞, τ (0) = 0, my nazyvaem spektral~noæ funkcieæ graniqnoæ zadaqi (∗), esli otobraßenie U izometriqeski perevodit Ĥ^′ v L^{(2)}τ (−∞, +∞), t.e. esli dlØ l¸boæ vektor-funkcii f ∈ Ĥ^′ i F = Uf spravedlivo “ravenstvo ParsevalØ” ∫ I f(t)H(t)(f(t))^∗ dt = +∞∫ −∞ |F(λ)|^2dτ (λ). (2.10)

�Dokazatel~stvo fftogo fakta posle ranee upomØnutoæ raboty [14] ves~ma nesloßno i bylo provedeno v rabote [13].

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 157 Poslednee trebovanie ravnosil~no tomu, qto pri l¸byh f,

g ∈ Ĥ^′ i F = Uf, G = Ug spravedlivo ravenstvo ∫ I f(t)H(t)(g(t))^∗ dt = +∞∫ −∞ F(λ)G(λ)dτ (λ). (2.11) Suwestvovanie spektral~nyh funkciæ graniqnoæ zadaqi (∗) bylo dokazano pri nekotoryh dopolnitel~nyh ograniqeniØh v rabotah de Branßa [8–10], a bez vsØkih ograniqeniæ i daße, bolee togo, kogda h_{21}(t) = h_{12}(t) ∉ R, v rabote [13].

Iz opredeleniØ 2.2 sleduet, qto problema otyskaniØ vseh spektral~nyh funkciæ graniqnoæ zadaqi (∗) – ffto nekotoraØ problema momentov (ne obØzatel~no stepennaØ). Deæstvitel~no, imeetsØ nekotoroe mnoßestvo P funkciæ V (λ) = F(λ)G(λ) takih, qto F, G ∈ UĤ^′. DlØ kaßdoæ takoæ funkcii oboznaqim qerez

T (V ) integral, stoØwiæ v levoæ qasti (2.11) dlØ takih f, g, qto Uf = F, Ug = G. Zadaqa otyskaniØ vseh spektral~nyh funkciæ

graniqnoæ zadaqi (∗) – ffto zadaqa otyskaniØ vseh takih normirovannyh neubyva¸wih funkciæ τ , qto dlØ l¸boæ funkcii

V ∈ P spravedlivo ravenstvo +∞∫ −∞ V (λ)dτ (λ) = T (V ). V §3 budet postroen takoæ klass gamil~tonianov, qto mnoßestvo P dlØ zadaqi (∗) s gamil~tonianom fftogo klassa sovpadaet s mnoßestvom vseh polinomov, a znaqit mnoßestvo spektral~nyh funkciæ fftoæ zadaqi sovpadaet s mnoßestvom vseh rexeniæ nekotoroæ SPMG, kotoru¸ budem sqitat~ sootvetstvu¸weæ fftomu gamil~tonianu. Takie gamil~toniany budem nazyvat~ gamburgerovskimi. Bolee togo, budet pokazano, qto dlØ l¸boæ SPMG so strogo pozitivnoæ posledovatel~nost~¸ {s_n}^∞_0 naædetsØ gamburgerovskiæ gamil~tonian, sootvetstvu¸wiæ v ukazannom smysle fftoæ SPMG.

4. Pust~ H(t), t ∈ I, – gamil~tonian. Pust~ V (t, z) – matrica-

funkciØ 2 × 2, opredelØemaØ sistemoæ dV (t, z) dt J = zV (t, z)H(t), t ∈ I, V (0, z) = ( 1 0 0 1 ) . (2.12)

158 I. S. KAC Zametim, qto V (t, z) = ( ψ^{(1)}(t, z) ψ^{(2)}(t, z) φ^{(1)}(t, z) φ^{(2)}(t, z) ) ∀t ∈ I, z ∈ C . Prodifferencirovav V (t, z)J (V (t, z))^∗ po peremennoæ t, poluqim horoxo izvestnoe sootnoxenie V (t, z)J(V (t, z))^∗ − J = (z − z̄) t∫ 0 V (s, z)H(s)(V (s, z))^∗ds. (2.13) Ots¸da vytekaet, qto pri z ∈ C_+ matrica-funkciØ V (t, z) ØvlØetsØ J_1-rastØgiva¸weæ, gde J_1 = −iJ =

(_{0 i} −i 0 ) : V (t, z)J_1(V (t, z))^∗ − J_1 ¿ 0.

Pofftomu (sm., naprimer [15], str. 11) pri fiksirovannom z ∈ C_+ preobrazovanie ζ → v_t(z, ζ) := ψ^{(1)}(t, z)ζ + ψ^{(2)}(t, z) φ^{(1)}(t, z)ζ + φ^{(2)}(t, z)

perevodit C_+ v krug D_t(z) ⊂ C_+ , granicu kotorogo Λ_t(z) opisyvaet toqka v_t(z, ζ), kogda ζ probegaet R. S pomow~¸ teorii VeælØ gnezdØwihsØ krugov legko ustanavlivaetsØ, qto esli

0 < t_1 < t_2 < L, to D_{t2} (z) ⊂ D_{t1} (z).

Pust~ D(z) = ⋂ t∈(0,L) Dt(z). ˚sno, qto D(z) – libo toqka, li-

bo krug. OkazyvaetsØ, esli D(z) – krug pri odnom z ∈ C_+ , to

D(z) – krug pri l¸bom z ∈ C_+ . V sootvetstvie s fftim govo-

rØt, qto dlØ zadaqi (∗) imeet mesto sluqaæ predel~noæ toqki ili predel~nogo kruga. Ustanovleno, kak i v sluqae uravneniØ Xturma-LiuvillØ ili v sluqae struny (sm. [2]), qto sluqaæ predel~nogo kruga imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda hotØ by pri odnom (a, znaqit, i pri l¸bom) z ∈ C l¸boe rexenie

u(t, z) uravneniØ (2.1) imeet H-summiruemyæ na I kvadrat: L∫ 0 u(t, z)H(t)(u(t, z))^∗dt < ∞, a dlØ fftogo neobhodimo i dostatoqno, qtoby imeli H-summiru-emyæ na I kvadrat dva lineæno nezavisimyh rexeniØ. Tak kak

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 159 φ(t, 0) ≡ (0; 1), ψ(t, 0) ≡ (1; 0), imeem L∫ 0 φ(t, 0)H(t)(φ(t, 0))^∗dt = L∫ 0 h_{22}(t)dt,

L∫ 0 ψ(t, 0)H(t)(ψ(t, 0))^∗dt = L∫ 0 h_{11}(t)dt. Poskol~ku h_{11}(t) + h_{22}(t) = 1 ∀t ∈ I, sluqaæ predel~nogo kruga imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda L < +∞. V fftom sluqae dlØ l¸boæ funkcii ω ∈ (R̃) funkciØ

V_ω(z) := v_L(z, ω(z)) = ψ^{(1)}(L, z)ω(z) + ψ^{(2)}(L, z) φ^{(1)}(L, z)ω(z) + φ^{(2)}(L, z)

(2.14)

ØvlØetsØ R-funkcieæ. Ee spektral~naØ funkciØ τ opredelØetsØ v sootvetstvii s (1.15) ravenstvom

τ (λ) = 1 π lim_{η↓0} λ∫ 0 Im V_ω(ξ + iη)dξ, −∞ < λ < +∞. (2.15) Predloßenie 2.1. Esli L < +∞, to ravenstvami (2.14), (2.15)

ustanavlivaetsØ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu mnoßestvom T vseh spektral~nyh funkciæ τ graniqnoæ zadaqi (∗) i mnoßestvom (R̃) funkciæ ω.

Napomnim, qto ffto i sledu¸wee predloßenie spravedlivy lix~ v tom sluqae, kogda L ne ØvlØetsØ koncom H-n.p.

Predloßenie 2.2. V sluqae, kogda L = ∞, funkciØ V∞(z), opre-

delennaØ ravenstvom

V_∞(z) := lim_{t↑+∞} ψ^{(1)}(t, z) φ^{(1)}(t, z) ( = lim_{t↑+∞} ψ^{(2)}(t, z) φ^{(2)}(t, z) ) , ØvlØetsØ R-funkcieæ, i ee spektral~naØ funkciØ ØvlØetsØ edinstvennoæ spektral~noæ funkcieæ graniqnoæ zadaqi (∗).

Iz fftih dvuh predloßeniæ legko sleduet

160 I. S. KAC

Lemma 2.1. NormirovannaØ neubyva¸waØ funkciØ τ ØvlØetsØ

spektral~noæ funkcieæ graniqnoæ zadaqi (∗) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda τ ØvlØetsØ spektral~noæ funkcieæ takoæ R-funkcii V (z), qto V (z) ∈ D_t(z) pri l¸byh t ∈ (0, L) i z ∈ C_+ , a dlØ fftogo dostatoqno, qtoby imeli mesto vkl¸qeniØ V (z) ∈ D_{tj} (z) dlØ l¸byh j ∈ N, z ∈ C_+ , gde {t_j }^∞_1 ⊂ (0, L) – takaØ vozrasta¸waØ posledovatel~nost~, qto lim t_j = L.

§3. Gamburgerovskie gamil~toniany i SPMG 1. Pust~ dany dve posledovatel~nosti vewestvennyh qisel:

{l_j }^∞_{−1}, v kotoroæ l_{−1} = l_0 = 1, l_j > 0, j = 1, 2, . . ., i {θ_j}^∞_{−1}, v

kotoroæ θ_{−1} = 0, θ_0 =^π_2 i

θ_j < θ_{j+1} < θ_j + π, j = 0, 1, 2, . . . . (3.1)

Poloßim t_{−1} = −1, t_0 = t_{−1} + l_{−1} = 0, t_{j+1} = t_j + l_j , j = 0, 1, 2, . . ., ∘ L = limt_j . Na promeßutke^∘I = [−1,^∘L) postroim gamil~tonian^∘H,

poloßiv ∘ H(t) = ξ_θj ξ^T_θj ∀t ∈ [t_j, t_{j+1}), j = −1, 0, 1, . . . . (3.2)

Gamil~tonian^∘H(t), −1 6 t <^∘L budem nazyvat~ gamburgerovskim, a qisla l_1, l_2, . . . , θ_1, θ_2, . . . – ego parametrami. ˚sno, qto promeßutok [−1,^∘L) predstavlØet soboæ ob¨edinenie^∘H-n.p. Δ_j =

[t_j, t_{j+1}], j = −1, 0, 1, . . .. Qerez^∘φ(t, z) = (φ^{(1)}_0 (t, z); φ^{(2)}_0 (t, z)) budem

oboznaqat~ rexenie kanoniqeskogo differencial~nogo uravne- niØ dx dt J = zx^∘H(t), −1 6 t <^∘L, (3.3)

udovletvorØ¸wee uslovi¸ x | t=0 = (0; 1), a qerez^∘ψ(t, z) =

(ψ^{(1)}_0 (t, z); ψ^{(2)}_0 (t, z)) – rexenie uravneniØ (3.3), udovletvorØ¸wee

uslovi¸ x | t=0 = (1; 0).

Nas budut interesovat~ v dal~neæxem spektral~nye funkcii graniqnoæ zadaqi dx dt J = zx^∘H(t), 0 6 t <^∘L; x | t=0 = (0; 1). (∗∗)

([−1, 0) – ffto dopolnitel~nyæ promeßutok, vvedennyæ dlØ usta-

novleniØ svØzi s SPMG.)

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 161 Pust~ u(t, z) = (u^{(1)}(t, z); u^{(2)}(t, z)) – kakoe-nibud~ rexenie uravneniØ (3.3) na [−1,^∘L). Soglasno svoæstvu (a) iz p. 2.2,

u(t, z)ξ_θj = u^{(1)}(t, z) cos θ_j + u^{(2)}(t, z) sin θ_j ØvlØetsØ konstantoæ na [t_j, t_{j+1}]. Oboznaqim ee qerez u_j(z), j = −1, 0, 1, . . .. Itak, dlØ j = −1, 0, 1, 2, . . . u^{(1)}(t_j , z) cos θ_j + u^{(2)}(t_j, z) sin θ_j = u_j(z), (3.4)

u^{(1)}(t_j , z) cos θ_{j−1} + u^{(2)}(t_j , z) sin θ_{j−1} = u_{j−1}(z). (3.5)

Iz (3.4), (3.5), ispol~zuØ pravilo Kramera, poluqim, qto

u^{(1)}(t_j, z) = u_{j−1}(z) sin θ_j − u_j(z) sin θ_{j−1} sin(θ_j − θ_{j−1})

, (3.6)

u^{(2)}(t_j , z) = u_j(z) cos θ_{j−1} − u_{j−1}(z) cos θ_j sin(θ_j − θ_{j−1})

, (3.7)

i, sledovatel~no (zamenØem j na j + 1),

u^{(1)}(t_{j+1}, z) = u_j(z) sin θ_{j+1} − u_{j+1}(z) sin θ_j sin(θ_{j+1} − θ_j )

, (3.8)

u^{(2)}(t_{j+1}, z) = u_{j+1}(z) cos θ_j − u_j(z) cos θ_{j+1} sin(θ_{j+1} − θ_j )

. (3.9)

Soglasno svoæstvu (b) iz p. 2.2 d dt u^{(1)}(t, z) = u^{(1)}(t_{j+1}, z) − u^{(1)}(t_j, z) l_j ∀t ∈ (t_j, t_{j+1}), (3.10) d dt u^{(2)}(t, z) = u^{(2)}(t_{j+1}, z) − u^{(2)}(t_j, z) l_j ∀t ∈ (t_j, t_{j+1}). (3.11)

Iz (3.10), (3.6), (3.8) i svoæstva (b) iz p. 2.2 (sm. pervoe ravenstvo (2.6)) vytekaet, qto

zu_j(z)l_j sin θ_j = u_{j−1}(z) sin θ_j − u_j(z) sin θ_{j−1} sin(θ_j − θ_{j−1}) −

− u_j(z) sin θ_{j+1} − u_{j+1}(z) sin θ_j sin(θ_{j+1} − θ_j )

. (3.12)

162 I. S. KAC S pomow~¸ nesloßnyh preobrazovaniæ iz (3.12), kogda sin θ_j ≠ 0, poluqim: zu_j(z) = = u_{j−1}(z) 1 l_j sin(θ_j − θ_{j−1}) − u_j (z) sin(θ_{j+1} − θ_{j−1}) l_j sin(θ_j − θ_{j−1}) sin(θ_{j+1} − θ_j ) + +u_{j+1}(z) 1 l_j sin(θ_{j+1} − θ_j )

, j = 0, 1, 2, . . . . (3.13)

Poloßiv ũ_j(z) = √ l_j u_j (z), j = −1, 0, 1, . . ., poluqim iz (3.13):

zũ_j(z) = ũ_{j−1}(z) 1 √ l_{j−1}l_j sin(θ_j − θ_{j−1}) −

ũ_j(z) sin(θ_{j+1} − θ_{j−1}) l_j sin(θ_{j+1} − θ_j ) sin(θ_j − θ_{j−1})

+ ũ_{j+1}(z) 1 √ l_j l_{j+1} sin(θ_{j+1} − θ_j ) . (3.14) Esli ße sin θ_j = 0, to iz ravenstv (3.11), (3.7), (3.9) i svoæstva (b) iz p. 2.2 (sm. vtoroe ravenstvo (2.6)) poluqim:

zu_j (z)l_j cos θ_j = u_{j+1}(z) cos θ_j − u_j (z) cos θ_{j+1} sin(θ_{j+1} − θ_j ) −

− u_j(z) cos θ_{j−1} − u_{j−1}(z) cos θ_j

sin(θ_j − θ_{j−1}) . S pomow~¸ nesloßnyh preobrazovaniæ opØt~ poluqim ravenstvo (3.13), iz kotorogo sleduet (3.14). Itak, v l¸bom sluqae

zũ_j (z) = b_{j−1}ũ_{j−1}(z) + a_jũ_j(z) + b_jũ_{j+1}(z), j = 0, 1, 2, . . . , (3.15) gde b_j = (√ l_j l_{j+1} sin(θ_{j+1} − θ_j ) )_{−1} , j = −1, 0, 1, . . . , (3.16) a_j = − sin(θ_{j+1} − θ_{j−1}) l_j sin(θ_{j+1} − θ_j ) sin(θ_j − θ_{j−1}) = = − 1 l_j (ctg (θ_j − θ_{j−1}) + ctg (θ_{j+1} − θ_j )), j = 0, 1, 2, . . . . (3.17)

V qastnosti b_{−1} = 1 (sr. s (1.8)). Dokazana

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 163

Lemma 3.1. Esli u(t, z) = (u^{(1)}(t, z); u^{(2)}(t, z)) – rexenie uravne-

niØ (3.3), to posledovatel~nost~ {ũ_j(z)}^∞_{−1}, v kotoroæ ũ_j(z) = √ l_j(u^{(1)}(t_j, z) cos θ_j + u^{(2)}(t_j, z) sin θ_j ), ØvlØetsØ rexeniem raznostnogo uravneniØ (1.6) s {a_j}^∞_0 , {b_j}^∞_{−1}, opredelØemymi ravenstvami (3.16), (3.17).

Soglasno (3.16) i (3.1), qisla b_0, b_1, . . . poloßitel~ny. Pare qislovyh posledovatel~nosteæ {a_j}^∞_0 , {b_j}^∞_{−1}, opredelØemyh ravenstvami (3.16), (3.17), sootvetstvuet, soglasno predloßeni¸ 1.3, odna i tol~ko odna strogo pozitivnaØ posledovatel~- nost~ {s_k}^∞_0 s s_0 = 1, a znaqit i SPMG (1.1).

Budem govorit~, qto ffta SPMG sootvetstvuet gamburgerov-

skomu gamil~tonianu^∘H, postroennomu vyxe, i graniqnoæ zadaqe (∗∗). Voznikaet vopros. VsØkaØ li SPMG vida (1.1) sootvetstvuet v ukazannom smysle nekotoromu gamburgerovskomu gamil~tonianu?

Otvet na fftot vopros poloßitelen. V samom dele, pust~ zadana SPMG (1.1), t.e. zadana strogo pozitivnaØ posledovatel~- nost~ {s_k}^∞_0 s s_0 = 1. �tim samym v sootvetstvii s predloßeniem 1.3 opredeleny posledovatel~nost~ {a_j}^∞_0 vewestvennyh qisel i posledovatel~nost~ {b_j}^∞_{−1} poloßitel~nyh qisel. Poloßim

l_{−1} = 1, l_0 = 1, θ_{−1} = 0, θ_0 =^π_2 . Zatem iz ravenstva (3.17) s j = 0,

kotoroe prevrawaetsØ v ravenstvo a_0 = tg θ_1 , odnoznaqno naædem

θ_1, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (3.1) s j = 0, a zatem iz (3.16) s j = 0 naædem l_1 > 0. Teper~ iz (3.17) s j = 1, naædem θ_2, udo-

vletvorØ¸wee uslovi¸ (3.1) s j = 1, i t.d. Po indukcii opredelØ¸tsØ odnoznaqno vse fflementy posledovatel~nosti {l_j }^∞_{−1} poloßitel~nyh qisel i posledovatel~nosti {θ_j }^∞_{−1} vewestvennyh qisel, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (3.1). �tim ustanovlena

Teorema 3.1. Meßdu mnoßestvom vseh SPMG (1.1) s s0 = 1 i

mnoßestvom vseh gamburgerovskih gamil~tonianov^∘H imeet mesto odnoznaqnoe sootvetstvie, opredelØemoe ravenstvami (1.3), (1.8), (1.10), (3.16), (3.17).

2. Rassmotrim upomØnutye vyxe rexeniØ^∘φ(t, z) i^∘ψ(t, z) urav-

neniØ (3.3) na [−1,^∘L). Po analogii s u(t, z) poloßim pri j =

164 I. S. KAC −1, 0, 1, 2, . . . φ_j (z) = φ^{(1)}_0 (t_j, z) cos θ_j + φ^{(2)}_0 (t_j, z) sin θ_j , φ̃_j (z) = √ l_j φ_j (z);

ψ_j (z) = ψ^{(1)}_0 (t_j, z) cos θ_j + ψ^{(2)}_0 (t_j , z) sin θ_j , ψ̃_j(z) = √ l_j φ_j (z). Soglasno lemme 3.1 posledovatel~nosti {φ̃_j(z)}^∞_{−1} i {ψ̃_j(z)}^∞_{−1} ØvlØ¸tsØ rexeniØmi raznostnogo uravneniØ (1.6) s {a_j}^∞_0 i

{b_j}^∞_{−1}, opredelØemymi ravenstvami (3.16), (3.17). Tak kak

φ̃_{−1}(z) = √ l_{−1}(φ^{(1)}_0 (t_{−1}, z) cos θ_{−1} + φ^{(2)}_0 (t_{−1}, z) sin θ_{−1}) =

= φ^{(1)}_0 (t_0, z) cos θ_{−1} +φ^{(2)}_0 (t_0, z) sin θ_{−1} = 0 · 1 + 1 · 0 = 0,

φ̃_0(z) = √ l_0(φ^{(1)}_0 (t_0, z) cos θ_0 + φ^{(2)}_0 (t_0, z) sin θ_0) = 1(0 · 0 + 1 · 1) = 1,

posledovatel~nost~ {φ̃_j (z)}^∞_{−1} udovletvorØet usloviØm (1.7), i pofftomu ona sovpadaet s posledovatel~nost~¸ {P_j(z)}^∞_{−1} dlØ sootvetstvu¸weæ SPMG. Analogiqnym priemom ustanavlivaetsØ, qto ψ̃_{−1}(z) = √ l_{−1}(ψ^{(1)}_0 (t_0, z) cos θ_{−1} + ψ^{(2)}_0 (t_0, z) sin θ_{−1}) = 1,

ψ̃_0(z) = √ l_0(ψ^{(1)}_0 (t_0, z) cos θ_0 + ψ^{(2)}_0 (t_0, z) sin θ_0) = 0.

Pofftomu posledovatel~nost~ {ψ̃_j(z)}^∞_{−1} sovpadaet s posledovatel~nost~¸ {−Q_j(z)}^∞_{−1} dlØ sootvetstvu¸weæ SPMG. Dokazana

Lemma 3.2. Esli^∘φ(t, z),^∘ψ(t, z) – vvedennye vyxe rexeniØ urav-

neniØ (3.3) na [−1, L_0), a {P_j(z)}^∞_{−1}, {Q_j(z)}^∞_{−1} – posledovatel~nosti polinomov dlØ sootvetstvu¸weæ SPMG, to dlØ j = 0, 1, 2, . . . spravedlivy ravenstva:

P_j(z) = √ l_j (φ^{(1)}_0 (t_j , z) cos θ_j + φ^{(2)}_0 (t_j , z) sin θ_j ), (3.18)

Q_j(z) = − √ l_j (ψ^{(1)}_0 (t_j , z) cos θ_j + ψ^{(2)}_0 (t_j, z) sin θ_j ). (3.19)

3. Oboznaqim qerez^∘Dn(z) pri Im z > 0 krug s graniceæ^∘Λn(z)

(n ∈ N), opisyvaemoæ toqkoæ v_tn(z, ζ) = ψ^{(1)}_0 (t_n, z)ζ + ψ^{(2)}_0 (t_n, z)

φ^{(1)}_0 (t_n, z)ζ + φ^{(2)}_0 (t_n, z)

, n = 0, 1, 2, . . . , (3.20)

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 165 kogda ζ opisyvaet R. Granica Γ_n(z) kruga K_n(z) pri z ∈ C_+ dlØ sootvetstvu¸weæ SPMG opisyvaetsØ toqkoæ w_n(z, ξ), opredelennoæ ravenstvom (1.11), kogda ξ probegaet R. UqityvaØ, qto v sootvetstvii so svoæstvom (a) iz p. 2.2 φ^{(1)}_0 (t_{n−1}, z) cos θ_{n−1} +

φ^{(2)}_0 (t_{n−1}, z) sin θ_{n−1} = φ^{(1)}_0 (t_n, z) cos θ_{n−1} + φ^{(2)}_0 (t_n, z) sin θ_{n−1} i spra-

vedlivo analogiqnoe ravenstvo s ψ vmesto φ, iz (1.11), (3.18) i (3.19) poluqaem w_n(z, ξ) = ψ^{(1)}_0 (t_n, z)ζ + ψ^{(2)}_0 (t_n, z) φ^{(1)}_0 (t_n, z)ζ + φ^{(2)}_0 (t_n, z) , gde ζ = ξ cos θ_n − cos θ_{n−1} ξ sin θ_n − sin θ_{n−1} . Imeem − cos θ_n sin θ_{n−1} + cos θ_{n−1} sin θ_n = sin(θ_n − θ_{n−1}) ≠ 0 ibo

θ_n ≢ θ_{n−1} (mod π); pofftomu, kogda ξ probegaet R, toqka ζ tak-

ße probegaet R, i, sledovatel~no, w_n(z, ξ) probegaet ne tol~ko

Γ_n(z) (sm. p. 1.4), no i^∘Λ_n(z). Dokazana

Lemma 3.3. Okrußnosti Γn(z) i^∘Λn(z), a znaqit i krugi Kn(z) i

D_n(z), sovpada¸t pri l¸byh n ∈ N i z ∈ C_+ .

OsnovnaØ teorema. Mnoßestvo spektral~nyh funkciæ graniq-

noæ zadaqi (∗∗) sovpadaet s mnoßestvom rexeniæ sootvetstvu- ¸weæ SPMG (1.1).

Dokazatel~stvo. Pust~ σ – rexenie SPMG (1.1). Pust~ wσ(z)

– funkciØ, opredelennaØ ravenstvom (1.12) (ffto R-funkciØ, i σ – ee spektral~naØ funkciØ). Soglasno predloßeni¸ 1.5,

w_σ(z) ∈ K_n(z) ∀n ∈ N, z ∈ C_+ . Soglasno ße lemme 3.3,

w_σ(z) ∈^∘D_n(z) ∀n ∈ N, z ∈ C_+ . V sootvetstvii s lemmoæ 2.1, σ –

spektral~naØ funkciØ graniqnoæ zadaqi (∗∗). Pust~ teper~ τ – spektral~naØ funkciØ graniqnoæ zadaqi (∗∗). Togda (lemma 2.1) suwestvuet takaØ R-funkciØ v_τ so spektral~noæ funkcieæ τ , qto

v_τ (z) ∈^∘D_n(z) ∀n ∈ N, z ∈ C_+ . Soglasno lemme 3.3, v_τ (z) ∈ K_n(z) ∀n ∈ N, z ∈ C_+ . Tak kak v_τ (z) ∈ K_1(z) ∀z ∈ C_+ , soglasno lemme 1.1

imeem v_τ ∈ (R_0) i v_τ (z) predstavima v vide

v_τ (z) = +∞∫ −∞ dτ (λ) λ − z .

166 I. S. KAC Iz predloßeniØ 1.5 vytekaet, qto τ – rexenie SPMG, sootvetstvu¸weæ graniqnoæ zadaqe (∗∗).

Sledstvie. Kogda^∘L = +∞ i tol~ko v fftom sluqae, SPMG (1.1)

ØvlØetsØ opredelennoæ.

Uslovie opredelennosti priobrelo “estestvennyæ” vid.

4. V fftom punkte privedeny formuly, pozvolØ¸wie neposred-

stvenno po fflementam posledovatel~nosti {s_k}^∞_0 naæti parametry sootvetstvu¸wego gamburgerovskogo gamil~toniana^∘H.

Tak kak^∘φ(t, z) i^∘ψ(t, z) – rexeniØ uravneniØ (3.3), pri z = 0 oni ØvlØ¸tsØ konstantami, ravnymi znaqeniØm fftih vektor-funkciæ pri t = 0. Takim obrazom, φ^{(1)}_0 (t_j, 0) = 0, φ^{(2)}_0 (t_j, 0) = 1, ψ^{(1)}_0 (t_j , 0) = 1, ψ^{(2)}_0 (t_j, 0) = 0 pri j = 0, 1, 2, . . .. Pofftomu iz ravenstv (3.18) i (3.19) sleduet, qto

P_j(0) = √ l_j sin θ_j , −Q_j(0) = √ l_j cos θ_j , j = 0, 1, 2, . . . . (3.21)

Sledovatel~no,

l_j = (P_j(0))^2 + (Q_j(0))^2, tg θ_j = −

P_j(0) Q_j(0)

, j = 0, 1, 2, . . . , (3.22)

priqem, kogda Q_j (0) = 0, poslednee ravenstvo ponimaetsØ kak

ctg θ_j = 0. V sootvetstvii s (1.5), P_0(0) = 1, a pri j = 1, 2, . . .

P_j(0) = (D_{j−1}D_j )^{−1/2} | | | | | s_0 s_1 . . . s_j s_1 s_2 . . . s_{j+1} . . . . . . . . . . . . s_{j−1} s_j . . . s_{2j−1} 1 0 . . . 0

| | | | | =

(−1)^j (D_{j−1}D_j)^{−1/2}E_j, (3.23) gde E_j = | | | | s_1 s_2 . . . s_j s_2 s_3 . . . s_{j+1} . . . . . . . . . . . . s_j s_{j+1} . . . s_{2j−1}

| | | | . (3.24)

Iz formul (1.4), (1.5), (1.2) sleduet, qto Q(0) = 0, a pri j = 1, 2, 3, . . . Q_j (0) = S { P_j(λ) − P_j (0) λ − 0 } =

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 167

= (D_{j−1}D_j )^{−1/2}S | | | | | s_0 s_1 s_2 . . . s_j s_1 s_2 s_3 . . . s_{j+1} . . . . . . . . . . . . . . . s_{j−1} s_j s_{j+1} . . . s_{2j−1} 0 1 λ . . . λ^{j−1}

| | | | | =

= (D_{j−1}D_j )^{−1/2} | | | | | s_0 s_1 s_2 . . . s_j s_1 s_2 s_3 . . . s_{j+1} . . . . . . . . . . . . . . . s_{j−1} s_j s_{j+1} . . . s_{2j−1} 0 s_0 s_1 . . . s_{j−1}

| | | | | =

= (D_{j−1}D_j )^{−1/2}(−1)^j C_j, (3.25) gde C_j = | | | | |

0 s_0 s_1 . . . s_{j−1} s_0 s_1 s_2 . . . s_j s_1 s_2 s_3 . . . s_{j+1} . . . . . . . . . . . . . . . s_{j−1} s_j s_{j+1} . . . s_{2j−1}

| | | | | . (3.26)

Teper~ iz (3.21) vytekaet

Teorema 3.2. Parametry gamil~toniana^∘H(t), sootvetstvu¸we-

go SPMG (1.1), opredelØ¸tsØ ravenstvami

l_j =

C^2_j + E^2_j D_{j−1}D_j , j = 1, 2, . . . , (3.27)

tg θ_j = − E_j C_j , j = 1, 2, . . . , (3.28)

gde C_j, D_j , E_j opredeleny ravenstvami (1.3), (3.24), (3.26), priqem pri C_j = 0 ravenstvo v (3.28) ponimaetsØ kak ctg θ_j = 0.

Zameqanie. Iz ravenstv (3.28) qisla θj opredelØ¸tsØ s toq-

nost~¸ do slagaemogo, kratnogo π. OpredelØØ posledovatel~no

θ_1, θ_2, θ_3, . . . , my moßem dobit~sØ vypolneniØ usloviØ (3.1). Mo-

ßet sozdat~sØ vpeqatlenie, qto dlØ postroeniØ^∘H(t) po {s_k}^∞_0 nußno ispol~zovat~ poxagovyæ process. Odnako ffto ne tak, ibo znaqenie^∘H(t) na promeßutke [t_j, t_{j+1}) ne izmenitsØ pri pribavlenii k θ_j qisla, kratnogo π. Trebovanie (3.1) bylo vvedeno

168 I. S. KAC dlØ togo, qtoby qisla b_j , opredelennye ravenstvom (3.16), byli poloßitel~ny. �to poslußilo mostom meßdu teorieæ SPMG i spektral~noæ teorieæ graniqnoæ zadaqi (∗∗). Esli uslovie (3.1) ne vypolneno, to v ravenstvah (3.18), (3.19) i (3.21) levaØ i pravaØ qasti mogut otliqat~sØ znakami, odnako ravenstva (3.22) spravedlivy nezavisimo ot togo, kakoe znaqenie θ_j vybrano.

5. U graniqnoæ zadaqi (∗∗) pravyæ konec^∘L intervala, na ko-

torom ona rassmatrivaetsØ, ne ØvlØetsØ koncom^∘H-n.p. Pofftomu v sootvetstvii s Osnovnoæ teoremoæ opisanie vseh rexeniæ SPMG moßno poluqit~, primeniv predloßenie 2.1 ili predloßenie 2.2 k sootvetstvu¸weæ fftoæ SPMG graniqnoæ zadaqe (∗∗).

Hoqu otmetit~, qto useqennaØ SPMG, sostoØwaØ v otyskanii normirovannoæ neubyva¸weæ funkcii σ takoæ, qto +∞∫ −∞ λ^ndσ(λ) = s_n, n = 0, 1, 2, . . . , N, takße ukladyvaetsØ v rassmatrivaemu¸ shemu, odnako ffta zadaqa ravnosil~na zadaqe otyskaniØ spektral~nyh funkciæ gra-

niqnoæ zadaqi s gamil~tonianom^∘H na ukoroqennom promeßutke

[0, t_{N +1}]. Ego pravyæ konec ØvlØetsØ pravym koncom^∘H-n.p. V fftoæ

situacii nel~zØ primenØt~ dannoe v predloßenii 2.1 opisanie mnoßestva spektral~nyh funkciæ.

Avtor nadeetsØ vskore opublikovat~ davno izvestnoe emu opisanie mnoßestva spektral~nyh funkciæ graniqnoæ zadaqi (∗) v

sluqae, kogda L – konec^∘H-n.p., i togda zaverxit~ rexenie voprosa o vkl¸qenii useqennoæ SPMG v spektral~nu¸ teori¸ kanoniqeskih sistem.

6. Privedem dokazatel~stva nekotoryh izvestnyh predloßeniæ

klassiqeskoæ teorii SPMG, opiraØs~ na izloßennye vyxe rezul~taty.

a) Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.7 (teorema Gamburgera).

Iz pervogo ravenstva (3.22) vytekaet, qto rashodimost~ rØda

(1.16) ravnosil~na tomu, qto^∘L = +∞, t.k.^∘L = ∑_∞ j=0 l_j . OstaetsØ

primenit~ sledstvie Osnovnoæ teoremy.

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 169

b) Teorema Karlemana ([16]; [3], gl. I, DopolneniØ i zadaqi, p. 1). DlØ opredelennosti SPMG (1.1) dostatoqno, qtoby rashodilsØ rØd_∞ ∑ n=0 (b_n)^{−1}. (3.29)

Dokazatel~stvo. Soglasno (3.16),

(b_n)^{−1} = √ l_nl_{n+1} sin(θ_{n+1} − θ_n) 6 √ l_nl_{n+1} 6 1 2 (l_n + l_{n+1}), n = 0, 1, 2, . . . . Pofftomu ∘ L = ∞∑ n=0 l_n ¿ 1 2 ∞∑ n=0 (l_n + l_{n+1}) ¿ ∞∑ n=0 (b_n)^{−1} = ∞.

s) Teorema Dennisa i Uolla ([17]; [3], gl. I, DopolneniØ i za-

daqi, p. 2). DlØ opredelennosti SPMG (1.1) dostatoqno, qtoby rashodilsØ rØd_∞ ∑ n=0 |a_{n+1}| b_nb_{n+1} . (3.30)

Dokazatel~stvo. Iz (3.16) i (3.17) vytekaet, qto |a_{n+1}| b_nb_{n+1} = √ l_nl_{n+2}| sin(θ_{n+2} − θ_n)| 6 1 2 (l_n + l_{n+2}), n = 0, 1, 2, . . . .

Pofftomu iz rashodimosti rØda (3.30) sleduet rashodimost~ rØ- da ∑_∞ n=0(l_n + l_{n+2}), a znaqit i rØda ∑_∞ n=0 l_n, t.e. beskoneqnost~ ∘ L. 7. V zakl¸qenie otmetim, qto iz (3.28) i togo, qto θn+1 ≢ θn

(mod π) pri n = 0, 1, 2, . . . vytekaet sledu¸waØ teorema teorii

opredeliteleæ.

Teorema 3.3. Esli Dn > 0, n = 0, 1, 2, . . . , m + 1, to Cn+1En −

C_nE_{n+1} ≠ 0 pri n = 1, 2, . . . , m, gde D_n, E_n, C_n opredeleny ravenstvami (1.3), (3.24), (3.26).

Avtor ne znaet neposredstvennogo dokazatel~stva fftoæ teore- my.

170 I. S. KAC

Literatura

1. M. G. Kreæn, Ob odnom obobwenii issledovaniæ Stilt~esa. Dokl. AN SSSR, 87, No. 6 (1952), 881–884.

2. I. S. Kac, M. G. Kreæn, O spektral~nyh funkciØh struny. Dop. II k kn.: F. Atkinson, Diskretnye i nepreryvnye graniqnye zadaqi. Mir, M., 1968, ss. 648–737.

3. N. I. Ahiezer, KlassiqeskaØ problema momentov i nekotorye voprosy analiza, svØzannye s ne¸. Fizmatgiz, M., 1961.

4. M. G. Kreæn, Ob odnom special~nom klasse celyh i meromorfnyh funkciæ.

— V kn.: N. Ahiezer, M. Kreæn, O nekotoryh voprosah teorii momentov. GONTI Ukrainy, 1938, s. 208–252.

5. I. S. Kac, M. G. Kreæn, R-funkcii – analitiqeskie funkcii, otobraßa¸- wie verhn¸¸ poluploskost~ v sebØ, Dop. I k kn.: F. Atkinson, Diskretnye i nepreryvnye graniqnye zadaqi. Mir, M., 1968, ss. 629–647.

6. H. Hamburger, Über eine Entweiterung des Stiltjesschen Momentenproblems.

Math. Ann. 81 (1920), 82 (1921).

7. R. Newanlinna, Asimptotische Entwickelungen beschränkter Functionen and das Stiltjessche Momentenproblem. Ann. Acad. Sci. Fennicae A18 (1922).

8. L. De Branges, Some Hilbert spaces of entire functions. Trans. Amer. Math. Soc.

96 (1960), 259–295.

9. L. De Branges, Some Hilbert spaces of entire functions. Trans. Amer. Math. Soc.

99 (1961), 118–152.

10. L. De Branges, Hilbert spaces of entire functions. New Jersey: Printice Hall, 1967. 11. M. G. Krein, H. Langer, Continuation of Hermitian positive definite functions and related questions. NeopublikovannaØ rukopis~.

12. I. S. Kac, Lineænye otnoxeniØ, poroßdaemye kanoniqeskimi differencial~nymi uravneniØmi. Funkc. analiz i ego pril. 17, vyp. 4 (1983), 86–87.

13. I. S. Kac, Lineænye otnoxeniØ, poroßdaemye kanoniqeskim differencial~nym uravneniem na intervale s regulØrnym koncom, i razloßimost~ po sobstvennym funkciØm. Dep. v UkrNIINTI ˝1453 (1984) (VINITI “Deponirovannye nauqnye raboty” ˝1 (195) (1985) b.o. 720).

14. I. S. Kac, O gil~bertovyh prostranstvah, poroßdaemyh monotonnymi ffrmitovymi matricami-funkciØmi. Zap. NII matem. i meh. HGU i Har~kovskogo matem. o-va 22 (1950), 95–113.

15. L. B. Golinskiæ, I. V. Mihaælova, Gil~bertovy prostranstva celyh funkciæ kak ob¨ekt J-teorii. Fiz.-tehn. in-t nizkih temperatur AN USSR, preprint 28-80, Har~kov, 1980.

16. T. Carleman, Les fonctions quasi-analytiques. Paris, 1926.

17. J. J. Dennis, H. S. Wall, The limit-circle case for a positive definite J-fraction.

Duke Math. J. 12 (1945).

Kac I. S. Inclusion of Hamburger’s power moment problem in the spectral theory of the canonical systems.

VKLıQENIE STEPENNO` PROBLEMY 171 Hamburger’s power moment problem (shortly HPMP) that has a solution with infinitely many points of increase is shown to be the problem of finding all spectral functions for some canonical system of the linear differential equations of phase dimension 2 and with Hamiltonian of special class. A rule for construction of this Hamiltonian using the data of HPMP is given. In this connection the Hamburger criterion for the uniqueness of a solution of HPMP acquires a “natural form”, and some results of the classical HPMP theory receive simple proofs.

Postupilo 4 aprelØ 1999 g.

OdesskaØ gosudarstvennaØ akademiØ piwevyh tehnologiæ