Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

E. L. Paceviq

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE DL˚ OBOBWENNO-SPIRALEOBRAZNYH OBLASTE`

Vvedenie. Pust~ B est~ vnexnost~ zamknutoæ ßordanovoæ kri-

voæ L v ploskosti z. Dopolnenie B do polnoæ ploskosti oboznaqim qerez B^−. Predpoloßim, qto krivaØ L ØvlØetsØ kvaziokrußnost~¸.

Pod obobwennymi liniØmi urovnØ oblasti B budem ponimat~ dva semeæstva krivyh χ_ρ = {Γ_ρ, 1 6 ρ < ∞} i χ_θ = {~Γ_θ, 0 6 θ 6 2π}, L = Γ_1, oblada¸wie tem svoæstvom, qto suwestvuet biekciØ meßdu toqkami oblasti B i toqkami pereseqeniØ dvuh krivyh iz raznyh semeæstv. PredpolagaetsØ, qto krivye semeæstva χ_θ soedinØ¸t L s beskoneqno udalennoæ toqkoæ, i Γ_{ρ1} ∩ Γ_{ρ2} = ? pri

ρ_1 ≠ ρ_2, ~Γ_{θ1} ∩ ~Γ_{θ2} = {z_0, ∞} pri θ_1 ≠ θ_2, priqem ~Γ_0 = ~Γ_{2π}, z_0 ∈ B^−.

Bez ograniqeniØ obwnosti poloßim z_0 = 0.

Opredelim otobraßenie z_r (z). Imenno, esli {z} = Γ_ρ ∩ ~Γ_θ dlØ nekotoryh fiksirovannyh ρ i θ iz ukazannyh promeßutkov, to

{z_r(z)}^{def}= Γ_{ρr} ∩ ~Γ_θ, zdes~ r fiksirovano, 1 < r < ∞. I naoborot,

esli {z_r} = Γ_ρ ∩ ~Γ_θ, to {z(z_r )}^{def}= Γ_{ρr}−1 ∩ ~Γ_θ. Nas interesu¸t obobwennye linii urovnØ oblasti B, udovletvorØ¸wie usloviØm: proizvodnye ∂z_r /∂z i ∂z_r /∂z nepreryvny v B, a ih moduli pri

|z| → ∞ stremØtsØ k r. �ti trebovaniØ budut vaßny v priloße-

niØh. Obobwennye linii urovnØ, udovletvorØ¸wie fftim usloviØm, budem nazyvat~ dopustimymi.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØ¸tsØ primery spiraleobraznyh i obobwenno-spiraleobraznyh oblasteæ, dlØ kotoryh uravneniØ dopustimyh semeæstv obobwennyh liniæ urovnØ zapisyva¸tsØ Øvno v polØrnyh i dekartovyh koordinatah, a takße postroenie dlØ ih graniqnyh krivyh kvazikonformnyh otraßeniæ.

V pervom punkte raboty daetsØ opredelenie oblasteæ B(F) i B(f), vo vtorom vvoditsØ novoe ponØtie obobwenno-spirale-obraznoæ oblasti. Tretiæ razdel stat~i posvØwen postroeni¸ kvazikonformnogo otraßeniØ v Øvnom vide dlØ graniqnyh krivyh ukazannyh ranee oblasteæ. V qetvertom punkte privedeny 185

186 E. L. PACEVIQ

primery spiraleobraznyh i obobwenno-spiraleobraznyh oblasteæ.

1^∘. Oblasti B(F) i B(f). Predpoloßim, qto parametriqeskoe

uravnenie zamknutoæ ßordanovoæ krivoæ L imeet vid L = {z : z =

R(θ)e^{iμ(θ)}, F(R, μ) = θ, 0 6 θ 6 2π}. Pust~ funkciØ F pri kaßdom

fiksirovannom θ in¨ektivna otnositel~no pary (R, μ), znaqeniØ ee pri kaßdom θ ØvlØ¸tsØ znaqeniØmi v toqke (R, μ) odnoznaqnoæ funkcii dvuh peremennyh F(ρ, φ) : P = (α_1, β_1)×⟨α_2, β_2⟩ → [0, 2π], i R_θ = dR/dθ suwestvuet. Esli R_θ na otrezke [0, 2π] suwestvuet poqti vs¸du, to vse sootnoxeniØ, v kotoryh uqastvuet ffta veliqina, budut verny za iskl¸qeniem mnoßestva mery nul~. Oboznaqim |z| = ρ, arg z = φ (ne obØzatel~no glavnoe znaqenie), i predpoloßim, qto F(ρ, φ) nepreryvna na P, qastnye proizvodnye F^′_ρ, F^′_φ nepreryvny v P i F^′_φ ≠ 0, zdes~ α_1 < min R(θ),

β_1 > max R(θ) pri θ ∈ [0, 2π], (α_1, β_1) ⊆ (0, ∞), ⟨α_2, β_2⟩ ⊆ (−∞, ∞).

Pri vypolnenii fftih trebovaniæ budem govorit~, qto funkciØ F udovletvorØet usloviØm (A), a vnexnost~ krivoæ L nazovem oblast~¸ B(F).

Geometriqeski ffto oznaqaet, qto granica L = ∂B(F) moßet byt~ pogrußena v kol~cevu¸ oblast~ G = {z : α_1 < |z| < β_1, arg z ∈

⟨α_2, β_2⟩}, pokrytu¸ odnoparametriqeskim semeæstvom χ_θ, priqem ~Γ_{θ1} ∩ ~Γ_{θ2} = ? pri θ_1 ≠ θ_2, i qerez kaßdu¸ toqku oblasti G proho-

dit tol~ko odna krivaØ fftogo semeæstva. Dopolnitel~no predpoloßim, qto esli (α_1, β_1) = (0, ∞), to ~Γ_{θ1} ∩ ~Γ_{θ2} = {0, ∞} pri θ_1 ≠ θ_2.

Iz opredeleniØ oblasti B(F) sleduet, qto krivaØ L peresekaet kaßdu¸ krivu¸ semeæstva χ_θ tol~ko odin raz. Iz usloviæ (A) delaem vyvod, qto v l¸boæ soderßaweæsØ v oblasti G okrestnosti toqki (R, μ) uravnenie F(ρ, φ) = θ pri kaßdom fiksirovannom θ opredelØet φ kak odnoznaqnu¸ nepreryvnu¸ funkci¸ ot ρ s nepreryvnoæ proizvodnoæ φ^′_ρ i, krome togo, φ^′_θ ≠ 0.

Rassmotrim qastnyæ sluqaæ oblasti B(F), kogda F(ρ, φ) =

f_1(φ) + kf_2(ρ), k = tgσ, |σ| < π/2, v predpoloßenii, qto 1) f_1(φ) : (a, b) → (a_1, b_1) est~ biekciØ, proizvodnaØ kotoroæ f^′_1(φ) ne-

preryvna i ne ravna nul¸ na (a, b); 2) f_2(φ) : (a_2, b_2) → (a_1, b_1) imeet nepreryvnu¸ proizvodnu¸ na (a_2, b_2). Intervaly (a, b), (a_1, b_1) mogut byt~ beskoneqnymi v obe storony, (a_2, b_2) ⊂ (0, ∞). Pri vypolnenii fftih usloviæ budem govorit~, qto funkcii f_1(φ) i

f_2(ρ) udovletvorØ¸t usloviØm (A_1), a oblast~ B budem obozna-

qat~ qerez B(f).

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE 187

2^∘. ObobwennaØ spiraleobraznost~. Napomnim opredelenie

zvezdoobraznoæ oblasti B^∗. Oblast~ B^− nazyvaetsØ zvezdoobraznoæ otnositel~no z_0 = 0, esli pri obhode ee graniqnoæ toqki z v poloßitel~nom napravlenii arg z vozrastaet, t.e. d dψ arg h(e^{iψ}) = d dψ Im ln h(e^{iψ} ) = Re e^{iψ} h^′(e^{iψ}) h(e^{iψ}) > 0, zdes~ h(ω) – analitiqeskaØ v D = {ω : |ω| < 1}, nepreryvnaØ v D funkciØ, otobraßa¸waØ krug D na oblast~ B^−.

Iz opredeleniØ oblasti B(f) sleduet, qto funkciØ φ(ρ, θ) =

f^{−1}_1 (θ − kf_2(ρ)) differenciruema po oboim argumentam i dφ/dθ ≠

0. Pri fiksirovannom r, 0 < r < 1, oboznaqim ω_r = re^{iψ},

φ_r = arg h(ω_r ), ρ_r = |h(ω_r)|. Funkcii h(ω_r ) i φ_r = f^{−1}_1 (θ − kf_2(ρ_r ))

ustanavliva¸t nekotoroe sootvetstvie meßdu ω_r i θ. Predpoloßim, qto L – prostaØ krivaØ, togda h(ω) odnolistna v D, i po principu sootvetstviØ granic pri konformnom otobraßenii funkciØ θ = θ(ψ), opredelØemaØ iz sootnoxeniØ h(re^{iψ}) = ρ_re^{iφr(ρr,θ)}, monotonna. Vyqislim dθ/dψ i poloßim dθ/dψ > 0.

V silu usloviæ (A_1) proizvodnaØ dθ/dψ suwestvuet i nepreryvna. Budem imet~, k = tgσ: dθ dψ = d dψ [Im(1 + ik)(f_2(ρ_r ) + if_1(φ_r))] =

= 1 2 cos σ Re [ e^{iσ}ω_r h^′(ω_r) h(ω_r) (f^′_1(φ_r ) + ρ_r f^′_2(ρ_r )) ] > 0. (1)

�to spravedlivo dlØ l¸bogo fiksirovannogo r, 0 < r < 1. Esli dlØ funkcii, stoØweæ sprava v (1) v kvadratnyh skobkah, veren princip maksimuma (naprimer, esli kaßdoe otkrytoe mnoßestvo kruga D ona perevodit v otkrytoe mnoßestvo oblasti B^−(f)), i

h^′(ω) ∈ H_1, to po teoreme F. Rissa ([4], s. 395) poqti vs¸du na

okrußnosti {ω : |ω| = 1} budem imet~ ∂h(e^{iψ})/∂ψ = ie^{iψ} h^′(e^{iψ} ), pofftomu v (1) moßno pereæti k predelu pri r → 1: Re [ e^{iσ} ωh^′(ω) h(ω) ( f^′_1 ( arg h(ω) ) + |h(ω)|f^′_2 ( |h(ω)| )) ] > 0, ω = e^{iψ}. (2)

188 E. L. PACEVIQ

Sledovatel~no, esli h(D) = B^−(f), to v silu opredeleniØ oblasti B^−(f) neravenstvo (1) spravedlivo. I naoborot, esli vypolnØetsØ (1), to L = ∂h(D) peresekaet kaßdu¸ krivu¸ semeæstva χ_θ tol~ko odin raz. Uslovie dθ/dψ > 0 vpervye bylo ispol~zovano v rabote B. N. Rahmanova (sm. [1, 2]) dlØ poluqeniØ priznakov odnolistnosti nekotoryh podklassov analitiqeskih funkciæ. Pri fftom otrezki prØmyh i parabol igrali rol~ krivyh semeæstva χ_θ.

Opredelenie. Esli funkciØ h(ω), h(0) = 0, konformno otobra-

ßa¸waØ ediniqnyæ krug D na oblast~ B^−(f), udovletvorØet uslovi¸ (1) pri kaßdom fiksirovannom r, 0 < r < 1, to oblast~ B^−(f) nazyvaetsØ obobwenno-spiraleobraznoæ. Pri zamene trebovaniØ (1) na bolee sil~noe neravenstvo Re [ e^{iσ} ω_r h^′(ω_r ) h(ω_r) (f^′_1(φ_r ) + ρ_r f^′_2(ρ_r )) ] 6 απ/2, 0 < α < 1, |σ| < π/2, (3) oblast~ B^−(f) nazovem α-obobwenno-spiraleobraznoæ porØdka σ. Pri α = 1, r = 1, moßet proizoæti poterØ kvazikonformnosti graniqnoæ krivoæ L.

Uslovie obobwennoæ zvezdoobraznosti ne vyvodit za predely prostoæ zvezdoobraznosti, t.k. pri σ = 0, r = 1, iz (1) poluqaem dθ dψ = d dψ f_1(φ) = 1 2 f^′_1(φ) ωh^′(ω) h(ω) > 0, φ = arg h(ω), ω = e^{iψ}. (4)

Po opredeleni¸ oblasti B(f) proizvodnaØ f^′_1(φ) znakopostoØnna, pofftomu uslovie (4) ffkvivalentno uslovi¸ (3). Zametim, qto absol¸tnaØ nepreryvnost~ funkcii h(ω) na granice kruga D v ploskosti ω v sluqae zvezdoobraznoæ oblasti sleduet iz prinadleßnosti h(e^{iψ}) klassu H^1 (sm. [3]).

V silu prinadleßnosti funkcii h(e^{iψ}) klassu Hardi i usloviØ suwestvovaniØ proizvodnoæ R_θ budem imet~ ravenstvo dh(e^{iψ}) dψ = R(θ)e^{iμ(θ)}[x(θ) + iμ_θ] dθ dψ , zdes~ pod x(θ) budem ponimat~ preßnee znaqenie R_θ/R, a proizvodnaØ μ_θ = dμ/dθ suwestvuet v silu ravenstva μ_θ = [f^′_1(μ)]^{−1}(1 −

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE 189 kf^′_2(R)R_θ) dlØ vsØkogo θ iz promeßutka [0, 2π]. Tak kak dθ/dψ > 0,

imeem arg h^′(e^{iψ} ) h(e^{iψ}) e^{iψ} = arg[μ_θ − ix] = arg [ 1 − kR_θf^′_2(R) f^′_1(μ) − i R_θ R ] , i dlØ h(ω) = R(θ) e^{iμ(θ)} budem imet~ iz (3) pri r = 1: | | | | arg { e^{iσ} ωh^′(ω) h(ω) [f^′_1(μ) + kf^′_2(R)] }| | | =

= | | | | arg { e^{iσ} ( 1 − kR_θf^′_2(R)

f^′_1(μ) − i R_θ R ) (f^′_1(μ) + kf^′_2(R)) }| | | 6 απ/2, qto ffkvivalentno pri f^′_1(μ) + kf^′_2(R) > 0:

|kR(1 − kR_θf^′_2(R) − R_θf^′_1(μ)) | |R(1 − kR_θf^′_2(R) + kR_θf^′_1(μ)) | 6 tgαπ/2, (5) pri 0 < α < 1, k = tgσ.

3^∘. Kvazikonformnoe otraßenie. Pust~ zadana oblast~ B(F).

Napomnim, qto granica B(F) ØvlØetsØ kvaziokrußnost~¸, i, sledovatel~no, suwestvuet kvazikonformnoe otraßenie λ(z) ploskosti C otnositel~no L, t.e. antikvazikonformnoe otobraßenie λ(z) : C → C , ostavlØ¸wee nepodvißnymi toqki L, i takoe, qto λ(B) = B^−, λ(B^−) = B. Budem sqitat~, qto dlØ kompleksnogo otkloneniØ μ_λ = λ_z/λ_z spravedlivy neravenstva 1 6 D λ = (1 + |μλ|)/(|μλ| − 1) 6 K, 1 6 k = (K + 1)/(K − 1) 6 |μλ| 6 ∞.

Opredelenie. Strukturoæ oblasti B(F) (ili B(f)) budem nazy-

vat~ paru, sostoØwu¸ iz graniqnoæ krivoæ L i semeæstva χ_θ. �tu paru budem oboznaqat~ S = {L, χ_θ}.

Predpoloßim, qto struktura oblasti B(F) zadana. Opredelim funkci¸ λ(z), z ∈ ~Γ_θ, s pomow~¸ ravenstva λ(z) = R^2(θ) e^{iφ∗} /|z|, 0 6 θ 6 2π, (6)

190 E. L. PACEVIQ

gde φ^∗ – edinstvennyæ koren~ uravneniØ F(R^2(θ)/|z|, φ) = θ. Poloßim teper~ V (z) = t(ρ) − iF^′_φ, A(z) = x(θ)V (z) − 1/2, C(z) = 1 − it(ρ^∗)/F^′_φ∗ , Q(z) = V (z)/(2F^′_φ∗ ), (7)

gde t(ρ) = ρF^′_ρ, ρ^∗ = R^2/ρ, a F^′_ρ∗ i F^′_φ∗ – qastnye proizvodnye funkcii F v toqke (ρ^∗, φ^∗), x(θ) = R_θ/R. Nam ponadobitsØ neravenstvo pri k > 1

|A|^2|C|^2 + |Q|^2 6

2k^2 k^2 − 1 Im(A CQ) − 2 k^2 − 1

Im(AC Q). (8)

VhodØwie v ffto sootnoxenie veliqiny A = A(z), C = C(z), Q =

Q(z) zadany formulami (7).

Teorema 1. Predpoloßim, qto neravenstvo (8) vypolneno s k =

k_0 i oblast~ B(F) zadana. Togda graniqnaØ krivaØ L oblasti ØvlØetsØ kvazikonformnoæ s kofffficientom kvazikonformnosti K_0 = (k_0 + 1)/(k_0 − 1). Suwestvuet dvusvØznaØ oblast~ G takaØ, qto funkciØ (6) est~ kvazikonformnoe otraßenie oblasti G otnositel~no L : λ(G ∩ B) = G ∩ B^−, λ(B^− ∩ G) = B ∩ G, λ(L) = L, s kompleksnym otkloneniem μ_λ:

|μ_λ|^2 = ( |A|^2|C|^2 + |Q|^2 − 2 Im QAC ) ( |A|^2|C|^2 + |Q|^2 − 2 Im A CQ ) > 1. (9)

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto parametriqeskoe uravnenie

graniqnoæ krivoæ L imeet vid L = {z : z = R(θ) e^{iμ(θ)}, F(R, μ) = 0,

0 6 θ < 2π}. Iz usloviæ (A) sleduet, qto uravnenie F(ρ, φ) = θ

pri kaßdom fiksirovannom θ opredelØet odnoznaqnu¸ nepreryvnu¸ funkci¸ φ = φ(ρ, θ). Sledovatel~no, kaßdaØ okrußnost~

ρ = const pri ρ > 0 peresekaet l¸bu¸ krivu¸ semeæstva χ_θ v

odnoæ toqke. Pust~ z – proizvol~naØ toqka oblasti B(F). Togda naædetsØ znaqenie θ = θ_0 takoe, qto z ∈ ~Γ_{θ0} . Predpoloßim, qto pereseqenie krivoæ ~Γ_{θ0} s graniqnoæ est~ toqka z_0 = R(θ_0) e^{iμ(θ0)}. Budem imet~ F(|λ(z)|, arg λ(z)) = F(R^2(θ_0)/|z|, φ^∗). Poslednee vyraßenie ravno θ_0 v silu vybora φ^∗, pofftomu z^∗ = λ(z) takße nahoditsØ na krivoæ ~Γ_{θ0} , no vnutri L. Toqki samoæ krivoæ L pri

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE 191

fftom osta¸tsØ nepodvißnymi, t.k. λ(R(θ_0) e^{iμ(θ0)}) = R(θ_0) e^{iφ0(θ0)}, gde φ_0(θ_0) est~ edinstvennyæ koren~ uravneniØ F(R(θ_0), φ) = θ_0, t.e. φ_0(θ_0) = μ(θ_0).

Naædem proizvodnye λ_z i λ_z ot funkcii (6). DlØ z^∗ = λ(z) vyqisleniØ pokazyva¸t

λ_z = λ(z) z [A(z)C(z) + iQ(z)] = λ(z) z N (x, z, z^∗), λ_z = λ(z) z [ A(z)C(z) + iQ(z) ] = λ(z) z M (x, z, z^∗), zdes~ veliqiny A(z), C(z) i Q(z) zadany formulami (7). Modul~ kompleksnogo otkloneniØ μ_λ est~ otnoxenie M (x, z, z^∗) k

N (x, z, z^∗), ravnoe pravoæ qasti (9). Pofftomu |μ_1| > 1, esli vy-

polnØetsØ neravenstvo Im AQ C < Im AQC, qto ffkvivalentno uslovi¸ Im AQ = −F^′_φ/(4F^′_φ∗ ) < 0. Poslednee spravedlivo v silu nepreryvnosti proizvodnoæ F^′_φ i neravenstva ee nul¸. Ograniqenie |μ_λ| ¿ k_0 > 1 vypolnØetsØ v silu (8).

Otraßenie λ(z) v vide (6) postroeno v predpoloßenii, qto zadana struktura S = {L, χ_θ} oblasti B(F). SqitaØ χ_θ odnim iz dvuh semeæstv obobwennyh liniæ urovnØ oblasti B(F), postroim vtoroe sledu¸wim obrazom. Pust~ po-preßnemu pereseqenie graniqnoæ krivoæ L i krivoæ Γ_θ pri θ = θ_0 est~ toqka z_0 =

R(θ_0) e^{iμ(θ0)}. DlØ l¸bogo fiksirovannogo ρ, α_1 < ρ < β_1, gde α_1 i β_1 postoØnnye iz opredeleniØ oblasti B(F), zadadim krivu¸ Γ_ρ

s pomow~¸ ravenstva Γ_ρ={z_ρ : z_ρ=ρR(θ)e^{iφ0 (θ)}, F(ρR(θ), φ^0(θ))=θ}. Opredelim teper~ vaßnoe dlØ nas otobraßenie z_r(z) = r|z|e^{iφr} , (10) gde φ_r est~ edinstvennyæ koren~ uravneniØ F(r|z|, φ) =

= F(|z|, arg z), priqem pod arg z ponimaetsØ to znaqenie argumen-

ta, pri kotorom opredelena funkciØ dvuh peremennyh F(ρ, φ). V kaqestve oblasti G moßno vzØt~ dvusvØznu¸ oblast~, ograniqennu¸ krivymi Γ_{α1} i Γ_{β1} . Togda λ(z) est~ otraßenie oblasti G otnositel~no krivoæ L. Deæstvitel~no, esli z leßit v oblasti G ∩ B i prinadleßit krivoæ Γ_θ pri θ = θ_0, to λ(z) ∈ G ∩ B^− i λ(z) prinadleßit toæ ße krivoæ Γ_{θ0} . Kak uße bylo otmeqeno,

192 E. L. PACEVIQ

toqki samoæ graniqnoæ krivoæ pri otobraßenii λ(z) osta¸tsØ nepodvißnymi. Dokazatel~stvo teoremy zakonqeno.

Pri naliqii oblasti G oblast~ B(F) budem oboznaqat~

B_G(F). Esli G = C^2 , to indeks G upotreblØt~sØ ne budet.

Vaßno otmetit~ smysl vvedeniØ dvusvØznoæ oblasti G, kotoru¸ moßno rassmatrivat~ kak nekotoru¸ okrestnost~ graniqnoæ krivoæ. On zakl¸qaetsØ v tom, qto vne oblasti G paru semeæstv

{χ_θ, χ_ρ} vsegda moßno dopolnit~ do dvuh semeæstv dopustimyh

liniæ urovnØ oblasti B_G(F), esli pri ρ > β_1 krivye ~Γ_θ zamenit~ luqami φ = θ. Vtoroe semeæstvo χ_ρ vne oblasti G togda poluqim s pomow~¸ L-podobiØ analogiqno tomu, kak ffto sdelano v [5, 6]. Predpoloßim, qto my ffto sdelali. Budem imet~ pri

ρ → ∞ : λ(z) = R^2(θ)/z, z_r (z) = rz, i trebovanie |∂z_r|/|∂z| → r pri |z| → ∞ budet vypolneno. Proizvodnye ot funkcii (6) ravny ∂z_r ∂z = (z_r )_z = 1 2 re^{i(φr−φ)} [ 1 + F^′_φ F^′_{φr} + i t(ρ) − t(ρr) F^′_{φr} ] , (11) ∂z_r ∂z = (z_r )_z = 1 2 re^{i(φr+φ)} [ 1 − F^′_φ F^′_{φr} + i t(ρ) − t(ρr) F^′_{φr} ] , (12)

gde t(ρr) = rρF^′_{ρr} pri fiksirovannom r, F^′_{ρr} i F^′_{φr} – qastnye proizvodnye ot funkcii F v toqke (rρ, φ_r ). Togda proizvodnye ∂z_r /∂z = {(11), 1 < ρ < β_1; r, ρ ¿ β_1}, ∂z_r /∂z = {(12), 1 < ρ < β_1; 0, ρ ¿ β_1} nepreryvny v B v silu usloviæ (A). Iz formu-

ly (12) vidim, qto uslovie ravenstva nul¸ proizvodnoæ ∂z_r /∂z ffkvivalentno vypolneni¸ odnovremenno dvuh sootnoxeniæ F^′_φ ∘ (ρ, φ) ≡ 1, F^′_ρ ∘ (ρ, φ) = rF^′_ρ ∘ (ρ_r , φ_r). Otmetim, qto needinstvennost~ vybora semeæstva χ_θ pri odnoæ i toæ ße granice L vleqet za soboæ needinstvennost~ kvazikonformnogo otraßeniØ λ(z), tak kak ono stroitsØ tol~ko po strukture oblasti B(F). Zdes~ moßno imet~ v vidu kak otraßenie λ(z) vseæ ploskosti C otnositel~no L, tak i otraßenie dvusvØznoæ oblasti G otnositel~no graniqnoæ krivoæ.

Pristupim k rassmotreni¸ qastnogo sluqaØ oblasti B(F), a imenno, k sluqa¸ oblasti B(f), opredelenie kotoroæ dano v punkte 1^0. Formula (6) budet vyglØdet~ tak: λ(z) = R^2(θ) |z| e^{if −11 (θ−kf2(R2(θ)/|z|))}, (13)

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE 193

gde dlØ |z| = ρ i arg z = φ vypolnØetsØ ravenstvo F(ρ, φ) = θ. Proizvodnye λ_z i λ_z ot funkcii (13) vyqislØ¸tsØ po formulam

λ_z = λ(z) z [A_1(z) C_1(z) + iQ_1(z)] = λ(z) z N_1(x, z, z^∗),

λ_z = λ(z) z [ A_1(z) C_1(z) + iQ_1(z) ] = λ(z) z M_1(x, z, z^∗), gde V_1(z) = kρf^′_2(ρ) − if^′_1(φ),

A_1(z) = x(θ)V_1(z) − 1/2,

C_1(z) = 1 − ikτ (ρ^∗)/f^′_1( ~φ^∗),

Q_1(z) = V_1(z)/(2f^′_1( ~φ^∗)),

priqem

~φ^∗ = f^{−1}_1 (θ − kf_2(ρ^∗)), τ (ρ^∗) = ρ^∗f^′_2(ρ^∗), ρ^∗ = R^2(θ)/ρ, x(θ) = R_θ/R, R_θ = dR/dθ. Neravenstvo |μ_λ| > 1 ffkvivalentno trebovani¸ f^′_1(φ)/f^′_1( ~φ^∗) > 0, spravedlivost~ kotorogo oqevidna v silu usloviæ (A_1) v opredelenii oblasti B(f). Trebovanie (8) perehodit v analogiqnoe, gde vmesto veliqin A(z), C(z), Q(z) stoØt sootvetstvenno A_1(z),

C_1(z), Q_1(z). Vtoroe dopustimoe semeæstvo obobwennyh liniæ

urovnØ χ_ρ pri a_2 < ρ < b_2 stroitsØ analogiqno sluqa¸ B(F). Takim obrazom, dokazana

Teorema 2. Predpoloßim, qto neravenstvo (8) vypolneno dlØ

veliqin A = A(z), C = C(z), Q = Q(z), k = k_0, i oblast~ B(f) zadana. Togda graniqnaØ krivaØ L oblasti B(f) ØvlØetsØ kvazikonformnoæ s kofffficientom kvazikonformnosti K_0 = (k_0+1)/(k_0−1). Suwestvuet dvusvØznaØ oblast~ G takaØ, qto funkciØ (13) est~ kvazikonformnoe otraßenie oblasti G otnositel~no L s kompleksnym otkloneniem μ_λ :

|μ_λ|^2 = ( |A_1|^2|C_1|^2 + |Q_1|^2 − 2 Im Q_1A_1C_1 ) ( |A_1|^2|C_1|^2 + |Q_1|^2 − 2 Im A_1 C_1Q_1 ) > 1.

194 E. L. PACEVIQ

4^∘. Primery.

1. Zvezdoobraznye oblasti. Opredelenie zvezdoobraznoæ obla-

sti B^∗_α dano, naprimer, v [1]. �to qastnyæ sluqaæ oblasti B(f) pri f_1(φ) = φ, f_2(ρ) ≡ 0, k = 0. Struktura zvezdoobraznoæ oblasti S = {L, ~Γ_θ = {z : arg z = θ, 0 6 θ < 2π}}. Neobhodimye veliqiny ravny λ(z) = R^2(θ)/z, z_r (z) = rz, λ_z = −iR(θ)/|z|^2,

λ_z = R(R^2 + R^2_θ)^{1/2}/|z|^2. V_1(z) = −i, A_1(z) = −xi −^1_2 , C_1(z) ≡ 1, Q_1(z) = −^i_2 . Uslovie (5) prinimaet vid |R_θ/R| 6 tgαπ/2, 0 < α < 1. Modul~ kompleksnogo otkloneniØ raven vyraßeni¸ |μ_λ| = | | | | −xi xi − 1 | | | | = ( 1 + ( R R_θ )_2)_{1/2} ¿ ¿^(1 + (tgαπ/2)^{−2)1/2} = (sin απ/2)^{−1}.

Sledovatel~no, kofffficient kvazikonformnosti raven K =

ctg^2β/2 pri β = π/2 − απ/2.

2. Spiraleobraznye oblasti. Opredelenie α-spiraleobraznoæ

oblasti porØdka σ dano, naprimer, v [6]. �to qastnyæ sluqaæ oblasti B(F) pri F(ρ, φ) = φ + k ln ρ. Kvazikonformnoe otraßenie imeet vid λ(z) = R^2(θ)e^{2iμ(θ)}/z. Interesu¸wie nas veliqiny ravny z_r (z) = zre^{−ik ln r} , N_1 = i(k − x(1 + k^2)), M_1 = −e^{−2iσ} (1 + N_1). Neravenstvo (5) imeet vid |1 − R_θ(1 + k^2)/R| 6 tgαπ/2, 0 < α < 1. Pofftomu modul~ kompleksnogo otkloneniØ ocenivaetsØ snizu veliqinoæ (sin απ/2)^{−1} (sm. [7] i [2]), a kofffficient kvazikonformnosti graniqnoæ krivoæ sohranØet to ße znaqenie, qto i v primere 1, t.e. K = ctg^2β/2, β = π/2 − απ/2.

3. Obobwenno-spiraleobraznaØ oblast~, struktura kotoroæ poroßdena dvoØko-kratnymi spiralØmi. Rassmotrim qast-

nyæ sluqaæ oblasti B(f) pri f_1(φ) = φ, f_2(ρ) = k ln ln(ρ + 1). Otraßenie λ(z) imeet vid λ(z) = R^2(θ)e^{i(θ−k ln ln(|z|+1))}/|z|.

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE 195

Otobraßenie z_r(z) stroitsØ po formule z_r(z) = r|z|e^{iφr} , φ_r = φ + k ln ln(ρ + 1) ln(rρ + 1) , gde ρ = |z|, φ = arg z. Imeem

f^′_1(φ) + ρf^′_2(ρ) = 1 + ρ ln(ρ + 1) 1 ρ + 1 > 0. V silu poloßitel~nosti poslednego vyraßeniØ i analitiqnosti funkcii ωh^′(ω)/h(ω) moßno pereæti k predelu v (3) pri r → 1. Pofftomu uslovie obobwennoæ spiraleobraznosti oblasti B(f) pri f_1(φ) = φ, f_2(ρ) = k ln ln(ρ + 1), prevrawaetsØ v uslovie prostoæ zvezdoobraznosti.

Vyvod: dlØ l¸bogo semeæstva χθ iz pary S = {L, χθ}, nazyvae-

moæ strukturoæ oblasti, dlØ kotorogo vypolnØetsØ neravenstvo

f^′_1(φ) + ρf^′_2 (ρ) > 0 pri ρ i φ iz promeßutkov, ukazannyh v uslovii

(A_1) opredeleniØ oblasti B(f), i, v qastnosti, dlØ semeæstva

χ_θ = {z : f_1(arg z) + kf_2(|z|) = θ, 0 6 θ 6 2π}, uslovie obobwennoæ

zvezdoobraznosti ne daet niqego novogo po sravneni¸ s prostoæ zvezdoobraznost~¸.

Zametim, qto opredelenie obobwenno-spiraleobraznoæ oblasti moßno sformulirovat~ tak: oblast~ B^− nazyvaetsØ obobwenno-spiraleobraznoæ otnositel~no nulØ, esli qast~ krivoæ, soedinØ¸weæ l¸bu¸ toqku oblasti B^− s nulem (vozmoßno, asimptotiqeski), uravnenie kotoroæ imeet vid f_1(arg z) + kf_2(|z|) = θ pri nekotorom fiksirovannom θ, 0 6 θ 6 2π, celikom leßit v oblasti B^−.

Privedem teper~ primery obobwenno-spiraleobraznyh oblasteæ.

4. Obobwenno-spiraleobraznye oblasti, poroßdennye funkcieæ Φ(x). V otliqie ot predyduwego bukvoæ x v dal~neæxem

budem oboznaqat~ abscissu toqki x + iΦ(x). Pust~ χ_θ sostoit iz krivyh ~Γ_θ = {z : z = e^{iθ}(x + iΦ(x)), 0 < x < ∞}, gde funkciØ Φ udovletvorØet usloviØm: ~Φ^2(x) = x^2 + Φ^2(x) est~ vozrasta¸- waØ nepreryvnaØ funkciØ klassa C^1(0, ∞) i Φ(0) = 0. Tak kak

|z| = ~Φ(x) vozrastaet po x, krivye fftogo semeæstva poparno ne

pereseka¸tsØ. Oboznaqim takie oblasti B(Φ), priqem L = ∂B(Φ) peresekaet kaßdu¸ krivu¸ semeæstva ~Γ_θ tol~ko odin raz. Budem

196 E. L. PACEVIQ

sqitat~, qto veliqina arg(x + iΦ(x)) dlØ x > 0 leßit v promeßutke −π/2 6 arg(x + iΦ(x)) 6 π/2. Poloßim teper~

~Γ_θ = { z : z = (x^2 + Φ^2(x))^{1/2}e^{i(θ+arctg Φ(x)/x)}, x > 0, θ ∈ [0, 2π] } . Togda

f_1(φ) = φ,

f_2(ρ) = − 1 K arctg (Φ(x)/x) = − 1 K arctg

Φ(~Φ^{−1}(ρ)) ~Φ−1(ρ) , gde ~Φ^{−1}(ρ) est~ funkciØ, obratnaØ ρ = ~Φ(x) pri fiksirovannoæ vetvi kornØ. Togda

f_1(arg z) + kf_2(|z|) = θ.

Sdelav neobhodimye vyqisleniØ, poluqim

x^′_ρ = (Φ^′(x))^{−1}, f^′_1(φ) ≡ 1,

f^′_2(ρ) = − 1 κ xΦ^′(x) − Φ(x) (x^2 + Φ^2(x))^{1/2}(x + ΦΦ^′) . Sostavim summu

f^′_1(φ) + ρf^′_2(ρ) = x(κ − Φ^′) + Φ(κΦ^′ + 1) x + ΦΦ^′ = E x + ΦΦ^′ . Znamenatel~ posledneæ drobi bol~xe nulØ, pofftomu ee znak zavisit ot qislitelØ.

Rassmotrim neskol~ko konkretnyh primerov oblasti B(Φ). a) Φ_1(x) : x → (2px)^{1/2}, p > 0. Zdes~ vyraßenie E = κ(x + 2p) znakopostoØnno pri x > 0. Znaqit, oblast~ B(Φ_1) ØvlØetsØ prosto spiraleobraznoæ.

b) 2π-periodiqeskaØ funkciØ Φ_2(x) = sin x. Togda E = x(κ −

cos x) + sin x(κ cos x + 1). Pri cos x = ε, κ < ε, budem imet~ E = x(κ − ε) + (ε − ε^2 )^{1/2}(κε + 1). NaædutsØ takie dostatoqno bol~-

xie x, qto znak E budet otricatel~nym za sqet pervogo mnoßitelØ, i takie dostatoqno malye x < (1 − ε^2)^{1/2}(κε + 1)/(ε − κ), qto znak E budet poloßitel~nym. Znaqit, oblast~ B(Φ_2) ne ØvlØetsØ spiraleobraznoæ. PonØtie obobwennoæ spiraleobraznosti zdes~ proØvlØetsØ suwestvennym obrazom.

KVAZIKONFORMNOE OTRAȷENIE 197

v) Rassmotrim ewe sluqaæ b-periodiqeskoæ funkcii, b < ∞,

Φ_3(x) = {ε_1x, 0 < x 6 a; ε_2(b − x), a < x < b}. On otliqaetsØ ot

predyduwego naliqiem uglovoæ toqki. Za veliqinu proizvodnoæ v uglovoæ toqke uslovimsØ brat~ ee znaqenie sleva. Togda

E = {κ, 0 < x 6 a; κ + ε_2b/(x(1 + ε^2) − ε^2b), a < x < b}. Pri κ > 0 (κ < 0), b/a > 1 + ε^{−2}_2 , znaqenie E poloßitel~no dlØ 0 < x 6 a

i otricatel~no dlØ x < ε^2b/(1 + ε^2) (x > ε^2b/(1 + ε^2)). Sledovatel~no, i v dannom sluqae oblast~ B(Φ_3) ØvlØetsØ suwestvenno obobwenno-spiraleobraznoæ.

5. ˚vnyæ vid kvazikonformnogo otraßeniØ dlØ oblasti

B(Φ). Pust~ toqka z prinadleßit oblasti B(Φ),

z = (x^2 + Φ^2(x))^{1/2}e^{i(θ0+arctg (Φ(x)/x))},

a z_L est~ toqka pereseqeniØ krivoæ ~Γ_{θ0} s graniqnoæ

z_L = ( x^2_L + Φ^2(x_L) )_{1/2} e^{i(θ0+arctg (Φ(xL)/xL))}.

Togda

z^∗ = λ(z) =

(x^2_L + Φ^2(x_L)) (x^2 + Φ^2(x))^{1/2} e^{i(θ0+arctg (Φ(x∗)/x∗ ))}, (15)

gde z^∗ ØvlØetsØ kornem uravneniØ

x^2_L + Φ^2(x_L) (x^2 + Φ^2(x))^{1/2} = ( (x^∗)^2 + Φ^2(x^∗) )_{1/2} . Formula (15) ØvlØetsØ qastnym sluqaem (14) pri f_1(φ) = φ,

f_2(ρ) = −1/karctg^{Φ(x)}_x .

Literatura

1. B. N. Rahmanov, K teorii odnolistnyh funkciæ. — DAN SSSR 88, No. 3 (1953), 413–415.

2. B. N. Rahmanov, K teorii odnolistnyh funkciæ. — DAN SSSR 97, No. 6 (1954), 973–977.

3. D. A. Brannau, W. E. Kirwan, On some classes of bounded univalent functions.

— J. London Math. Soc. 1, part 3 (1969), 431–443.

4. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. Nauka, M. (1966).

5. E. L. Paceviq, UsloviØ in¨ektivnosti dlØ nekotoryh klassov oblasteæ, I. — Zap. nauqn. semin. POMI 255 (1998), 104–124.

198 E. L. PACEVIQ

6. E. L. Paceviq, UsloviØ in¨ektivnosti dlØ nekotoryh klassov oblasteæ, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 255 (1998), 125–139.

7. M. A. Sevodin, UsloviØ odnolistnosti v spiraleobraznyh oblastØh.

— V kn.: Tr. semin. po kraevym zadaqam. Izd-vo Kaz. un-ta, Kazan~, vyp. 23, 193–200 (1987).

Patsevich E. L. Quasiconformal reflection for generalized spiral domains.

We discuss a method of constructing a generalized spiral domain such that the quasiconformal reflection on the boundary of this domain can be described explicitly.

Postupilo 5 marta 1999 g. Novgorodskiæ gosudarstvennyæ universitet

patsev@pdmi.ras.ru