Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

E. L. Paceviq

NEKOTORYE OCENKI DL˚ PROIZVODNO` KVAZIKONFORMNOGO OTRAȷENI˚

V rabote [1] v 1963 godu Al~forsom pokazano, qto suwestvuet postoØnnaØ C(K), zavisØwaØ tol~ko ot K, takaØ, qto dlØ proizvodnyh kvazikonformnogo otraßeniØ λ_z i λ_z ploskosti C otnositel~no krivoæ L, prohodØweæ qerez beskoneqnost~, spravedlivy ocenki C(K)^{−1} 6 |dλ(z)| |dz| 6 C(K), (1) gde K – kofffficient kvazikonformnosti krivoæ L, t.e. veliqina, ograniqiva¸waØ dilataci¸ D_λ :

1 6 D λ =^{1 + |μλ|}_{|μλ| − 1} 6 K, 1 6 k = (K + 1)/(K − 1) 6 |μλ| 6 ∞, (2)

zdes~ μ_λ – kompleksnoe otklonenie, μ_λ = λ_z /λ_z.

Cel~¸ nastoØweæ zametki ØvlØetsØ utoqnenie postoØnnoæ C(K) dlØ nekotorogo klassa graniqnyh krivyh ploskih odnosvØznyh oblasteæ.

Pust~ B (C \ B = B^−) est~ vnexnost~ zamknutoæ kvazikonformnoæ krivoæ L v ploskosti z. Dadim opredelenie oblasti B = B(F). A imenno, ffto oznaqaet, qto parametriqeskoe uravnenie krivoæ L = ∂B(F) imeet vid L = { z : z = R(θ)e^{iμ(θ)}, F(R, μ) = θ, 0 6 θ 6 2π } . Na funkci¸ F nakladyva¸tsØ sledu¸wie usloviØ: pri kaßdom fiksirovannom θ ona in¨ektivna otnositel~no pary (R, μ), znaqeniØ ee pri kaßdom θ ØvlØ¸tsØ znaqeniØmi v toqke (R, μ) odnoznaqnoæ funkcii dvuh peremennyh F(ρ, φ) : P = (α_1, β_1) × (α_2, β_2) → [0, 2π], i R_θ = dR/dθ suwestvuet poqti vs¸du. Vezde dalee |z| = ρ, arg z = φ (ne obØzatel~no glavnoe znaqenie). PredpolagaetsØ takße, qto F(ρ, φ) nepreryvna na P, qastnye proizvodnye F^′_ρ, F^′_φ suwestvu¸t i nepreryvny v P i F^′_φ ≠ 0, zdes~ (α_1, β_1) ⊆ (0, ∞), (α_2, β_2) ⊆ (−∞, ∞). 199

200 E. L. PACEVIQ

V rabote [2] pokazano, qto kvazikonformnoe otraßenie ploskosti C otnositel~no graniqnoæ krivoæ L moßet byt~ vzØto v sledu¸wem vide dlØ z ∈ ~Γ_θ: λ(z) = R^2(θ) |z| e^{iφ�} , 0 6 θ 6 2π, (3)

gde φ^∗ – edinstvennyæ koren~ uravneniØ F(R^2(θ)/|z|, φ) = θ, R(θ) – modul~ toqki pereseqeniØ ~Γ_θ s krivoæ L. Zdes~ ~Γ_θ – krivaØ odnogo iz semeæstv χ_θ obobwennyh liniæ urovnØ, oblada¸wih tem svoæstvom, qto suwestvuet biekciØ meßdu toqkami oblasti B(F) i toqkami pereseqeniØ dvuh krivyh iz raznyh semeæstv χ_ρ i χ_θ. Strogoe opredelenie obobwennyh liniæ urovnØ dano v [2]. Budem priderßivat~sØ dannyh tam oboznaqeniæ. Paru S = {L, χ_θ} nazovem strukturoæ oblasti B(F). Pri fftom predpoloßim, qto obobwennye linii urovnØ ØvlØ¸tsØ dopustimymi, t.e. proizvodnaØ dz_r /dz nepreryvna v B, a modul~ |dz_r|/|dz| stremitsØ k r pri |z| → ∞, zdes~ {z_r (z)}^{def}= Γ_{ρr} ∩ ~Γ_θ, esli {z} = Γ_ρ ∩ ~Γ_θ dlØ l¸bogo fiksirovannogo r, 1 < r < ∞. Otmetim, qto krivye, sostavlØ¸wie obobwennye linii urovnØ, voobwe govorØ, ØvlØ¸tsØ kvazikonformnymi.

Vvedem oboznaqeniØ ( –(θ) =^1_R^{dR}_{dθ} ) : A(z) = (–(θ)t(ρ) − 1/2) − i–(θ)F^′_φ;

C(z) = 1 − it(ρ^∗)/F^′_φ� ;

Q(z) = (t(ρ) − iF^′_φ)/(2F^′_φ� ); (4)

gde ρ^∗ = R^2(θ)/|z|, θ = F(ρ, φ), t(ρ) = ρF^′_ρ. Pust~ τ = R(θ)/|z|, togda |λ(z)/z| = τ^2. Iz neravenstva |μ_λ| ¿ k sleduet, qto

|A|^2|C|^2 + |Q|^2 6

2k^2 k^2 − 1 Im ( A CQ ) − 2 k^2 − 1 Im ( AC Q ) . (5)

Dalee qerez R(θ_0) budem oboznaqat~ modul~ toqki pereseqeniØ krivoæ ~Γ_{θ0} s graniqnoæ krivoæ L, θ_0 = F(ρ_0, φ_0).

Teorema 1. Pust~ B est~ oblast~ B(F), a kvazikonformnoe otra-

ßenie λ(z) ploskosti C otnositel~no krivoæ L = ∂B(F) imeet vid (3). Esli |μ_λ| ¿ k, to dlØ proizvodnyh λ_z i λ_z spravedlivy

NEKOTORYE OCENKI DL˚ PROIZVODNO` 201 ocenki

|λ_z| 6 τ^2 K − 1 2 √ K | |F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2}, z ∈ ~Γ_{θ0} , p.v.; (6)

|λ_z| 6 τ^2

K + 1 2 √ K | |F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2}, z ∈ ~Γ_{θ0} , p.v.; (7)

pri fftom τ = R(θ_0)/|z|, K – kofffficient kvazikonformnosti krivoæ L, F^′_{φ0} i F^′_φ�_0 – qastnye proizvodnye po vtoromu argumentu ot funkcii F(ρ, φ) v toqkah (ρ_0, φ_0) i (R^2(θ_0)/|z|, φ^∗_0).

Dokazatel~stvo. V [2] s pomow~¸ neobhodimyh vyqisleniæ po-

luqeny formuly

λ_z = λ(z) z [A(z)C(z) + iQ(z)] , λ_z = λ(z) z [ A(z)C(z) + iQ(z) ] , (8)

dlØ veliqin A(z), C(z) i Q(z), zadannyh v (4), pri θ = θ_0, ρ = ρ_0, φ = φ_0. Oboznaqim U (z) = A(z)C(z) + iQ(z), togda iz (8) budem imet~

|λ_z| = τ^2|U (z)| = τ^2 ( |A|^2|C|^2 + |Q|^2 − 2 Im A C Q )_{1/2} . Uslovie (5) moßno perepisat~ v vide

|A|^2|C|^2 + |Q|^2 − 2 Im A C Q 6 2 k^2 − 1 ( Im A C Q − Im AC Q ) . Zametim, qto Im ( A C Q − A C Q ) = 2 Im ( A Q ) = 1 2 F^′_{φ0} F^′_φ�_0 . Pofftomu |U |^2 6 1 k^2 − 1 F^′_{φ0} F^′_φ�_0 , k = K + 1 K − 1 , otkuda nemedlenno sleduet ocenka (6). DeæstviØ s proizvodnoæ λ_z provodØtsØ analogiqno. Neravenstvo (5) daet

|U_1|^2 = |A|^2|C|^2 + |Q|^2 − 2 Im A C Q 6

2k^2 k^2 − 1 Im ( A C Q − AC Q ) ,

202 E. L. PACEVIQ otkuda

|U_1|^2 6 k^2 k^2 − 1 F^′_{φ0} F^′_φ�_0 , i spravedlivost~ (7) dokazana. Vse sootnoxeniØ, ispol~zuemye pri dokazatel~stve teoremy 1, verny poqti vs¸du.

NarØdu s (2) dopolnitel~no predpoloßim, qto kompleksnoe otklonenie μ_λ otdeleno ot beskoneqnosti, t.e. ime¸t mesto neravenstva 1 6 k 6 |μλ| 6 k0 6 ∞, 1 6 K0 6 D λ 6 K, k0 =^{K0 + 1}_{K0 − 1} .^{(9)}

V oboznaqeniØh teoremy 1 spravedlivo utverßdenie.

Teorema 2. Predpoloßim, qto kvazikonformnoe otraßenie λ(z)

ploskosti C otnositel~no krivoæ L = ∂B(F) imeet vid (3). Esli vypolneny sootnoxeniØ (9), to dlØ proizvodnyh λ_z i λ_z spravedlivy dvustoronnie ocenki

τ^2

K_0 − 1 2 √ K_0 | | F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2} 6 |λ_z| 6 τ^2 K − 1 2 √ K | |F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2}, z ∈ ~Γ_{θ0} , p.v.;

(10)

τ^2

K_0 + 1 2 √ K_0 | |F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2} 6 |λ_z| 6 τ^2 K + 1 2 √ K | |F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2}, z ∈ ~Γ_{θ0} , p.v. (11)

OgraniqimsØ tem, qto poluqim ocenku sleva v (10). Iz neravenstva |μ_λ| 6 k_0 sleduet

|A|^2|C|^2 + |Q|^2 ¿

2k^2_0 k^2_0 − 1 Im(A CQ) − 2 k^2_0 − 1

Im(AC Q), p.v.

Pofftomu |U^2| ¿ 2 k^2_0 − 1 Im ( A C Q − A C Q ) , p.v.,

otkuda

|λ_z| = τ^2|U | ¿ τ^2 1 √ k^2_0 − 1 | |F^{′φ0} F^′_φ�_0 | |^{1/2}, p.v.

Teorema 2 dokazana.

NEKOTORYE OCENKI DL˚ PROIZVODNO` 203 Pri vypolnenii (9) dlØ oblasti B(F) s dopolnitel~nym usloviem F^′_φ ≡ 1 budem imet~:

τ^2(K_0 − 1)/(2 √ K_0) 6 |λ_z| 6 τ^2(K − 1)/(2 √ K), z ∈ ~Γ_{θ0} , p.v.

τ^2(K_0 + 1)/(2 √ K_0) 6 |λ_z| 6 τ^2(K + 1)/(2 √ K), z ∈ ~Γ_{θ0} , p.v.

K takim oblastØm otnosØtsØ, naprimer, zvezdoobraznye (F(ρ, φ) = φ), spiraleobraznye porØdka σ, tgσ = κ (F(ρ, φ) = φ + κ ln ρ ili, naprimer, F(ρ, φ) = φ + κ ln ln(ρ + 1)), i oblasti tipa B(Φ), rassmotrennye v ([2], p. 4).

Literatura

1. L. V. Ahlfors, Quasiconformal reflection. — Acta Math. 109, No. 4 (1963), 201–301.

2. E. L. Paceviq, Kvazikonformnoe otraßenie dlØ obobwenno-spiraleob-

raznyh oblasteæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 262 (1999), 185–198.

Patsevich E. L. Some estimates for the derivative of a quasiconformal reflection.

Estimates are sharpaned for the derivatives of a quasiconformal reflection for plane domains of special form.

Postupilo 5 marta 1999 g. Novgorodskiæ gosudarstvennyæ universitet

patsev@pdmi.ras.ru