Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

V. A. Rodin

PREOBRAZOVANI˚ HARDI I BELLMANA V PROSTRANSTVAH, BLIZKIH K L∞ I L1

Preobrazovanie trigonometriqeskogo rØda s pomow~¸ zameny ego kofffficientov na ih arifmetiqeskie srednie poroßdaet preobrazovanie Hardi [1]. DlØ f ∈ L_1, ime¸weæ kosinus-rØd Fur~e f(x) ∼ ∞∑ k=1 a_k cos kx (a = {a_1, a_2, . . . }), (1)

opredelim H(f)(x) ∼ ∞∑ k=1 H_k(a) cos kx, (2) gde H_k(a) = 1 k k∑ i=1 a_i. DlØ g ∈ L_p, p > 1, ime¸weæ rØd Fur~e vida (1), opredelim preobrazovanie Bellmana [2]: B(g)(x) ∼ ∞∑ k=1 B_k(a) cos kx, (3) gde B_k(a) = ∞∑ i=k a_i i . Horoxo izvestno, qto xkala prostranstv L_p za iskl¸qeniem granic invariantna otnositel~no preobrazovaniæ H i B. Bolee toqno: dlØ 1 ≤ p < ∞ prostranstva L_p invariantny otnositel~no H [1], dlØ 1 < p ≤ ∞ otnositel~no B. RasxirØØ ramki prostranstva L_p, P. L. Ul~Ønov [3] postavil zadaqu o nahoßdenii neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ na N -funkci¸ v xkale

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI 98-01-00044. 204

PREOBRAZOVANI˚ HARDI I BELLMANA 205

prostranstv Orliqa L_N , garantiru¸wih invariantnost~ otnositel~no H i B. DannaØ zadaqa byla rexena E. Alxynbaevoæ [3, 4]. Zatem v rabotah Andersena [5] i O. ˚. BerqiØna [6] byli poluqeny analogiqnye rezul~taty dlØ xirokogo klassa simmetriqnyh prostranstv.

Zadaqa stanovitsØ prozraqnoæ, esli rassmotret~ ravenstva, poluqennye Hardi [1] i Golubovym [7]: H(f)(x) = 1 2 π∫ x f(t) ctg t 2 dt − 1 2π π∫ −π f(x − t) ln | |2 sin t 2 | | dt,

B(g)(x) = 1 2 tg^x_2 x∫ 0 g(t) dt − 1 2π π∫ −π g(x − t) ln | |2 sin t 2 | | dt (4)

dlØ funkciæ f i g, opredelennyh v (1) i (3). Proanaliziruem ffti ravenstva. Niße budet pokazano, qto vtoroe slagaemoe v (4) kak lineænyæ operator nepreryvno deæstvuet v l¸bom simmetriqnom prostranstve E. Pervye slagaemye otliqa¸tsØ ot operatorov Hardi–Littlvuda

H_1f(x) = π∫ x f(t) t dt i H_2g(x) = 1 x x∫ 0 g(t) dt (5) na ograniqennu¸ funkci¸ (g ∈ L_1, f ∈ L_1).

DlØ operatorov (5) usloviØ ograniqennogo deæstviØ v simmetriqnyh prostranstvah E horoxo izvestny [8, str. 187, 189] i mogut byt~ vyraßeny kak v terminah normy operatora rastØßeniØ, tak i v ograniqeniØh na indeksy Boæda. Izuqenie povedeniØ operatorov H i B v drugih, “blizkih” k kraØm xkaly prostranstvah, a imenno v Re^+ H i BMO, opisano v rabotah [7, 9, 10].

PodvodØ itogi vyxeizloßennomu, moßno zametit~, qto dlØ razliqnyh prostranstv vyØsnØlis~ usloviØ ih invariantnosti otnositel~no preobrazovaniæ Hardi i Bellmana ili dokazyvalas~ ih neinvariantnost~. Neinvariantnye otnositel~no operatora Hardi prostranstva “nahodilis~ okolo” L_∞, a neinvariantnye otnositel~no operatora Bellmana – okolo prostranstva

L_1. Pri fftom zakon “iskaßeniØ” prostranstv (naprimer, BMO)

ne issledovalsØ.

206 V. A. RODIN

V nastoØweæ rabote dlØ nekotoryh klassov simmetriqnyh prostranstv, v qastnosti dlØ prostranstv Orliqa, a takße dlØ prostranstv BMO i Re^+ H, dokazana toqnaØ granica smeweniØ prostranstv obrazov operatorov H i B otnositel~no prostranstv opredeleniØ funkciæ f i g.

�ti ØvleniØ voznika¸t pri izuqenii operatorov H i B dlØ funkciæ iz prostranstv, “blizkih” k L_∞ i L_1 sootvetstvenno (sm. Ris. 1, 2). Rabota prodolßaet issledovaniØ, naqatye avtorom v zametke [10].

1. Preobrazovanie Hardi v prostranstvah Orliqa i Marcinkevi-

qa, blizkih k L_∞.

Napomnim opredeleniØ [8].

Vaßnoæ harakteristikoæ simmetriqnogo prostranstva E ØvlØetsØ fundamental~naØ funkciØ ϕ_E (t) = ‖χ_e‖_E , mes e = t, gde χ_e – indikatornaØ funkciØ izmerimogo mnoßestva e. V simmetriqnom prostranstve vsegda moßno sdelat~ ffkvivalentnu¸ perenormirovku tak, qtoby ϕ_E (t) byla vognutoæ funkcieæ.

Dalee vse funkcii iz oblasti opredeleniØ operatorov budem sqitat~ summiruemymi na [0, π], prodolßennymi qetnym obrazom na [−π, π] i 2π-periodiqeskimi. Esli ϕ(t) – vozrasta- ¸waØ na [0, π] funkciØ, to qerez prostranstvo Lorenca Λ(ϕ) [8, str. 160, 162] oboznaqa¸t prostranstvo vseh izmerimyh na [0, π] funkciæ, dlØ kotoryh koneqna norma

‖f‖_{Λ(ϕ)} = π∫ 0 f^∗(t) dϕ(t). (6) Zdes~ i dalee f^∗ – perestanovka funkcii |f(x)| v ubyva¸wem porØdke. Prostranstvo Marcinkeviqa M (ψ) opredelØetsØ dlØ l¸- boæ funkcii ψ(t) ≥ 0 takoæ, qto ψ(t) ↑, a ψ(t)/t ↓ na [0, π].

V fftom sluqae ‖f‖_{M(ψ)} = sup_{0≤τ≤π} τ∫ 0 f^∗(s) ds/ψ(τ ). (7) Sredi simmetriqnyh prostranstv s odinakovoæ fundamental~- noæ funkcieæ naibolee uzkim ØvlØetsØ prostranstvo Lorenca, a

PREOBRAZOVANI˚ HARDI I BELLMANA 207

naibolee xirokim — prostranstvo Marcinkeviqa. DlØ simmetriqnogo E s vognutoæ ϕ_E ime¸t mesto vloßeniØ

Λ(ϕ_E ) ⊂ E ⊂ M (ψ_E ), (8)

gde ψ_E (t) = t/ϕ_E(t). Qerez L_N oboznaqaem prostranstvo Orliqa. Fundamental~naØ funkciØ prostranstva L_N s normoæ L¸ksemburga vyqislØetsØ po formule [11, str. 97]

ϕ_LN (t) = 1/N^{−1}(1/t). (9)

DlØ simmetriqnogo prostranstva E associirovannoe s nim prostranstvo sostoit iz vseh izmerimyh funkciæ g(t), dlØ kotoryh ‖g‖ = sup_{‖f‖} E≤1 π∫ 0 f(t)g(t) dt < ∞. Prostranstvo, associirovannoe s simmetriqnym, samo ØvlØetsØ simmetriqnym. Esli E izometriqno E^{′′}, to prostranstvo E nazyvaetsØ maksimal~nym. Zametim, qto prostranstva Orliqa, Marcinkeviqa i Lorenca ØvlØ¸tsØ maksimal~nymi [8, str. 141].

Teorema 1. 1) DlØ 0 < β < ∞ operator H ograniqenno deæ-

stvuet iz prostranstva Marcinkeviqa M (τ ln^{β eπ}_τ ) v prostranstvo Marcinkeviqa M (τ ln^{1+β eπ}_τ ); 2) operator H neograniqen iz M (τ ln^{β eπ}_τ ) v l¸boe simmetriqnoe prostranstvo E, strogo vloßennoe v M (τ ln^{1+β eπ}_τ ).

Zametim, qto fundamental~naØ funkciØ prostranstva M (τ ln^{β eπ}_τ ) ffkvivalentna funkcii ln^{−β c}_τ . Po fftoæ funkcii i formule (9) moßno opredelit~ prostranstvo Orliqa L_N s N (u)=exp(|u|^{1/β})−1. Izvestno [12, str. 248], qto prostranstvo Orliqa s bystro rastuweæ N -funkcieæ (naprimer, esli dlØ funkcii N vypolneno uslovie Δ_3) sovpadaet s prostranstvom Marcinkeviqa s toæ ße fundamental~noæ funkcieæ. Pofftomu iz teoremy 1 v kaqestve sledstviØ poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2. 1) DlØ 0 < α < ∞ operator H ograniqenno deæstvu-

et iz prostranstva Orliqa L_{N(α)} s N (α)(u) = exp(|u|^α) − 1 v prostranstvo Orliqa L_{N(α)} s N(α)(u) = exp(|u|^{α/(α+1)}) − 1; 2) operator H neograniqen iz L_{N(α)} v l¸boe E, esli simmetriqnoe pro-

208 V. A. RODIN stranstvo E ⊂ L_{N(α)} i vloßenie strogoe. DlØ sluqaØ α = 1 dannoe utverßdenie dokazano v rabote [10]. UtverßdeniØ teorem 1 i 2 spravedlivy i v predel~nom sluqae (β = 0) i (α = ∞).

Teorema 3. 1) Operator H ograniqenno deæstvuet iz L∞ v pro-

stranstvo M (τ ln^{eπ}_τ ) (ili v L_{N(α)} s N (u) = exp |u| − 1); 2) operator H neograniqen iz L_∞ v l¸boe simmetriqnoe prostranstvo E, esli E ⊂ M (τ ln^{eπ}_τ ) i vloßenie strogoe.

UtverßdeniØ teorem 2 i 3 ill¸striru¸tsØ risunkami 1 i 2.

Ris. 1.

Risunok 1 poØsnØet shemu smeweniØ prostranstv Orliqa s bystro rastuwimi N -funkciØmi N (α)(u) = exp(|u|^α)−1 v prostranstva Orliqa s N -funkciØmi, N (α)(u) = exp(|u|^{α/(α+1)}) − 1 s operatorom Hardi. Toqkam A i B sootvetstvuet sluqaæ 0 < α < 1, a toqkam C i D – sluqaæ α > 1. V fftom sluqae α/(α + 1) < 1. DlØ α = ∞ (teorema 3) operator Hardi ograniqenno deæstvuet iz L_∞ v prostranstvo Orliqa s N (u) = exp |u| − 1.

Ris. 2.

LevaØ qast~ risunka 2 poØsnØet deæstvie operatora Bellmana. Toqkam A i C sootvetstvu¸t prostranstva L(ln^+ L)^β i

L(ln^+ L)^{β+1} dlØ 0 < β < ∞ sootvetstvenno. Toqka B soot-

vetstvuet simmetriqnomu prostranstvu iz teoremy 6. PravaØ

PREOBRAZOVANI˚ HARDI I BELLMANA 209

qast~ poØsnØet deæstvie operatora Hardi. Toqki D i F sootvetstvu¸t prostranstvam Orliqa s N -funkciØmi N (α)(u) =

exp(|u|^{α/(α+1)}) − 1 i N (α)(u) = exp(|u|^α) − 1 dlØ 0 < α < ∞ sootvet-

stvenno. Toqka E – simmetriqnomu prostranstvu iz teoremy 2.

Iz teoremy 2 moßno poluqit~ utverßdeniØ o povedenii operatora H v prostranstve BMO.

Teorema 4. Operator H ograniqenno deæstvuet iz BMO v pro-

stranstvo Orliqa L_Φ s Φ(u) = exp |u|^{1/2} − 1 i neograniqen iz BMO v l¸boe simmetriqnoe prostranstvo E, esli E ⊂ L_Φ i vloßenie strogoe.

Zameqanie 1. Iz teoremy 4 sleduet neinvariantnost~ prostranstva BMO otnositel~no operatora H, dokazannaØ B. I. Golubovym [7]. Deæstvitel~no, esli E = L_N s N (u) = exp |u| − 1, to, tak kak L_N ⊂ L_Φ, po teoreme 4 operator H neograniqen iz BMO v

L_N . Neravenstvo Iona–Nirenberga [13, str. 281] moßno inter-

pretirovat~ kak strogoe vloßenie BMO ⊂ L_N , sledovatel~no H ne deæstvuet iz BMO v BMO.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ f ∈ M (ψ) i ‖f‖_{M(ψ)} = 1. Togda, soglasno (7), dlØ l¸bogo τ ∈ [0, π] spravedlivo neravenstvo τ∫ 0 f^∗(t) dt ≤ ψ(τ ). (10) IntegriruØ po qastØm i primenØØ (10), poluqim

|(H_1f)(τ )| = | | | π∫ τ f(t) t dt | | | ≤ ψ(π) π + ψ(τ ) τ + π∫ τ ψ(t) t^2

dt (11)

dlØ τ ∈ (0, π]. Iz (11) sleduet, qto esli ψ_β (τ ) = τ ln^{β eπ}_τ , to dlØ

f ∈ M (ψ_β) spravedlivo neravenstvo |(H_1f)(τ )| ≤ β 1 + β

+ ln^β eπ τ + 1 1 + β ln^{1+β} eπ τ ≤ C ln^{1+β} eπ τ (12)

s absol¸tnoæ konstantoæ C.

Sledovatel~no, τ∫ 0 (H_1f)^∗(t) dt ≤ C τ∫ 0 ln^{1+β} eπ t dt ≤ C_1τ ln^{1+β} eπ τ .

210 V. A. RODIN

Pofftomu, soglasno (7), operator H_1 ograniqenno deæstvuet iz

M (τ ln^{β eπ}_τ ) v M (τ ln^{1+β eπ}_τ ). Soglasno pervomu ravenstvu v (4)

preobrazovanie H otliqaetsØ ot H_1 na operator (V f)(x) = − 1 2π π∫ −π f(x − t) ln | |2 sin t 2 | | dt (13) i ograniqennu¸ dlØ f ∈ L_1 funkci¸ (hf)(x) = π∫ x f(t) ( 1 2 ctg t 2 − 1 t ) dt. (14) DlØ l¸bogo simmetriqnogo prostranstva E po obobwennomu neravenstvu Minkovskogo [8, str. 65] imeem ‖V f‖_E ≤ ‖f‖_E (− 1 2π ) π∫ −π ln | |2 sin t 2 | | dt ≤ C‖f‖_E .

Sledovatel~no, V ograniqenno deæstvuet iz M (τ ln^{β eπ}_τ ) v

M (τ ln^{β eπ}_τ ) i v silu vloßeniØ M (τ ln^{β eπ}_τ ) ⊂ M (τ ln^{1+β eπ}_τ ) ogra-

niqenno deæstvuet v M (τ ln^{1+β eπ}_τ ). Operator h nepreryven iz

L_1 v L_∞. Punkt 1) dokazan. DlØ dokazatel~stva punkta 2) po-

nadobitsØ odno ffkstremal~noe svoæstvo prostranstva Marcinkeviqa [14], ustanovlennoe E. M. Semenovym: esli f^∗_0 – integriruemaØ, poloßitel~naØ nevozrasta¸waØ funkciØ, takaØ, qto 1 t t∫ 0 f^∗_0 (s) ds ∈ E, to imeet mesto vkl¸qenie E ⊇ M (ϕ_0), gde

ϕ_0(τ ) =^τ ∫ 0 f^∗_0 (s) ds.

Predpoloßim, qto operator H ograniqenno deæstvuet iz

M (τ ln^{β eπ}_τ ) v nekotoroe simmetriqnoe prostranstvo E ⊇ M ( τ ln^β eπ τ ) . Togda i operator H_1 ograniqenno deæstvuet v ffto prostranstvo E. Operator H_1 perevodit funkci¸ ln^{β eπ}_t ∈ M (τ ln^{β eπ}_τ ) v funkci¸ ln^{1+β eπ}_t . Esli ffta funkciØ prinadleßit E, to eœ integral~-

PREOBRAZOVANI˚ HARDI I BELLMANA 211

noe srednee ffkvivalentno eæ i takße prinadleßit E i, sledovatel~no, E ⊇ M (ϕ), gde

ϕ(τ ) = τ∫ 0 ln^{1+β} eπ t dt ≈ τ ln^{1+β} eπ τ . Teorema 1, a, sledovatel~no, i teorema 2 dokazany. Dokazatel~stvo teoremy 3. Pust~ f ∈ L∞ i ‖f‖L1 = 1, togda τ∫ 0 f^∗(t) dt < τ , i tak ße, kak v (11), poluqaem |(H_1f)(τ )| ≤ 2 ln^{eπ}_τ .

FunkciØ ln^{eπ}_t leßit v M (τ ln^{eπ}_τ ). Punkt 1) teoremy 3 dokazan. DlØ dokazatel~stva vtoroæ qasti otmetim, qto operator H perevodit funkci¸ f(t) ≡ 1 v funkci¸, ffkvivalentnu¸ ln^π_t . Esli ffta funkciØ prinadleßit E, to i eœ integral~noe srednee takße prinadleßit E. Teorema dokazana.

2. Preobrazovanie Bellmana v prostranstvah Orliqa i Lorenca,

blizkih k L_1.

Soglasno (4), operator Bellmana B otliqaetsØ ot operatora

Hardi–Littlvuda (H_2g)(x) =^1_x^x ∫ 0 g(t) dt na operator V , kotoryæ

nepreryvno deæstvuet v simmetriqnom prostranstve E, i ograniqennu¸ funkci¸ h. Izvestno, qto operatory H_1 i H_2 ØvlØ¸tsØ soprØßœnnymi operatorami, a prostranstvo Marcinkeviqa (7) ØvlØetsØ soprØßœnnym k prostranstvu Lorenca (6) [8, str. 54]. V svØzi s fftim ot operatora Bellmana estestvenno oßidat~ rezul~tatov, dvoæstvennyh k teoremam 1–4.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 5. 1) DlØ 0 < β < ∞ operator B ograniqenno deæstvu-

et iz prostranstva Lorenca Λ(ϕ_{1+β}) v prostranstvo Λ(ϕ_β ), gde ϕ_β(τ ) = τ ln^{β eπ}_τ ; 2) operator B neograniqen iz l¸bogo simmetriqnogo prostranstva F , esli F ⊃ Λ(ϕ_{1+β}) i vloßenie strogoe, v prostranstvo Λ(ϕ_β).

Fundamental~naØ funkciØ prostranstva Lorenca Λ(ϕ_β) ffkvivalentna funkcii t ln^{β eπ}_t . Po fftoæ funkcii i (9) opredelim prostranstvo Orliqa L_{M(β)} s M (β)(u) = u(ln^+(u + 1))^β . Prostranstvo Orliqa s dannoæ M -funkcieæ sovpadaet s prostranstvom Lorenca Λ(ϕ_β) [12, str. 249]. Pofftomu spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

212 V. A. RODIN

Teorema 6. 1) DlØ 0 < β < ∞ operator B ograniqenno deæstvu-

et iz prostranstva Orliqa L(ln^+ L)^{1+β} v prostranstvo Orliqa L(ln^+ L)^β ; 2) operator B neograniqen iz simmetriqnogo prostranstva F v L(ln^+ L)^β v tom sluqae, esli F ⊃ L(ln^+ L)^{1+β} i vloßenie strogoe.

Teorema 7. Operator Bellmana B ograniqen iz prostranstva

Orliqa L(ln^+ L) v L_1 i neograniqen iz proizvol~nogo simmetriqnogo prostranstva F v L_1, esli F ⊃ L(ln^+ L) i vloßenie strogoe.

Risunok 2 ill¸striruet utverßdeniØ teorem 6 i 7. Teorema 8. 1) Operator B ograniqen iz prostranstva L(ln^+ L)^2

v prostranstvo Re^+ H; 2) operator B neograniqen iz l¸bogo simmetriqnogo F v Re^+ H, esli spravedlivo strogoe vloßenie F ⊃ L(ln^+ L)^2.

Zameqanie 2. Iz teoremy 8 sleduet izvestnaØ neinvariantnost~ prostranstva Re^+ H otnositel~no operatora B [7, 9]. Deæstvitel~no, esli v kaqestve F voz~mem prostranstvo L(ln^+ L), to operator B neograniqen iz L(ln^+ L) v Re^+ H. Tak kak imeet mesto vloßenie L(ln^+ L) ⊂ Re^+ H, to tem bolee B neograniqen iz Re^+ H v Re^+ H.

Zameqanie 3. Kak otmeqeno v rabote [9], ograniqeniØ na funkcii f i g, zadavavxiesØ ravenstvami (1) i (3), mogut byt~ snØty s pomow~¸ razloßeniØ ih na poloßitel~nu¸ i otricatel~nu¸ qasti blagodarØ lineænosti operatorov H i B. DlØ korrektnogo opredeleniØ operatora B neobhodimo na funkci¸ g nakladyvat~ takie usloviØ, qtoby byl koneqen integral^1_x^x ∫ 0 g(t) dt = (H_2g)(x).

Izvestno, qto H_2g ∈ L_1, esli g ∈ L(ln^+ L) [15, str. 460, Ris. 2].

Avtor vyraßaet blagodarnost~ B. I. Golubovu za predostavlennu¸ im informaci¸ i vnimanie.

Literatura

1. G. H. Hardy, Notes on some points in the integral calculus. — Messeuger Math.

58 (1928), 50–52.

2. R. Bellman, A note on a theorem of Hardy on Fourier constants. — Bull. Am.

Math. Soc. 50 (1994), 741–744.

3. E. Alxynbaeva, Preobrazovanie kofffficientov Fur~e nekotoryh klassov funkciæ. — Matem. zametki 25, No. 5 (1979), 645–651.

PREOBRAZOVANI˚ HARDI I BELLMANA 213

4. E. Alxynbaeva, O preobrazovaniØh kofffficientov Fur~e nekotoryh klassov funkciæ. Avtoref. diss. k.f.-m.n., Tbilisi (1979).

5. K. C. Andersen, On the transformation of Fourier coefficients of certain classes of functions. — Pacific. J. Math. 100, No. 2 (1982), 243–248.

6. O. ˚. BerqiØn, O preobrazovaniØh Hardi i Bellmana kofffficientov Fur~e funkciæ iz simmetriqnyh prostranstv. — Matem. zametki 53, No. 4 (1993), 3–12.

7. B. I. Golubov, O preobrazovaniØh Hardi i Bellmana prostranstva VMO.

— V kn.: Nekotorye problemy sovremennoæ matematiki i ih priloßeniØ k zadaqam fiziki i mehaniki. MFTI, Moskva 1995, s. 56–64.

8. S. G. Kreæn, ı. I. Petunin, E. M. Semenov, InterpolØciØ lineænyh operatorov. Nauka, M. (1978).

9. V. I. Golubov, Ograniqennost~ operatorov Hardi i Hardi–Littlvuda v prostranstvah Re H i BMO. — Matem. sbornik 185, No. 11 (1994), 31–40.

10. V. A. Rodin, K voprosu o preobrazovanii Hardi prostranstva BMO. —

Phystech J. 3, No. 4 (1997), 79–83.

11. M. A. Krasnosel~skiæ, ˚. B. Rutickiæ, Vypuklye funkcii i prostranstva Orliqa. Fizmatgiz, M. (1953).

12. V. A. Andrienko, Teoremy vloßeniØ dlØ funkcii odnogo peremennogo. — V kn.: Itogi nauki “Matematiqeskiæ analiz, 1970”. Moskva (1971).

13. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. Mir, M. (1984). 14. V. A. Rodin, E. M. Semenov, RØdy Rademahera v simmetriqnyh prostranstvah. — Anal. Math. 1, No. 3 (1975), 207–222.

15. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy T. 2. Mir, M. (1965).

Rodin V.A. Hardy and Bellman transformations in spaces close to L_∞ and to L_1.

Replacement of the coefficients of a trigonometric series by their arithmetic averages gives rise to the Hardy operator. The Bellman operator is its adjoint. The spaces L_p with p ∈ [1, ∞) are invariant under the Hardy transformation. This result was proved by Hardy. On the other hand, the space L_∞ is not invariant under the Hardy transformation and L_1 is not invariant under the Bellman transformation. B. I. Golubov has proved that the space BMO is not invariant under the Hardy transformation and Re^+ H is not invariant under the Bellman operator. In the present paper the exact “shift” of the domain under the action of these operators is described for certain Orlicz, Lorenz, Marcinkiewicz spaces, BMO, and Re^+ H. For the Hardy operator this shift occurs if the domain is close to L_∞, and for the Bellman operator if the domain is close to L_1.

Postupilo 5 aprelØ 1999 g.

Voroneßskiæ gosudarstvennyæ universitet, kafedra teorii funkciæ i geometrii

rodin@func.vsu.ru rodin v@mail.ru