Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

O. Semenova O PORISTOSTI PREDEL^NOGO MNOȷESTVA I OGRANIQENNOSTI OSCILL˚CII FUNKCII

log(dist (X, Λ)) V SLUQAE FUKSOVO` GRUPPY

BEZ PARABOLIQESKIH �LEMENTOV Vvedenie.

Naliqie u podmnoßestva ediniqnoæ okrußnosti svoæstva poristosti pozvolØet dovol~no legko dokazyvat~ ograniqennost~ oscillØcii funkcii, ravnoæ logarifmu rasstoØniØ do fftogo mnoßestva.

Utverßdenie o poristosti predel~nogo mnoßestva qisto giperboliqeskoæ koneqno poroßdennoæ fuksovoæ gruppy vtorogo roda privedeno v rabote [2], odnako dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ, izloßennoe v stat~e [2], nalagaet ewe odno, ne otmeqennoe v fftoæ stat~e, trebovanie na gruppu: sleduet dopolnitel~no predpoloßit~ suwestvovanie fundamental~nogo mnogougol~nika bez verxin v otkrytom ediniqnom kruge kompleksnoæ ploskosti. Tem ne menee, utverßdenie o poristosti predel~nogo mnoßestva vypolnØetsØ dlØ vsØkoæ koneqno poroßdennoæ gruppy vtorogo roda bez paraboliqeskih fflementov, nezavisimo ot suwestvovaniØ u fftoæ gruppy fundamental~nogo mnogougol~nika special~nogo vida. OsnovnaØ cel~ nastoØweæ stat~i – dokazat~ ffto utverßdenie i, tem samym, ne tol~ko ispravit~ netoqnost~ v rabote [2], no i obobwit~ utverßdenie raboty [2] na samyæ xirokiæ klass koneqno poroßdennyh fuksovyh grupp, v kotorom dannoe utverßdenie moßet vypolnØt~sØ.

Privedem teper~ toqnye formulirovki osnovnyh rezul~tatov stat~i i nekotorye neobhodimye poØsneniØ.

Formulirovki osnovnyh rezul~tatov.

Mnoßestvo K na ediniqnoæ okrußnosti T nazyvaem poristym, esli suwestvuet takoe poloßitel~noe qislo δ, qto dlØ l¸boæ dugi I ediniqnoæ okrußnosti naædetsØ duga J, soderßawaØsØ v I \ K i udovletvorØ¸waØ uslovi¸ |J| ¿ δ|I|. Zdes~ |J| 214

O PORISTOSTI PREDEL^NOGO MNOȷESTVA 215 oboznaqaet dlinu dugi J.

Osnovnye utverßdeniØ raboty predstavlØ¸t soboæ sledu¸- wie teoremy I i II.

Teorema I. Pust~ G – koneqno poroßdennaØ fuksova gruppa vto-

rogo roda, invariantnyæ krug kotoroæ – ffto ediniqnyæ krug Δ kompleksnoæ ploskosti. Predpoloßim takße, qto G ne soderßit paraboliqeskih fflementov. Togda predel~noe mnoßestvo gruppy G ØvlØetsØ poristym.

Dalee simvol Λ oboznaqaet predel~noe mnoßestvo gruppy G.

Teorema II. FunkciØ log(dist (x, Λ)) prinadleßit klassu VMO(T).

Zdes~ oboznaqenie dist (x, Λ) otveqaet rasstoØni¸ meßdu toqkoæ x ediniqnoæ okrußnosti i podmnoßestvom Λ ediniqnoæ okrußnosti, poroßdennomu metrikoæ dlina dugi.

Na protØßenii vseæ stat~i simvoly K i diam(K) oboznaqa¸t sootvetstvenno evklidovo zamykanie mnoßestva K v zamknutom ediniqnom kruge i evklidov diametr fftogo mnoßestva.

Plan deæstviæ.

V stat~e [2] privoditsØ sledu¸wee utverßdenie: Pust~ X – poristoe podmnoßestvo ediniqnoæ okrußnosti T.

Togda suwestvuet poloßitel~noe qislo C, zavisØwee tol~ko ot X, pri kotorom dlØ vsØkoæ dugi I, takoæ qto I ∩ X ≠ ?, spravedliva ocenka: ∫ I | log(dist (x, X)) − log |I| | |dx| 6 C|I|. S uqetom fftogo utverßdeniØ teorema II ØvlØetsØ neposredstvennym sledstviem teoremy I, pofftomu vsØ sledu¸waØ qast~ stat~i posvØwena dokazatel~stvu teoremy I.

V rabote [2] pri dokazatel~stve utverßdeniØ, analogiqnogo teoreme I, bylo pokazano, qto poristost~ predel~nogo mnoßestva fuksovoæ gruppy est~ sledstvie suwestvovaniØ dlØ takoæ gruppy giperboliqeski vypuklogo mnogougol~nika D, oblada¸- wego sledu¸wimi svoæstvami a)–f):

a) Δ ⊆ ⋃ g∈G g( D );

216 O. SEMENOVA

b) mnogougol~nik D imeet lix~ koneqnoe qislo verxin;

c) vse verxiny mnogougol~nika D leßat na ediniqnoæ okrußnosti;

d) vsØkaØ svØznaØ komponenta mnoßestva D∩T ØvlØetsØ nevyroßdennoæ dugoæ, to est~ dugoæ poloßitel~noæ dliny;

e) mnogougol~nik D leßit v regulØrnoæ oblasti gruppy G, to est~ D ∩ Λ = ?;

f) dlØ l¸bogo poloßitel~nogo qisla ε neravenstvo diam(g( D )) ¿ ε verno lix~ dlØ koneqnogo qisla fflementov g gruppy D.

Esli v kaqestve D rassmatrivat~ vypuklyæ fundamental~nyæ mnogougol~nik P , kak ffto bylo sdelano v rabote [2], to sleduet predpoloßit~ dopolnitel~no, qto P ne imeet verxin v otkrytom ediniqnom kruge. Cel~ vseæ posledu¸weæ deØtel~nosti – v usloviØh teoremy I, to est~ nezavisimo ot suwestvovaniØ u gruppy fundamental~nogo mnogougol~nika special~nogo vida, dokazat~ suwestvovanie mnogougol~nika D, udovletvorØ¸wego vyxepereqislennym trebovaniØm a)–f).

Dokazatel~stvo teoremy I.

Tak kak gruppa G ne soderßit paraboliqeskih fflementov i ØvlØetsØ koneqno poroßdennoæ, teoremy 9.4.5 i 10.1.2, dokazannye v knige [1], garantiru¸t suwestvovanie dlØ gruppy G fundamental~nogo mnogougol~nika, ustroennogo sledu¸wim obrazom. Pereseqenie evklidova zamykaniØ fftogo mnogougol~nika s ediniqnoæ okrußnost~¸ soderßitsØ v regulØrnoæ oblasti gruppy i predstavlØet soboæ koneqnoe ob¨edinenie nevyroßdennyh dug. Zafiksiruem za takim mnogougol~nikom oboznaqenie P .

Poloßim

G_∗ = { g ∈ G : g( P ) ∩ P ≠ ? } , G^n_∗ = {g_n ∘ . . . ∘ g_1 : g_1, . . . , g_n ∈ G_∗} dlØ n ∈ N, G^0_∗ = {id}. (1) V silu vybora mnogougol~nika P moßno utverßdat~, qto G_∗ sovpadaet s naborom {g ∈ G : g( P ) ∩ P ∩ Δ ≠ ?}, a posledniæ nabor

O PORISTOSTI PREDEL^NOGO MNOȷESTVA 217 koneqen v silu koneqnoæ poroßdennosti gruppy G (sm., naprimer, teoremy 9.2.7 i 10.1.2 iz [1]). Opredelim vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ zamknutyh podmnoßestv ediniqnoæ okrußnosti:

K_0 = P ∩ T,

K_n = G^n_∗ (K_0) = = ⋃ { g_n ∘ . . . ∘ g_1( P ) : g_1, . . . , g_n ∈ G_∗ } dlØ n ∈ N. (2)

Nas budut interesovat~ svoæstva mnoßestv K_n i ih giperboliqeski vypuklyh oboloqek Conv (K_n).

Lemma 1. DlØ kaßdogo natural~nogo qisla n spravedlivy sledu-

¸wie utverßdeniØ:

(I) mnoßestvo K_n leßit v regulØrnoæ oblasti gruppy G i predstavlØet soboæ koneqnoe ob¨edinenie zamknutyh dug ediniqnoæ okrußnosti. Vse ffti dugi ØvlØ¸tsØ nevyroßdennymi;

(II) mnoßestvo Conv (K_n) ØvlØetsØ kompaktom, soderßawimsØ v regulØrnoæ oblasti gruppy G, to est~

Conv (K_n) = Cl (Conv (K_n)) ⊆ Δ \ Λ.

Dokazatel~stvo. (I). V silu vybora mnogougol~nika P mnoße-

stvo P ∩T leßit v dopolnenii k predel~nomu mnoßestvu, znaqit, i vsØkoe mnoßestvo K_n, buduqi ob¨edineniem obrazov mnoßestva P ∩ T, leßit v Δ \ Λ. Krome togo, mnoßestvo P ∩ T predstavlØet soboæ koneqnoe ob¨edinenie nevyroßdennyh dug, sledovatel~no, i vse mnoßestva K_n ime¸t tot ße vid, poskol~ku K_n = C^n_∗ ( P ∩ T), a G^n_∗ predstavlØet soboæ koneqnyæ nabor fflementov gruppy G.

(II). V silu predyduwego punkta vse mnoßestva K_n ØvlØ- ¸tsØ kompaktami. Znaqit, ih vypuklye oboloqki takße kompaktny. Predel~noe mnoßestvo fuksovoæ gruppy ØvlØetsØ podmnoßestvom ediniqnoæ okrußnosti, pofftomu (Conv (K_n)) ∩ Λ = (Conv (K_n)) ∩ Λ ∩ T = (Conv (K_n) ∩ T) ∩ Λ = K_n ∩ Λ = ?, poslednee iz napisannyh ravenstv vypolnØetsØ v silu punkta (I).

218 O. SEMENOVA

Lemma 2. V usloviØh teoremy (I) naædutsØ takie natural~nye

qisla M i N , qto vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ:

P ⊆ Conv (K_N ) ⊆ G^M_∗ ( P ).

Dokazatel~stvo. Po lemme 1 dlØ l¸bogo natural~nogo n mnoße-

stvo Conv (K_n) est~ kompakt, soderßawiæsØ v regulØrnoæ oblasti gruppy G, pofftomu mnoßestvo Conv (K_n) peresekaetsØ lix~ s koneqnym naborom g_1(P ), . . . , g_{m(n)}(P ) obrazov zamykaniØ fundamental~nogo mnogougol~nika. No nabor {g(P )}_{g∈G} obrazuet pokrytie mnoßestva Δ\ Λ, znaqit, Conv (K_n) ⊆ g_1(P ) ∪ . . .∪ g_{m(n)}(P ).

Kak izvestno, nabor G_∗ poroßdaet gruppu G, pofftomu dlØ nekotorogo natural~nogo qisla M (n) vypolnØetsØ uslovie

g_1(P ) ∪ . . . ∪ g_{m(n)}(P ) ⊆ G^{M(n)}_∗ (P ).

Takim obrazom, dlØ l¸bogo natural~nogo n suwestvuet natural~noe qislo M (n), dlØ kotorogo spravedlivo sootnoxenie Conv (K_N ) ⊆ G^{M(n)}_∗ (P ).

DlØ togo, qtoby proverit~ uslovie P ⊆ Conv (K_N ) pri nekotorom natural~nom N , dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto sovokupnost~ mnoßestv {Conv (K_n)}_{n∈}N obrazuet pokrytie otkrytogo ediniqnogo kruga. Togda, poskol~ku K_{n−1} ⊆ K_n dlØ vsØkogo natural~nogo n, a mnoßestvo V verxin mnogougol~nika P koneqno, dolßno vypolnØt~sØ uslovie V ∩ Δ ⊆ Conv (K_N ) dlØ nekotorogo natural~nogo N . No mnogougol~nik P ØvlØetsØ vypuklym, pofftomu P = Conv ( ( P ∩ T) ∪ (V ∩ Δ) ) ⊆ Conv (K_0 ∪ K_N ) ⊆ Conv (K_N ).

Itak, pokaßem, qto sovokupnost~ mnoßestv {Conv (K_n)}_{n∈}N obrazuet pokrytie otkrytogo ediniqnogo kruga. DlØ fftogo vospol~zuemsØ sledu¸wim utverßdeniem.

Lemma 3. Pust~ G – proizvol~naØ fuksova gruppa, P – ee vypu-

klyæ fundamental~nyæ mnogougol~nik, mnoßestva K_n opredeleny sootnoxeniØmi (2). Togda imeet mesto vkl¸qenie: 0 ∈ ∞⋃ n=1 Conv (K_n).

To, qto lemma 3 vleqet neobhodimoe dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 2 utverßdenie, predstavlØetsØ dostatoqno oqe-

O PORISTOSTI PREDEL^NOGO MNOȷESTVA 219 vidnym: esli x – proizvol~naØ toqka otkrytogo ediniqnogo kruga, to rassmotrim gruppu h^{−1}Gh s fundamental~nym mnogougol~- nikom h^{−1}P , gde h ffto mëbiusovo preobrazovanie, sohranØ¸wee ediniqnu¸ okrußnost~ i perevodØwee toqku 0 v toqku x. Primeniv lemmu 3 k gruppe h^{−1}Gh, poluqaem 0 ∈ ∞⋃ n=1 Conv (h^{−1}K_n).

Poskol~ku h ØvlØetsØ izometrieæ giperboliqeskoæ ploskosti, iz poslednego sootnoxeniØ vytekaet: x = h(0) ∈ h (_∞⋃ n=1 Conv (h^{−1}K_n) ) =

= ∞⋃ n=1 Conv (hh^{−1}K_n) = ∞⋃ n=1 Conv (K_n).

Takim obrazom, nabor {Conv (K_n)}_{n∈}N obrazuet pokrytie ediniqnogo kruga, i lemma 2 dokazana.

DlØ dokazatel~stva lemmy 3 dostatoqno naæti takie fflementy g_1, g_2, g_3, g_4 gruppy G, dlØ kotoryh imeet mesto vkl¸qenie

0 ∈ Conv ( g_1 ( P ∩ T ) ∪ . . . ∪ g_4 ( P ∩ T )) . (3)

Togda, poskol~ku G_∗ poroßdaet gruppu G, dlØ nekotorogo natural~nogo qisla l vypolnØetsØ uslovie g_1, g_2, g_3, g_4 ∈ G^l_∗, pofftomu 0 ∈ Conv ( G^l_∗ ( P ∩ T )) = Conv (K_l). Itak, pred¨Øvim fflementy, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (3).

Oboznaqim qerez T_1, . . . , T_4 otkrytye dugi ediniqnoæ okrußnosti dlinoæ π/4, zakl¸qennye meßdu toqkami 1, i, −1, −i (T_1 soedinØet toqki 1, i; T_2 soedinØet toqki i, −1; i t.d.). DlØ k = 1, . . . , 4 v kaqestve g_k vyberem l¸boæ fflement gruppy G, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ g_k( P ) ∩ T_k ≠ ?. Togda fflementy g_1, . . . , g_4 – iskomye. Deæstvitel~no, vyberem proizvol~nu¸ toqku mnoßestva g_k( P ) ∩ T_k, nazvav ee a_k. Togda Re a_1 > 0, Re a_2 < 0, geodeziqeskaØ geod (a_1, a_2), soedinØ¸waØ toqki a_1 i a_2, peresekaet mnimu¸ os~ v nekotoroæ toqke ib_+. GeodeziqeskaØ geod (i, −i), soedinØ¸waØ toqki i i −i, sovpadaet s otrezkom mnimoæ osi, zakl¸qennym meßdu fftimi toqkami, takim obrazom, vypolnØetsØ uslovie geod (a_1, a_2) ∩ geod (i, −i) = {ib_+}. Analogiqno, vypolnØetsØ uslovie geod (a_3, a_4) ∩ geod (i, −i) = {ib_−}, gde b_− – nekotoroe

220 O. SEMENOVA vewestvennoe qislo. Pri fftom geod (a_1, a_2) leßit v verhneæ poluploskosti, a geod (a_3, a_4) – v nißneæ, pofftomu b_+ – poloßitel~noe qislo, a b_− – otricatel~noe. Znaqit, toqka 0 leßit na otrezke geodeziqeskoæ geod (b_+, b_−), soedinØ¸weæ toqki b_+ i b_−. Privedennye soobraßeniØ opravdyva¸t sledu¸wu¸ cep~ vkl¸qeniæ:

0 ∈ geod (b_+, b_−) = Conv ( {b_+, b_−} ) = Conv ( {geod (a_1, a_2) ∩ geod (i, −i), geod (a_3, a_4) ∩ geod (i, −i)} ) ⊆ ⊆ Conv (geod (a_1, a_2) ∪ geod (a_3, a_4)) =

= Conv ({a_1, a_2, a_3, a_4}) ⊂ Conv

(_4⋃ k=1 g_k( P ) ∩ T ) . Lemma 3 tem samym dokazana.

Lemma 4. V usloviØh teoremy (1) dlØ l¸bogo poloßitel~nogo

qisla ε i kaßdogo natural~nogo qisla n neravenstvo

diam ( f ( G^n_∗ ( P ))) ¿ ε vypolnØetsØ lix~ dlØ koneqnogo nabora fflementov f gruppy G.

Dokazatel~stvo. Pokaßem snaqala, qto dlØ kaßdogo natural~-

nogo n, l¸bogo fflementa f gruppy G i proizvol~noæ toqki x mnoßestva f(G^n_∗ ( P )) spravedliva sledu¸waØ ocenka:

dist ( x, f ( G^{n−1}_∗ ( P ))) 6 max^{diam^(f^(g^( P^{)))} : g ∈ G^n_∗^} . (4)

V fftom punkte dist (x, X) – evklidovo rasstoØnie meßdu toqkoæ x i mnoßestvom X, soderßawimisØ v ediniqnom kruge. Esli x – proizvol~naØ toqka mnoßestva f(G^n_∗ ( P )), to naædetsØ takoæ fflement g nabora G^n_∗ ( P ), qto x ∈ fg( P ). Legko videt~, qto vsledstvie prinadleßnosti fflementa g naboru G^n_∗ vypolnØetsØ uslovie g( P ) ∩ G^{n−1}_∗ ( P ) ≠ ?, pofftomu fg( P ) ∩ f(G^{n−1}_∗ ( P )) ≠ ?, sledovatel~no,

dist ( x, f ( G^{n−1}_∗ ( P ))) 6 diam^(f^(g^( P^{)))} 6 6 max^{diam^(f^(h^( P^{)))} : h ∈ G^n_∗^} .

Ispol~zuØ neravenstvo (4), dlØ proizvol~noæ toqki x mnoßestva f(G^n_∗ ( P )) legko ustanovit~ sledu¸wu¸ ocenku:

dist ( x, f( P ) ) = dist ( x, f(G^0_∗( P )) ) 6

O PORISTOSTI PREDEL^NOGO MNOȷESTVA 221

6 (n + 1) · max^{diam^(f^(g^( P^{)))} : g ∈ G^n_∗^} .

Vsledstvie fftoæ ocenki dlØ l¸byh toqek x i y mnoßestva f(G^n_∗ ( P )) spravedlivo neravenstvo: |x − y| 6 dist ( x, f ( P )) + diam ( f ( P )) + dist ( y, f ( P )) 6 6 (2n + 1) · max^{diam^(f^(g^( P^{)))} : g ∈ G^n_∗^} ,

otkuda sleduet diam ( f ( G^n_∗ ( P ))) 6 6 (2n + 1) · max^{diam^(f^(g^( P^{)))} : g ∈ G^n_∗^} . (5)

Kak izvestno (sm. [1], §9.3, utverßdenie (7)), dlØ l¸bogo poloßitel~nogo qisla ε neravenstvo diam(h( P )) ¿ ε vypolnØetsØ lix~ dlØ koneqnogo nabora fflementov h gruppy G. DlØ kaßdogo natural~nogo n nabor G^n_∗ predstavlØet soboæ koneqnoe mnoßestvo. Pofftomu pri fiksirovannom n neravenstvo max { diam ( f ( g ( P ))) : g ∈ G^n_∗ } ¿^ε_{2n + 1}

verno lix~ dlØ koneqnogo nabora fflementov f gruppy G. Iz neravenstva (5) i poslednego zameqaniØ vytekaet trebuemoe utverßdenie. Lemma 4 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy I. Poloßim D = Conv (KN ), gde N –

natural~noe qislo, opredelennoe v lemme 2. Proverim, qto mnogougol~nik D obladaet svoæstvami a)–f).

V silu lemmy 2 vypolnØetsØ uslovie P ⊆ Conv (K_N ) = D, vsledstvie qego Δ ⊆ ⋃ g∈G g( P ) ⊆ ⋃ g∈G g( D ). Tem samym provereno uslovie a).

Po lemme 1 mnoßestvo K_N est~ koneqnoe ob¨edinenie dug ediniqnoæ okrußnosti, znaqit, dopolnenie mnoßestva K_N otnositel~no okrußnosti predstavlØet soboæ mnoßestvo takogo ße vida. Pust~ dopolnenie mnoßestva K_N v T est~ diz¨¸nktnoe ob¨- edinenie dug l_1, . . . , l_m, i dlØ j = 1, . . . , m geodeziqeskaØ s temi ße koncami, qto i duga l_j , est~ γ_j . Togda mnoßestvo D predstavlØet soboæ mnogougol~nik, granica kotorogo ØvlØetsØ ob¨edineniem

222 O. SEMENOVA mnoßestva K_N i geodeziqeskih γ_1, . . . , γ_m. S uqetom fftogo zameqaniØ vypolnenie usloviæ b) i c) oqevidno.

TrebovaniØ d) i e) udovletvorØ¸tsØ v silu, sootvetstvenno, pervogo i vtorogo punkta lemmy 1.

Vsledstvie lemmy 2 spravedlivo neravenstvo

diam ( g ( D )) = diam(g (Conv (K_N ))) 6 diam ( g ( G^M_∗ ( P ))) . No po lemme 4 neravenstvo diam ( g ( G^M_∗ ( P ))) ¿ ε vypolnØetsØ

lix~ dlØ koneqnogo nabora fflementov g gruppy G, pofftomu vypolnØetsØ trebovanie f). Teorema dokazana.

Literatura

1. A. Berdon, GeometriØ diskretnyh grupp. Nauka, M. (1986). 2. O. L. Semenova, Odno svoæstvo qisto giperboliqeskih fuksovyh grupp vtorogo roda. — Zap. nauqn. semin. LOMI 255 (1998), 177–183.

Semenova O. On the porosity of the limit set and the boundedness of the oscillation of the function log(dist (X, Λ)) in the case of a Fucshian group without parabolic elements.

Let Λ be the limit set of a finitely generated Fucshian group of the second kind. If the group does not contain parabolic elements, then Λ is porous and the function log(dist (X, Λ)) belongs to the class BMO.

Postupilo 2 i¸nØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

o semenova@mail.ru