Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

M. A. Skopina O POLINOMIAL^NYH BAZISAH V PROSTRANSTVE C[−1, 1]

Zadaqa o suwestvovanii i postroenii bazisa (ortogonal~nogo bazisa) v C[a, b], sostoØwego iz polinomov s minimal~no vozmoßnym rostom stepeneæ, byla postavlena P. L. Ul~Ønovym [1] v 1961 g. IssledovaniØ mnogih avtorov posvØweny fftoæ probleme. Podrobnoe izloßenie istorii voprosa privedeno, naprimer, v [2], my otmetim lix~ ee kl¸qevye momenty. V 1914 g. G. Faber [3] dokazal, qto ne suwestvuet posledovatel~nosti algebraiqeskih mnogoqlenov P_n stepeni n, obrazu¸wih bazis v C[a, b]. V [4] Al. A. Privalov usilil fftot rezul~tat, pokazav, qto esli

P_n obrazu¸t bazis v C[a, b], to suwestvuet takoe ε > 0, qto ste-

pen~ P_n ne men~xe n(1 + ε) dlØ n ¿ n_0. A v [5] on ustanovil okonqatel~nost~ fftoæ ocenki, postroiv primer polinomial~nogo bazisa, stepeni kotorogo rastut ne bystree, qem n(1 + ε). Odnako fftot bazis ne byl ortogonal~nym. Parallel~no rassmatrivalas~ analogiqnaØ zadaqa dlØ trigonometriqeskih polinomov. Ee udalos~ rexit~ blagodarØ ispol~zovani¸ vspleskov. D. Offin, K. Oskolkov [6] zametili, qto neznaqitel~naØ modifikaciØ vspleskov Meæera daet ortogonal~nyæ bazis, v kotorom stepen~ polinomov lix~ v dva raza prevyxaet minimal~nu¸. Zameniv obyqnoe vsplesk-razloßenie na paket vspleskov, R. A. Lorenc, A. A. SaakØn [7] okonqatel~no rexili zadaqu dlØ trigonometriqeskih polinomov. Perenesti fftot rezul~tat na otrezok s pomow~¸ standartnogo metoda inducirovannyh funkciæ ne udaetsØ. V rabote T. Kilgore, ˚. Prestina, K. Seliß [8] zadaqa rexena dlØ algebraiqeskih mnogoqlenov, ortogonal~nyh s vesom Qebyxeva pervogo roda. DlØ mnogoqlenov, ortogonal~nyh bez vesa, do sih por vopros ostavalsØ otkrytym.

Teorema 1. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet posledovatel~nost~ al-

gebraiqeskih mnogoqlenov T_n stepeni ne vyxe n(1 + ε), obrazu¸wih

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh islledovaniæ, grant 97-01-00443. 223

224 M. A. SKOPINA

ortogonal~nyæ bazis v prostranstve C[−1, 1].

Postroenie bazisa osuwestvlØetsØ po toæ ße sheme, qto i v trigonometriqeskom sluqae. Bazisy vspleskov svØzany s konstrukcieæ kratnomasxtabnogo analiza. Qtoby rasprostranit~ fftu konstrukci¸ na proizvol~noe gil~bertovo prostranstvo, opredelim obobwennye operatory sdviga S_j sledu¸wim obrazom. Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo so skalØrnym proizvedeniem ⟨f, g⟩, {X_n}^∞_{n=−∞} – ortonormirovannyæ bazis v H. Esli

f ∈ H, to f = ∑ k ^f (k)X_k, gde ^f (k) = ⟨f, X_k⟩. DlØ kaßdogo neotri-

catel~nogo celogo j poloßim

S_j f = ∑ k∈Z^{e2πi2�j k ^f (k)Xk.} Teorema 2. Pust~ Gj ∈ H, j ∈ Z+, Vj = span{S^n_j Gj, n = 0, . . . , 2^j − 1}.

Esli kofffficienty Fur~e G_j udovletvorØ¸t usloviØm:

G1.^^G0(k) = 0 dlØ l¸bogo k ≠ 0;

G2. dlØ l¸bogo j ∈ Z+ i l¸bogo k = 0, . . . , 2^j − 1 suwestvu-

et takoe m ∈ Z, qto ^G_j(2^jm + k) ≠ 0;

G3. dlØ l¸bogo k ∈ Z suwestvuet takoe j ∈ Z+, qto

^G_j (k) ≠ 0;

G4. dlØ l¸bogo j = 1, 2, . . . i l¸bogo k ∈ Zsuwestvuet

takoe kompleksnoe qislo δ^j_k, qto ^G_{j−1}(2^j m + k) = δ^j_k ^G_j(2^j m + k) dlØ vseh m ∈ Z, to: 1. {S^n_j G_j}^{2j −1}_{n=0} – bazis v V_j, fftot bazis ØvlØetsØ ortonormirovannym togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh k ∈ Z ∑ m∈Z^{| ^Gj(2j m + k)|2 = 2−j; (1)} 2. V_j ⊂ V_{j+1} dlØ l¸bogo j ∈ Z_+;

3.^∞ ⋃ j=0 V_j plotno v H.

Semeæstvo podprostranstv V_j, udovletvorØ¸wih usloviØm 1–3, nazovem kratnomasxtabnym analizom v H. Poloßim λ^j_r = e^{2πi2} �j δ^j_{r+2j}�_1 i oboznaqim qerez Δ_k i Λ_k, k ∈ Z_+, mul~tiplikato-

ry, zadannye na H i opredelØemye sootvetstvenno ravenstvami

O POLINOMIAL^NYH BAZISAH 225 ^Δ_kf (r) = δk_r ^f (r), ^Λ_kf (r) = λk_r ^f (r). Poloßim

H_j = Λ_{j+1}G_{j+1}, W_j = span { S^n_j H_j, n = 0, . . . , 2^j − 1 } dlØ j ∈ Z_+. Dalee zafiksiruem natural~noe s. DlØ kaßdogo celogo j ¿ s i ν = (ν_{j−s+1}, . . . , ν_j), gde ν_k prinimaet znaqeniØ 0 i 1, poloßim

H^ν_j = j∏ k=j−s+1 Δ^{νk}_k Λ^{1−νk}_k H_j, W^ν_j = span { S^n_{j−s} H^ν_j , n = 0, . . . , 2^{j−s}−1 } . Sovokupnost~ fflementov H^ν_j nazovem paketom vspleskov.

Teorema 3. Esli v usloviØh teoremy 2 vypolneno sootnoxenie

(1), to 1. { S^n_j H_j }_2j_{−1} n=0 i { S^n_{j−s} H^ν_j }_2j�s_{−1} n=0 ØvlØ¸tsØ ortonormirovannymi bazisami sootvetstvenno v W_j i W^ν_j .

2. W_j ⊕ V_j = V_{j+1}, W_j = ⊕_ν W^ν_j .

Netrudno videt~, qto posledovatel~nost~ fflementov G_j = 2^{−j/2} ∑ r∈Z~φ(2^{−j}k)Xk, gde ~φ – preobrazovanie Fur~e nekotoroæ

masxtabiru¸weæ funkcii (sm., naprimer, [9], gl. 5), udovletvorØet usloviØm teoremy 2. Po teoreme 3 sootvetstvu¸wiæ paket vspleskov obrazuet ortonormirovannyæ bazis v H. VzØv v kaqestve φ masxtabiru¸wu¸ funkci¸ Meæera, my poluqim polinomial~nyæ ortonormirovannyæ bazis. PovtorØØ rassußdeniØ, provedennye v [7] dlØ trigonometriqeskogo sluqaØ, moßno pokazat~, qto rost stepeneæ fftogo bazisa (zanumerovannogo v porØdke ih vozrastaniØ) ne prevoshodit n(1 + ε(s))/2, gde ε(s) →_{s→∞} 0. Qtoby realizovat~ fftu shemu v prostranstve L_2[−1, 1], sleduet podobrat~ podhodØwiæ bazis X_k. Pust~ P_n – ortonormirovannye mnogoqleny Leßandra. Poloßim X_0 = P_0, X_n = P_{2n} + iP_{2n−1},

X_{−n} = X_n dlØ n = 1, 2, . . .. ˚sno, qto {X_n}_{n∈}Z– ortonormirovan-

nyæ bazis v L_2[−1, 1], i algebraiqeskie mnogoqleny porØdka 2n i 2n − 1 ime¸t stepen~ n po otnoxeni¸ k fftomu bazisu.

Literatura

1. P. L. Ul~Ønov, O nekotoryh rexennyh i nerexennyh problemah teorii

ortogonal~nyh rØdov. Trudy IV Vseso¸znogo matematiqeskogo s¨ezda,

T. 2. Izd-vo AN SSSR, L. 1964, s. 694–704.

226 M. A. SKOPINA 2. P. L. Ul~Ønov, O nekotoryh rezul~tatah i zadaqah iz teorii bazisov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 170 (1989), 274–284.

3. G. Faber, Über die interpolatorisce Darstelung stetiger Functionen. — Jahresber Deutsch. Math.-Verein. 23 (1914), 192–210.

4. Al. A. Privalov, O roste stepeneæ polinomial~nyh bazisov. — Mat.

zametki 48, vyp. 4 (1990), 69–78.

5. Al. A. Privalov, O roste stepeneæ polinomial~nyh bazisov i pribliße-

nii trigonometriqeskih proektorov. — Mat. zametki 42, vyp. 2 (1987),

207–214.

6. D. Offin, K. Oskolkov, A note on orthonormal polynomials bases and wavelets.

— Constr. Appr. 9, No. 1 (1993), 319–325.

7. R. A. Lorentz, A. A. Sahakian, Orthogonal trigonometric Shauder bases of optimal degree for C(0, 2π). — J. Fourier Anal. Appl. 1, No. 1 (1994), 103–112.

8. T. Kilgore, J. Prestin, K. Selig, Orthogonal algebraic polynomial Shauder bases of optimal degree. — J. Fourier Anal. Appl. 2, No. 6 (1996), 597–610.

9. I. Daubechies, Ten Lectures on wavelets. — CBMS-NSR Series in Appl. Math.

SIAM (1992).

Skopina M. A. On polynomial bases for the space C[−1, 1].

For any ε > 0 an orthogonal basis for the space C[−1, 1] is constructed consisting of algebraic polynomials P_n with deg P_n 6 n(1+ε). The growth of degrees is best possible.

Postupilo 1 marta 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

skopina@sk.usr.lgu.spb.su