Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

N. D. Filonov

OPERATOR rot V OBLAST˚H KONEQNO` MERY

Vs¸du, esli ne ogovoreno protivnoe, my predpolagaem, qto

Ω ⊂ R^3 – otkrytoe mnoßestvo koneqnoæ lebegovoæ mery, |Ω| < ∞.

1. Operator rot , deæstvu¸wiæ v prostranstve L2(Ω, C^3 ), qasto

vstreqaetsØ v matematiqeskoæ fizike. Dolgoe vremØ, odnako, on ne izuqalsØ s toqki zreniØ spektral~noæ teorii samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Operator rot , pervonaqal~no zadannyæ na funkciØh iz C^∞_0 (Ω, C^3 ), imeet beskoneqnye indeksy defekta. V rabotah [5, 6] vydeleno odno iz samosoprØßennyh rasxireniæ, oboznaqaemoe niße qerez R. Sußenie R_J fftogo operatora na nekotoroe solenoidal~noe podprostranstvo J (opredelenie J sm. v p. 3 niße) sootvetstvuet zadaqe na spektr rot u = λ u v Ω,

div u = 0 v Ω,

(rot u)_ν = 0 na ∂Ω,

gde qerez f_ν oboznaqena normal~naØ sostavlØ¸waØ vektora f na granice ∂Ω. V [5, 6] pokazano, qto pri opredelennyh usloviØh na ograniqennu¸ oblast~ Ω operator R samosoprØßen i spektr ego diskreten.

Zdes~ my pokaßem, qto operator R samosoprØßen dlØ l¸boæ oblasti Ω, mera kotoroæ koneqna. IdeØ dokazatel~stva zakl¸qaetsØ v tom, qto obratnyæ operator R^{−1}_J dopuskaet predstavlenie P_J T P_J , gde P_J – ortoproektor na J, a T – nekotoryæ Øvno opisyvaemyæ integral~nyæ operator. Iz fftogo predstavleniØ sleduet kompaktnost~ R^{−1}_J .

2. Obsudim, dalee, vopros ob asimptotike funkcii raspredele-

niØ N^±(λ, Ω) sobstvennyh qisel operatora R. Obyqnymi vari-

Kratkoe soobwenie; polnoe izloßenie budet opublikovano v ßurnale “Algebra i Analiz”. Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 96- 15-96-103 i RFFI 98-01-01-091. 227

228 N. D. FILONOV acionnymi metodami moßno poluqit~ ocenku snizu dlØ glavnogo qlena asimptotiki N^±(λ, Ω), ispol~zuØ ee poluadditivnost~ snizu kak funkcii mnoßestva.

DlØ integral~nogo operatora T , vhodØwego v predstavlenie obratnogo operatora R^{−1}_J , asimptotiqeskoe povedenie sobstvennyh qisel izvestno (sm. [1–3]). Pri pomowi nego udaetsØ ustanovit~ asimptotiqesku¸ ocenku sverhu. Takim obrazom, glavnyæ qlen asimptotiki N^±(λ, Ω) vyqislØetsØ dlØ proizvol~noæ oblasti Ω koneqnoæ mery. Nakonec, pri dopolnitel~nyh usloviØh na granicu oblasti ∂Ω poluqaetsØ asimptotiqeskaØ formula s ocenkoæ ostatka (sm. teoremy 2 i 3).

3. Poloßim

D_{max} = { u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u ∈ L_2(Ω, C^3 ) } , D_{min} – zamykanie C^∞_0 (Ω, C^3 ) po norme ‖u‖^2_R = ‖rot u‖^2 + ‖u‖^2. Qerez R_{min}, R_{max} oboznaqim operatory, zadavaemye differencial~nym vyraßeniem rot na oblastØh opredeleniØ D_{min} i D_{max} sootvetstvenno. RazumeetsØ, R^∗_{max} = R_{min} ⊂ R_{max} = R^∗_{min}. U simmetriqnogo v L_2(Ω, C^3 ) operatora R_{min} suwestvuet beskoneqno mnogo samosoprØßennyh rasxireniæ. Vse oni soderßatsØ v R_{max}, a potomu takße zada¸tsØ vyraßeniem rot . Qtoby vydelit~ interesu¸wee nas rasxirenie, ponadobitsØ sledu¸wiæ analog razloßeniØ VeælØ. Pust~

G = ker R_{max} = { u ∈ L_2(Ω, C^3 ) : rot u = 0 } , J – zamykanie v L_2 rotorov gladkih finitnyh funkciæ, J = rot C^∞_0 , P_J – ortogonal~nyæ v L_2 proektor na J. Togda, oqevidno, spravedlivo L_2-ortogonal~noe razloßenie

L_2 = G ⊕ J. (1)

4. R. Pikar (sm. [5, 6]) predloßil rassmatrivat~ operatory R0

i R, zadannye vyraßeniem rot na oblastØh

D_0 = D_{min} + G, D = { u ∈ D_{max} : rot u ∈ J } . Togda D_0 ⊂ D i R_0 ⊂ R = R^∗_0. DlØ dostatoqno xirokogo klassa oblasteæ (vkl¸qa¸wego ograniqennye oblasti s lipxicevoæ graniceæ) Pikar pokazal, qto operatory R_0 i R sovpada¸t i, tem samym, realizu¸t samosoprØßennoe rasxirenie R_{min}. OkazyvaetsØ, spravedliva sledu¸waØ

OPERATOR rot V OBLAST˚H KONEQNO` MERY 229

Teorema 1. DlØ proizvol~nogo otkrytogo mnoßestva Ω koneq-

noæ mery operator R samosoprØßen, operator R_0 v suwestvennom samosoprØßen.

ZameqaniØ. 1) RazumeetsØ, vtoroe utverßdenie ØvlØetsØ sled-

stviem pervogo: R_0 = R^{∗∗}_0 = R^∗ = R.

2) Nam ne izvestno, obØzatel~no li operatory R_0 i R sovpada¸t v obwem sluqae.

3) Pikar takße rassmatrival mnoßestva Ω, dopolnenie koto-

ryh R^3 \ Ω ograniqeno. On dokazal, qto v fftom sluqae operator

R v suwestvennom samosoprØßen (sm. [6]).

5. Pust~ λ > 0. Oboznaqim qerez N^±(λ, Ω) funkcii raspredele-

niØ posledovatel~nyh poloßitel~nyh i otricatel~nyh (s uqetom kratnosti) sobstvennyh qisel operatora R, N^±(λ, Ω) = #{λ_k ∈ σ(R) : 0 < ±λ_k 6 λ}, gde σ(R) – spektr operatora. UdaetsØ opisat~ asimptotiqeskoe povedenie fftoæ veliqiny pri bol~xih λ.

Teorema 2. Pust~ Ω – otkrytoe mnoßestvo koneqnoæ mery. To-

gda spravedlivy asimptotiqeskie ravenstva

lim_{λ→∞} λ^{−3}N^±(λ, Ω) = (6π^2)^{−1}|Ω|.

6. Pri dopolnitel~nyh usloviØh na otkrytoe mnoßestvo Ω moß-

no poluqit~ ocenku ostatka v teoreme 2. Pri δ > 0 oboznaqim qerez Γ_δ “prigraniqnyæ sloæ”

Γ_δ = { x ∈ R^3 : dist (x, ∂Ω) < δ^}.

Teorema 3. Predpoloßim, qto 1) mnoßestvo Ω ograniqeno;

2) |Γ_δ| = O(δ) pri δ → 0. Togda

N^±(λ, Ω) = (6π^2)^{−1}|Ω|λ^3 + O(λ^2 ln λ), λ → ∞.

ZameqaniØ. 1) Vtoroe uslovie oznaqaet, qto verhniæ dvumernyæ

ob¨em Minkovskogo zamknutogo mnoßestva ∂Ω koneqen (sm. [7]).

2) VsØkaØ ograniqennaØ oblast~, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ konusa, udovletvorØet i usloviØm teoremy 3.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ M. X. Birmanu za postoØnnoe vnimanie k rabote.

230 N. D. FILONOV

Literatura

1. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Asimptotika spektra slabo polØrnyh integral~nyh operatorov. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 34, vyp. 5 (1970), 1142–1158.

2. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Koliqestvennyæ analiz v teoremah vloßeniØ Soboleva i priloßeniØ k spektral~noæ teorii. Trudy DesØtoæ matematiqeskoæ xkoly (Nal~qik, 1972), In-t Matematiki AN UkrSSR, Kiev, 1974, 5–189.

3. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Asimptotika spektra psevdodifferencial~nyh operatorov s anizotropno-odnorodnymi simvolami. — Vestn. LGU 13, ser. 1 (1977), 13–21.

4. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, VeælevskaØ asimptotika spektra operatora Maksvella dlØ oblasteæ s lipxicevoæ graniceæ. — Vestn. LGU 3, ser. 1 (1987), 23–28.

5. R. Picard, On the Spectrum of curl. — Preprint Technische Universität Dresden, MATH-AN-04-95 (1995).

6. R. Picard, On a selfadjoint realization of curl in exterior domains. — Preprint Technische Universität Dresden, MATH-AN-03-96 (1996).

7. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. Nauka, M. 1987.

Filonov N. D. The operator rot in an arbitrary region of finite measure.

The definition of the self-adjoint operator rot in an arbitrary region

Ω ⊂ R^3 of finite measure is investigated. The spectrum of the operator

is discrete. One can prove Weyl’s asymptotic formula for the eigenvalues. Under an additional condition concerning the boundary of the region a remainder estimate can be obtained.

Postupilo 28 i¸nØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

n@filonov.pdmi.ras.ru