Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

E. P. Golubeva

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH

1. Teorema, o kotoroæ idet req~ v zagolovke, igraet vaßnu¸

rol~ v rabote B. F. Skubenko [1] o raspredelenii celyh toqek na odnopolostnom giperboloide. V neæ pokazano, qto dliny periodov dvuh kvadratiqnyh irracional~nosteæ odnogo diskriminanta ne mogut znaqitel~no otliqat~sØ drug ot druga.

�tot fakt predstavlØet tem bol~xiæ interes, qto sami dliny periodov vedut sebØ kak funkcii ot diskriminanta kraæne neregulØrno. Ih znaqeniØ tesno svØzany s qislom klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form togo ße diskriminanta i ob ocenkah fftih znaqeniæ (osobenno ob ocenkah snizu) izvestno kraæne malo, hotØ na fftot sqet ewe so vremen Gaussa suwestvuet rØd gipotez.

Imenno teorema o ciklah Øvilas~ osnovnym vkladom B. F. Skubenko v razvitie ffrgodiqeskogo metoda ı. V. Linnika, special~no sozdannogo dlØ izuqeniØ zakonov raspredeleniØ celyh toqek na poverhnostØh vtorogo porØdka, sootvetstvu¸wih celoqislennym ternarnym kvadratiqnym formam (sm. [2]).

Zametim, qto daße v sluqae prosteæxego odnopolostnogo giperboloida rezul~taty rabot [3, 4] ob ocenkah kofffficientov Fur~e modulØrnyh form polucelogo vesa ne da¸t vozmoßnosti dokazat~ ravnomernost~ raspredeleniØ celyh toqek (sm. [5]).

VozrawaØs~ k teoreme o ciklah, zametim, qto dlØ priloßeniæ k ffrgodiqeskomu metodu ı. V. Linnika dostatoqno ocenki (5) iz teoremy 2 nastoØweæ raboty. �ta ocenka oqen~ prosto sleduet iz izvestnoæ formuly Smita iz teorii nepreryvnyh drobeæ. Vpervye ona byla, poqti v takom ße vide, poluqena v rabote avtora [6]. Kak pokazano v nastoØweæ rabote (sm. zameqanie 1 niße), ocenka (5) v obwem sluqae ne moßet byt~ suwestvenno uluqxena.

Tem ne menee, teorema o ciklah v pervonaqal~noæ formulirovke B. F. Skubenko predstavlØet bol~xoæ samostoØtel~nyæ interes, poskol~ku, kak uße govorilos~ vyxe, ona otnositsØ k 7

8 E. P. GOLUBEVA

kraæne ograniqennomu krugu izvestnyh faktov, svØzannyh s qislami klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ.

Preßde qem sformulirovat~ fftu teoremu privedem kratko izvestnye fakty iz teorii neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form i vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ v tom vide, kak ffto sdelano v rabote [1] (bolee podrobno ffti voprosy osveweny v monografii [7]).

Pust~ φ(x, y) = ax^2 + 2bxy + cy^2 – celoqislennaØ neopredelennaØ binarnaØ kvadratiqnaØ forma diskriminanta D = 4(b^2 − ac). Pust~ D > 0, d = D/4 neqetno i ne sovpadaet s polnym kvadratom. Pust~ forma φ ØvlØetsØ privedennoæ. UsloviØ privedeniØ moßno zapisat~ v vide 0 < b < √ d, √ d − b < |a| < √ d + b. (1)

Forme φ postavim v sootvetstvie matricu L, opredelennu¸ sledu¸wim obrazom: L = ( b −a c −b ) . Vse matricy, sootvetstvu¸wie ffkvivalentnym privedennym formam, obrazu¸t period – L_1, . . . , L_{2k}. Pri fftom sosednØØ sprava k L_i matrica L_{i+1} opredelØetsØ ravenstvom ( 0 −1 1 z_i ) L_i ( 0 −1 1 z_i )_{−1} = L_{i+1}, L_{2k+1} = L_1, (2)

gde z_i > 0 – celoe qislo.

Pust~ L i L^′ sootvetstvu¸t predstavitelØm dvuh razliqnyh klassov form, 2k i 2k^′ – dliny ih periodov sootvetstvenno.

Teorema o ciklah 1 (B. F. Skubenko [1]). Pust~ A - matrica

vtorogo porØdka s celymi kofffficientami, det A = N > 0. Pust~ ALA^{−1} = L^′, togda k k^′ < c_1 log(1 + N ),

gde c_1 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

V knige [2] ı. V. Linnik v razdele otkrytyh voprosov vydelØet teoremu o ciklah kak oqen~ interesnyæ arifmetiqeskiæ fakt i govorit o tom, qto ona moßet byt~ sformulirovana v terminah teorii binarnyh kvadratiqnyh form. Privedem zdes~ fftu formulirovku.

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH 9

Teorema o ciklah 1^′. Pust~ φ i φ^′ – dve neffkvivalentnye formy,

prinadleßawie klassam C i C^′ sootvetstvenno. Pust~ N > 1 – naimen~xee celoe, predstavimoe klassom form C^′C^{−1}. Oboznaqim qerez k i k^′ koliqestvo privedennyh form, ffkvivalentnyh φ i φ^′ sootvetstvenno, togda k k^′ < c_1 log N, (3)

gde c_1 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Tam ße ı. V. Linnik postavil vopros o dokazatel~stve fftoæ teoremy bez privleqeniØ teorii matric.

V nastoØweæ rabote my dokazyvaem rezul~tat B. F. Skubenko, ostavaØs~ v ramkah teorii neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form i vewestvennyh kvadratiqnyh irracional~nosteæ, v sluqae, kogda odna iz form prinadleßit k glavnomu klassu. Krome togo, my ukazyvaem Øvnoe znaqenie postoØnnoæ c_1 v neravenstve (3) dlØ fftogo sluqaØ. Osnovnym rezul~tatom ØvlØetsØ sootnoxenie (6). PostoØnnaØ 20 v fftom neravenstve ne ØvlØetsØ toqnoæ, no, kak pokazano v zameqanii 2, ffta postoØnnaØ ne men~xe, qem 3/ log 2.

2. Preßde qem pereæti k izloßeni¸ naxih rezul~tatov, napo-

mnim nekotorye izvestnye fakty o kvadratiqnyh irracional~- nostØh.

Pust~ ξ > 1 – pervyæ koren~ privedennoæ formy φ(x, y) = ax^2− 2bxy + cy^2, to est~ ξ = (b + √ d)/a, gde d = D/4. Vse pervye korni

privedennyh form φ_i(x, y) = a_ix^2 − 2b_ixy + c_iy^2, ffkvivalentnyh

φ(x, y), dlØ kotoryh a_i > 0, moßno poluqit~, raskladyvaØ ξ v

obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~:

ξ_i = [ξ_i] + 1 ξ_{i+1} . (4)

�ta drob~ ØvlØetsØ periodiqeskoæ. Oboznaqim dlinu perioda qerez l(ξ).

Zametim, qto cepoqka matriqnyh ravenstv (2), opredelØ¸waØ period form, sootvetsvuet cepoqke ravenstv (4) i l(ξ) = k.

Vse qisla a_i predstavlØ¸tsØ klassom form, k kotoromu prinadleßit forma φ, i naimen~xee poloßitel~noe celoe, predstavimoe fftim klassom, soderßitsØ sredi kofffficientov a_i. Oboznaqim ffto qislo qerez N , togda odin iz korneæ ξ_i imeet vid

ξ_i = (b_i + √ d)/N .

10 E. P. GOLUBEVA

Pust~ forma φ^′ prinadleßit k glavnomu klassu C^′ = 1, a forma φ net. Togda C(C^′)^{−1} = C i neravenstvo (3) iz teoremy 1^′ priobretaet dlØ fftogo sluqaØ sledu¸wiæ vid: 1 c_1 log N < l(ξ^′) l(ξ) < c_1 log N,

gde ξ^′ = n + √ d, n = [ √ d], ξ = (b + √ d)/N . Imenno v takom vide, ukazyvaØ dopolnitel~no znaqenie postoØnnoæ c_1, my budem dokazyvat~ teoremu o ciklah.

Teorema 2. 1. DlØ l¸byh ξ1 i ξ2 imeem

l(ξ_1) l(ξ_2) < log D

2 log^{1+√5}_2

. (5)

2. Pust~ ξ_1 prinadleßit k glavnomu klassu i ξ_2 = (b + √ d)/N , togda 1 20 log N < l(ξ_1) l(ξ_2)

< 20 log N. (6)

3. Pust~ d = n^2 + k, gde n = [ √ d], ξ_1 = n + √ d, ξ_2 = (r + √ d)/2, gde r = n, esli k – qetnoe, i r = n − 1, esli k ØvlØetsØ neqetnym. Togda l(ξ_1) < 3l(ξ_2) + 2 (7) i l(ξ_2) < 3l(ξ_1) + 2. (8)

Dokazatel~stvo. Pust~ T i U – naimen~xie rexeniØ uravneniØ

PellØ T^2 − dU^2 = ±1 i ε = T + U √ d. V silu formuly Smita (sm.

[7]) dlØ l¸boæ privedennoæ irracional~nosti ξ imeem

ε = ξ_1ξ_2 . . . ξ_l, (9)

gde l = l(ξ) i ξ_i probegaet vse irracional~nosti iz sootnoxeniæ (4). V silu usloviæ privedeniØ (1) dlØ kaßdogo iz korneæ ξ_i imeet mesto ocenka 1 < ξ_i < 2 √ d. Takim obrazom, iz (9) sleduet neravenstvo log ε < log(2 √ d)^l = 1 2 l log D. S drugoæ storony, v rabote [8] pokazano, qto

l/ log ε < 1/ log((1 + √ 5)/2).

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH 11

Sledovatel~no, dlØ l¸boæ privedennoæ irracional~nosti ξ imeem 2 log D < l(ξ) log ε < 1 log^{1+√5}_2 , otkuda sleduet pervoe utverßdenie teoremy.

Dokaßem vtoroe utverßdenie. Pust~ α_1, . . . , α_{l1} , gde l_1 = l(ξ_1) – vse poloßitel~nye privedennye irracional~nosti iz glavnogo klassa, togda v silu (9)

ε = α_1 . . . α_{l1} . (10)

Toqno tak ße

ε = β_1 . . . β_{l2} , (11)

gde l_2 = l(ξ_2) i β_i (1 6 i 6 l_2) – vse poloßitel~nye privedennye irracional~nosti, ffkvivalentnye ξ_2.

Razob~em mnoßestvo {α_i, 1 6 i 6 l_1} na dva podmnoßestva A_1 i A_2. K mnoßestvu A_1 otnesem te α_i, kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸ α_i < 2N , k A_2 – vse ostal~nye α_i. Pust~ #(A_1) = r_1, #(A_2) = r_2, togda l_1 = r_1 + r_2.

My moßem sqitat~, qto ξ_1 = n + √ d, gde n = [ √ d]. Pust~ P_i/Q_i – podhodØwaØ drob~ k n + √ d, togda, v silu izvestnyh svoæstv nepreryvnyh drobeæ, imeem | |n + √ d − P_i Q_i | | = 1 Q_i(Q_iα_i + Q_{i−1}) , gde 1 6 i 6 l_1, Q_0 = 0, Q_{i−1} – znamenatel~ predyduweæ podhodØweæ drobi. Ots¸da | |b + √ d − R_i Q_i | | = 1 Q_i(Q_iα_i + Q_{i−1}) , gde R_i = P_i − (n − b)Q_i ¿ Q_i.

Pust~ α_i ∈ A_1, togda | | | b + √ d N − R_i N Q_i | | | = 1 N Q_i(N Q_i^{αi}_N + Q_{i−1}) < 1 2(N Q_i)^2

. (12)

V silu izvestnyh kriteriev ots¸da sleduet, qto R_i/(N Q_i) ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k ξ_2 = (b + √ d)/N . �ta drob~ ne obØ-

zatel~no ØvlØetsØ nesokratimoæ. Pust~ R_i/(N Q_i) = T_i/S_i, gde

12 E. P. GOLUBEVA (T_i, S_i) = 1, S_i 6 N Q_i. Togda | | | b + √ d N − T_i S_i | | | = 1 S_i(S_iβ^{(i)}_j + W_i) , gde β^{(i)}_j – odna iz irracional~nosteæ, vhodØwih v ravenstvo (11),

W_i – znamenatel~ predyduweæ podhodØweæ drobi. SravnivaØ po-

slednee ravenstvo s (12), poluqaem

N Q^2_i α_i 6 N Q_i(Q_iα_i + Q_{i−1}) = S_i(S_iβ^{(i)}_j + W_i)

6 S^2_i (β^{(i)}_j + 1) 6 2S^2_i β^{(i)}_j .

Znaqit, α_i β^{(i)}_j 6

2S^2_i N Q^2_i 6

2N. (13)

Takim obrazom, kaßdomu α_i ∈ A_1 moßno sopostavit~ odnu iz irracional~nosteæ β^{(i)}_j tak, qto vypolneno poslednee neravenstvo. Oqevidno, qto raznym α_i otveqa¸t razliqnye β^{(i)}_j .

Razob~em mnoßestvo {β_j } na dva podmnoßestva B_1 i B_2. K B_1 otnesem te β^{(i)}_j , kotorye otveqa¸t α_i ∈ A_1, k podmnoßestvu B_2 – vse ostal~nye β_j . ˚sno, qto #(B_1) = #(A_1) = r_1.

Iz ravenstv (10), (11) i neravenstva (13) imeem ∏ β_j ∈B2 β_j = ∏ α_i∈A1 α_i ∏ α_i∈A2 α_i ∏ β_j ∈B1 β^{−1}_j 6 (2N )^{r2} ∏ α_i∈A1 α_i β^{(i)}_j 6 (2N )^{r1+r2} = (2N )^{l1} .^{(14)}

Ocenim teper~ sverhu #(B_2). Pust~ z_j = [β_j], 1 6 j 6 l_2, togda razloßenie β_j v nepreryvnu¸ drob~ imeet vid β_j = [z_j, . . . , z_{l2} , z_1, . . . , z_{j−1}]. ˚sno, qto

β_j > z_j + 1 z_{j+1} +^1_{zj+2}

> z_j . (15)

Razob~em B_2 na qetyre nepereseka¸wihsØ podmnoßestva: B_2 =

B_3 ∪ B_4 ∪ B_5 ∪ B_6, sledu¸wim obrazom:

B_3 = {β_j | β_j > 2}, B_4 = {β_j | β_j < 2, β_{j+1} ∈ B_3},

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH 13 B_5 = {β_j | β_j < 2, β_{j+1} > 2, β_{j+1} ∈ B_1}, B_6 = {β_j | β_j < 2, β_{j+1} < 2}.

Oqevidno, #(B_4) 6 #(B_3), #(B_5) 6 #(B_1) = r_1.

Esli β_j ∈ B_6, to v silu (15)

β_j > 1 + 1 1 +^1_{zj+2} ¿ 3 2 . Pofftomu my imeem ∏ β_j ∈B3 β_j ∏ β_j ∈B6 β_j > ( 3 2 )_t , gde t = #(B_3) + #(B_6). SravnivaØ s neravenstvom (14), poluqaem ots¸da ocenku t < log 2N log^3_2 l_1.

Takim obrazom, dlØ l_2 imeem

l_2 = r_1 + #(B_2) = r_1 + #(B_3) + #(B_4) + #(B_5) + #(B_6) 6

6 r1 + 2#(B3) + r1 + #(B6) < 2l1 + 2t < 2l1 +^{4 log N}_{log 32} < < 8 log N log^3_2

< 20 log N,

i pravaØ qast~ neravenstva (6) dokazana.

Levu¸ qast~ fftogo neravenstva moßno dokazat~ analogiqno. Pust~ P_i/Q_i – podhodØwaØ drob~ k ξ_2, togda | |ξ_2 − P^i Q_i | | = 1 Q_i(Q_iβ_i + Q_{i−1}) , gde Q_{i−1} – znamenatel~ predyduweæ podhodØweæ drobi. Esli

β_i > 2N , to | |b + √ d − N P_i Q_i | | = 1 Q_i(Q_i^{βi}_N +^{Qi}�^1_N ) < 1 2Q^2_i . Takim obrazom, v fftom sluqae N P_i/Q_i ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k irracional~nosti b + √ d. Sootvetstvenno, pri R_i =

N P_i + (n − b)Q_i drob~ R_i/Q_i ØvlØetsØ podhodØweæ k ξ_1 = n + √ d

14 E. P. GOLUBEVA

(vozmoßno, sokratimoæ). Sledovatel~no, esli T_i/S_i = R_i/Q_i – sootvetstvu¸waØ nesokratimaØ drob~, to | |ξ_1 − T^i S_i | | = 1 S_i(S_iα^{(i)}_j + W_i) , gde W_i – znamenatel~ predyduweæ podhodØweæ drobi.

Takim obrazom, kaßdoæ irracional~nosti β_i, udovletvorØ- ¸weæ uslovi¸ β_i > 2N , odnoznaqno sootvetstvuet α^{(j)}_i . Dalee, povtorØØ dokazatel~stvo neravenstva (14), my poluqaem vtoroe utverßdenie teoremy.

Pereædem k dokazatel~stvu tret~ego utverßdeniØ. DlØ opredelennosti my rassmotrim sluqaæ, kogda k ØvlØetsØ qetnym.

Pust~ α_1, . . . , α_{l1} – vse privedennye poloßitel~nye irracional~nosti, ffkvivalentnye ξ_1 = n + √ d, i P_i/Q_i(1 6 i 6 l_1) – podhodØwie drobi k ξ_1. Togda n + √ d − P_i Q_i = (−1)^{i+1} Q_i(Q_iα_i + Q_{i−1}) . Ots¸da srazu ße sleduet, qto | | | n + √ d 2 − P_i 2Q_i | | | = 1 2Q_i(Q_iα_i + Q_{i−1})

. (16)

Dokaßem, qto kaßdym trem posledovatel~nym drobØm P_i/Q_i otveqaet hotØ by odna podhodØwaØ drob~ k (n + √ d)/2. Ras-

smotrim troæki posledovatel~nyh irracional~nosteæ {α_{i−1},α_i,

α_{i+1}}, gde 2 6 i 6 l_1 − 1. Esli hotØ by odno iz α_j (i − 1 6 j 6 i + 1)

udovletvorØet uslovi¸ α_j > 4, to v silu (16) | | | n + √ d 2 − P_i 2Q_i | | | 6^1_{8Q2i} .

Takim obrazom, v fftom sluqae P_i/2Q_i ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k (n + √ d)/2 (vozmoßno, sokratimoæ).

Pust~ teper~ α_j < 4 (i − 1 6 j 6 i + 1) i hotØ by odno iz sootvetstvu¸wih P_j ØvlØetsØ qetnym, P_j = 2P , togda v silu (16) | | | n + √ d 2 − P 2Q_i | | | < 1 2Q^2_j .

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH 15

Takim obrazom, v fftom sluqae iskomoæ podhodØweæ drob~¸ k (n + √ d)/2 ØvlØetsØ P/Q. Kak izvestno, P_{i+1} = z_iP_i + P_{i−1}, gde z_i = [α_i]. Esli P_{i−1} i P_i oba ØvlØ¸tsØ neqetnymi i z_i = 1 ili z_i = 3, to P_{i+1} – qetnoe qislo.

Takim obrazom, qtoby dokazat~ neravenstvo (7), nam ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda P_{i−1} i P_i – neqetnye qisla i z_i = 2.

Kak izvestno,

P_iQ_{i−1} − P_{i−1}Q_i = (−1)^i. (17)

Pust~ P i Q – naibol~xie rexeniØ uravneniØ

P_iQ − 2P Q_i = (−1)^i

pri fiksirovannyh P_i i Q_i takie, qto Q < 2Q_i. Iz dvuh poslednih ravenstv, oqevidno, imeem P_i(Q − Q_{i−1}) = Q_i(2P − P_{i−1}). Poskol~ku (P_i, Q_i) = 1, to Q − Q_{i−1} = Q_it i 2P − P_{i−1} = P_it. Tak kak Q < 2Q_i, to t = 0 ili t = 1. Esli t = 0, to P_{i−1} = 2P . �tot sluqaæ nevozmoßen, poskol~ku P_{i−1} ØvlØetsØ neqetnym qislom. Takim obrazom,

t = 1, Q = Q_i + Q_{i−1} i P = (P_i + P_{i−1})/2.

Pokaßem, qto v fftom sluqae P/Q ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k (n + √ d)/2. Deæstvitel~no, | | | n + √ d 2 − P_i + P_{i−1} 2(Q_i + Q_{i−1}) | | | = ( n + √ d 2 − P_i 2Q_i ) + ( P_i 2Q_i − P_i + P_{i−1} 2(Q_i + Q_{i−1}) ) . V silu ravenstv (16) i (17) poslednee vyraßenie preobrazuetsØ k vidu (−1)^{i+1} 2Q_i(Q_iα_i + Q_{i−1}) + (−1)^i 2Q_i(Q_i + Q_{i−1}) .

16 E. P. GOLUBEVA

Sledovatel~no, | | | n + √ d 2 − P Q | | | = α_i − 1 2(Q_i + Q_{i−1})(Q_iα_i + Q_{i−1}) . Pokaßem, qto pravaØ qast~ poslednego ravenstva men~xe, qem 1/(2Q^2). Predpoloßim, qto

α_i − 1 2(Q_i + Q_{i−1})(Q_iα_i + Q_{i−1}) ¿ 1 2(Q_i + Q_{i−1})^2 , togda

(α_i − 1)(Q_i + Q_{i−1}) ¿ Q_iα_i + Q_{i−1} i α_iQ_{i−1} ¿ Q_i + 2Q_{i−1}.

Poslednee neravenstvo ne moßet byt~ spravedlivym, poskol~ku

Q_i > Q_{i−1}, a, tak kak [α_i] = 2, to α_i < 3.

Takim obrazom, kaßdoæ troæke {P_{i−1}/Q_{i−1}, P_i/Q_i, P_{i+1}/Q_{i+1}} posledovatel~nyh podhodØwih drobeæ k n + √ d otveqaet kak minimum odna podhodØwaØ drob~ P/Q k (n+ √ d)/2. Pri fftom Q = Q_j

ili Q = 2 Q_j(i − 1 6 j 6 i + 1) ili Q = Q_i + Q_{i−1}. Drobi, sootvetstvu¸wie dvum nepereseka¸wimsØ troækam, razliqny, poskol~- ku (Q_{i+2}, Q_{i+1}) = 1 i Q_{i+2} > Q_i + Q_{i−1}. Tem samym neravenstvo (7) dokazano.

Neravenstvo (8) moßno dokazat~ analogiqno. Pust~ n + √ d 2 − P_i Q_i = (−1)^{i+1} Q_iα_i + Q_{i−1} , togda n + √ d − 2P_i Q_i = (−1)^{i+1} Q_i(Q_i^{αi}_2 +^{Qi}�^1_2 ) . Esli α_i > 4, to 2P_i/Q_i ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k n + √ d (vozmoßno, sokratimoæ). Esli Q_i = 2Q, to P_i/Q ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k n + √ d. Esli [α_i] = 2 i oba znamenatelØ

Q_{i−1} i Q_i – neqetnye qisla, to 2(P_i + P_{i−1})/(Q_i + Q_{i−1}) ØvlØetsØ

podhodØweæ drob~¸ k n + √ d. Teorema dokazana.

Zameqanie 1. Kak uße govorilos~ vo vvedenii, neravenstvo (5)

v obwem sluqae moßet byt~ uluqxeno razve qto na postoØnnyæ mnoßitel~.

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH 17

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva fftogo zameqaniØ dosta-

toqno rassmotret~ posledovatel~nost~ vida d = n^2 − 2. Pust~

ξ_1 = n − 1 + √ d, togda razloßenie ξ_1 v nepreryvnu¸ drob~ imeet vid ξ_1 = [2(n − 1), 1, (n − 2), 1] i l(ξ_1) = 4.

S drugoæ storony, v rabote [6] bylo pokazano, qto dlØ vseh dostatoqno bol~xih d imeet mesto ocenka h(d)∑

i=1 l(ξ_i) > 7 π^2 √ d L_d(1) + O_η(d^{12 −η}), (18)

gde h(d) – qislo klassov binarnyh kvadratiqnyh form diskriminanta 4d, summirovanie rasprostraneno na vse neffkvivalentnye poloßitel~nye privedennye kvadratiqnye irracional~nosti fftogo diskriminanta, η > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ, L_d(s) – L-rØd Dirihle s kvadratiqnym harakterom (_d · ) . Mnoßestvo poloßitel~nyh privedennyh irracional~nosteæ, prinadleßawih k glavnomu klassu, imeet vid {n − 1 + √ d, (n − 1 + √ d)/(2n − 3), (n − 2+ √ d)/2, (n − 2+ √ d)/(2n − 3)}. Sledovatel~no,

po formule Smita dlØ osnovnoæ edinicy ε polØ Q( √ d) imeem

ε = (n − 1 + √ d) n − 1 + √ d 2n − 3 n − 2 + √ d 2 n − 2 + √ d 2n − 3 = 2d + O( √ d). Pofftomu h(d) = 2 √ dL_d(1)/ log ε = 2 √ dL_d(1)/ log d + O(1). Takim

obrazom, dlØ dostatoqno bol~xih d iz neravenstva (18) sleduet, qto suwestvuet irracional~nost~ ξ takaØ, qto l(ξ) > 7 2π^2 log d + O(1).

Ots¸da sleduet, qto l(ξ) l(ξ_1) > 7 8π^2 log d + O(1).

Zameqanie 2. Konstanta 3 v neravenstve (7) ØvlØetsØ neuluq-

xaemoæ.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ moßno

rassmotret~ posledovatel~nost~ vida d = (F^2_n + 1) (5F^2_n + 1)/4, gde {F_n} = {1, 1, 2, 3, ..., } – posledovatel~nost~ Fibonaqqi, n ≢ 2 (mod 3), vsledstvie qego F_n – neqetnoe qislo. V rabote [9]

18 E. P. GOLUBEVA

pokazano, qto pri qetnom n razloßenie √ d v nepreryvnu¸ drob~ imeet vid √ d = [r, 1, . . . , 1, 2n+1 2r], gde r = [ √ d]. Moßno pokazat~, qto r = (2F_nF_{n+1} − F^2_n + 1)/2. Esli

F_n ≡ F_{n+1} ≡ 1 (mod 2), to r ØvlØetsØ neqetnym. Poskol~ku d tak

ße neqetno, to d = r^2 + 2k. Sledovatel~no, r + √ d 2k = [1, . . . , 1, 2n+1 2r]. Ots¸da vytekaet, qto | | | r + √ d 2k − F_{2n+1} F_{2n} | | | = 1 F_{2n}(F_{2n}(r + √ d) + F_{2n−1})

. (19)

Naædem razloßenie v nepreryvnu¸ drob~ irracional~nosti (r + √ d)/2. Na pervom xage imeem r + √ d 2 = r + 1 r+ √ d k . Dalee, v silu (19), imeem | | | r + √ d k − 2F_{2n+1} F_{2n} | | | = 1 F_{2n}(F_{2n}^{r+√d}_2 +^{F2n}�^1_2 ) < 1 2F^2_{2n} . Takim obrazom, 2F_{2n+1}/F_{2n} ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k (r + √ d)/k i razloßeniØ v nepreryvnye drobi sovpada¸t do teh por

poka razloßenie 2F_{2n+1}/F_{2n} ne zakonqitsØ. Naædem razloßenie 2F_{2n+1}/F_{2n}. Poskol~ku n qetno i F_n, F_{n+1} ØvlØ¸tsØ neqetnymi, to n = 6t. Tak kak 3F_{12t} < 2F_{12t+1} < 4F_{12t}, to 12F_{12t+1} F_{12t} = 3 + 1 F12_t 2F12_t�1−F12_t

= 3 + 1 F12_t F12_t�3 . Legko pokazat~, qto F_{12t}/F_{12t−3} = [4, . . . , 4 4t , 3]. Takim obrazom,

r + √ d k = [3, 4, . . . , 4 4_t , 3, (r + √ d)/2]

K TEOREME B. F. SKUBENKO O CIKLAH 19

i (r+ √ d)/2 = [r, 3, 4, . . . , 4 4t , 3]. Sledovatel~no, l((r+ √ d)/2) = 4t+3.

Poskol~ku l(r+ √ d) = 2n+2 = 12t+2, to l(r+ √ d) = 3l((r+ √ d)/2)−7, i zameqanie 2 dokazano.

Literatura

1. B. F. Skubenko, Asimptotiqeskoe raspredelenie celyh toqek na odnopolostnom giperboloide i ffrgodiqeskie teoremy, Izv. AN SSSR, ser. matem. 26, No. 5 (1962), 721–752.

2. ı. V. Linnik, �rgodiqeskie svoæstva algebraiqeskih poleæ, L. 1967.

3. H. Iwaniec, Fourier coefficients of modular forms of half-integral weight, Invent.

Math. 87 (1987), 385–401.

4. W. Duke, Hyperbolic distribution problems and half-integral weight Maass forms, Invent. Math. 92 (1988), 73–90.

5. E. P. Golubeva, Geodeziqeskie na verhneæ poluploskosti i raspredelenie kvadratiqnyh irracional~nosteæ, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 28–55.

6. E. P. Golubeva, O dline perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat.

sb. 123, No. 1 (1984), 120–129.

7. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel,. M.-L. 1937. 8. A. S. Pen, B. F. Skubenko, Ocenka sverhu perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat. zametki 5, No. 4 (1969), 413–417.

9. E. P. Golubeva, Kvadratiqnye irracional~nosti s fiksirovannoæ dlinoæ perioda razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~, Zap. nauqn. semin. POMI 196 (1991), 5–30.

Postupilo 9 sentØbrØ 1999 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa