Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

E. P. Golubeva

SPEKTR KONSTANT LEVI DL˚ KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOSTE`

1. Vvedenie. Pust~ ξ – vewestvennaØ kvadratiqnaØ irracio-

nal~nost~ i ξ = [n_1, . . . , n_k, t_1, . . . , t_l] (1) – ee razloßenie v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ periodiqesku¸ drob~.

Pust~ P n/Qn – posledovatel~nost~ podhodØwih drobeæ dlØ razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ vewestvennogo qisla x. Konstantoæ Levi dlØ x nazyvaetsØ qislo β(x) = lim_{n→∞} 1 n log Q_n.

Teorema Levi (sm. [1]) utverßdaet, qto dlØ poqti vseh (po mere Lebega) x konstanta Levi ravna π^2/12 log 2.

Legko pokazat~ (sm., naprimer, [2]), qto dlØ kvadratiqnoæ irracional~nosti konstanta Levi suwestvuet. Poloßitel~naØ irracional~nost~ ξ nazyvaetsØ privedennoæ, esli razloßenie (1) ØvlØetsØ qisto periodiqeskim. Pust~ d – opredelitel~ celoqislennoæ neopredelennoæ binarnoæ kvadratiqnoæ formy, kornem kotoroæ ØvlØetsØ ξ.

DlØ privedennogo ξ ime¸t mesto sootnoxeniØ β(ξ) = l∑ i=1 (log ξ_i)/l = (log ε(d))/l, (2)

gde summirovanie rasprostraneno na vse privedennye poloßitel~nye irracional~nosti, celoqislenno ffkvivalentnye ξ (sobstvenno ili nesobstvenno), l – dlina razloßeniØ (1), ε(d) – osnovnaØ edinica togo porØdka (ne obØzatel~no maksimal~nogo) v kol~ce celyh qisel polØ Q( √ d), kotoromu prinadleßit ξ.

Iz usloviæ privedeniØ (sm., naprimer, [3]) vytekaet, qto ξ_i 6 n + √ d, gde n = [ √ d]. Takim obrazom, log 1 + √ 5 2 6 β(ξ) 6 log(n +^√d). 20

SPEKTR KONSTANT LEVI 21

Obe poslednie ocenki ØvlØ¸tsØ, voobwe govorØ, neuluqxaemymi. NißnØØ granica dostigaetsØ v sluqae, kogda ξ = (1 + √ 5)/2, a verhnØØ – kogda d = n^2 + 1 i ξ = √ d. V rabote [4] bylo pokazano, qto mnoßestvo vseh znaqeniæ β(ξ) vs¸du plotno na promeßutke [log((1 + √ 5)/2), ∞). Inaqe vedut sebØ znaqeniØ β(ξ) pri usredneniØh po irracional~nostØm fiksirovannogo diskriminanta. Est~ vse osnovaniØ predpolagat~, qto pri d → ∞ ∑ ξ β(ξ)/R(d) = π^2 12 log 2

+ o(1), (3)

gde summirovanie idet po vsem privedennym poloßitel~nym irracional~nostØm opredelitelØ d, a R(d) – koliqestvo takih irracional~nosteæ.

�to ravenstvo zavedomo imeet mesto, esli celye toqki na odnopolostnom giperboloide

b^2 − ac = d , esli d ≡ 2, 3 (mod 4),

b^2 − 4ac = d, esli d ≡ 1 (mod 4) (4)

raspredeleny po mere dadb/|a|. Dokazatel~stvo fftogo fakta privedeno v teoreme 2 nastoØweæ raboty, a ravnomernaØ raspredelennost~ celyh toqek byla vpervye dokazana B. F. Skubenko v rabote [5] pri dopolnitel~nyh usloviØh na qislo d.

Analogiqnyæ rezul~tat dlØ proizvol~nogo d byl dokazan v rabote [6] pri uslovii, qto rasxirennaØ gipoteza Rimana spravedliva dlØ vseh L-funkciæ Dirihle s kvadratiqnymi harakterami (_{±d} · ) . Toqnee, predpolagalos~, qto ffti L-funkcii ne ime¸t nuleæ v nekotorom prØmougol~nike v okrestnosti 1. (Bolee podrobno ob fftom govoritsØ niße.)

Oboznaqim qerez h(d) qislo klasov polØ Q( √ d), togda v ravenstve (3) qislo R(d) = l, a ∑ ξ β(ξ) = lβ(ξ), gde ξ – l¸baØ irracional~nost~ opredelitelØ d. Takim obrazom, pri uslovii spravedlivosti rasxirennoæ gipotezy Rimana my imeem dlØ fftogo sluqaØ asimptotiqeskoe ravenstvo pri d → ∞ β(ξ) = π^2 12 log 2

+ o(1), (5)

22 E. P. GOLUBEVA

to est~ β(ξ) vedet sebØ tak ße, kak dlØ poqti vseh vewestvennyh qisel.

Vse celye algebraiqeskie kvadratiqnye irracional~nosti opredelitelØ d ffkvivalentny ω = √ d m, esli d ≡ 2, 3 (mod 4) i ω = (1 + √ d m)/2, esli d ≡ 1 (mod 4). Oboznaqim qerez B mnoßestvo {β(ω), d ≠ t^2}. Vopros o strukture mnoßestva B predstavlØetsØ kraæne sloßnym.

V nastoØweæ rabote dokazano (bez ispol~zovaniØ rasxirennoæ gipotezy Rimana ili sledstviæ iz nee), qto qislo π^2/12 log2 ØvlØetsØ toqkoæ sguweniØ mnoßestva B.

S naxeæ toqki zreniØ predstavlØ¸tsØ kraæne interesnymi sledu¸wie voprosy:

mogut li znaqeniØ β(ω) sovpadat~ pri raznyh ω; imeet li B drugie toqki sguweniØ;

suwestvuet li promeßutok takoæ, qto pereseqenie B s fftim promeßutkom sostoit iz izolirovannyh toqek;

v qastnosti, ØvlØetsØ li samaØ levaØ toqka B t.e. log((1 + √ 5)/2), izolirovannoæ?

Poskol~ku logarifmy qisel iz raznyh kvadratiqnyh poleæ ne mogut otliqat~sØ na racional~nyæ mnoßitel~, to β( √ d_1) ≠ β( √ d_2), esli d_1 ≠ d_2m^2. Esli ße d_1 = d_2m^2, to sluqai, kogda β( √ d_1) = β( √ d_2), apriori nel~zØ iskl¸qit~, hotØ oni dolßny byt~ dostatoqno redkimi.

Vpolne veroØtno, qto mnoßestvo B ustroeno tak ße, kak spektr Markova posledovatel~nyh minimumov binarnyh neopredelennyh kvadratiqnyh form s vewestvennymi kofffficientami: suwestvuet promeßutok vida [log((1 + √ 5)/2), A] takoæ, qto pereseqenie fftogo promeßutka s B sostoit iz izolirovannyh toqek, a dalee na promeßutke (A, ∞) mnoßestvo B vs¸du plotno.

Nekotoroe podtverßdenie tomu faktu, qto toqka log((1+ √ 5)/2) ØvlØetsØ izolirovannoæ, soderßitsØ v rabote [7], gde bylo pokazano, qto dlØ vseh prostyh qisel p, udovletvorØ¸wih uslovi¸ p ≡ 3 (mod 4), β( √ p) > log^{4√2}_3 .

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ teorema 1, v kotoroæ rasxirØetsØ klass diskriminantov, dlØ kotoryh β( √ d) otdeleno ot log((1 + √ 5)/2).

Oboznaqim qerez F_k – k-oe qislo Fibbonaqi i qerez P – mnoßestvo prostyh qisel p takih, qto F_k ≢ 0 (mod p) pri 1 6 k 6 p.

SPEKTR KONSTANT LEVI 23

Teorema 1. Pust~ p ∈ P i kakaØ-libo binarnaØ forma diskrimi-

nanta 4d pri d ≡ 2, 3 (mod 4) ili d pri d ≡ 1 (mod 4), prinadleßawaØ glavnomu klassu, predstavlØet qislo ±p. Togda pri d > p^{pc}, gde c – proizvol~naØ dostatoqno bol~xaØ postoØnnaØ, imeem β( √ d) > log((1 + √ 5)/2) + 1 2p log 7 6 + 1 pc log 6 7 . (6)

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy budet privedeno niße. Zametim, qto mnoßestvo P ne pusto. Legko proverit~, qto ono soderßit qisla 2, 3, 7, 23, 43, 67, . . .. Takim obrazom, naprimer, dlØ qisel d vida d = r^2 ± 3, d = r^2 ± 7, d = 9r^2 + 8r + 1 konstanta β( √ d) udovletvorØet neravenstvu (6) pri p = 3 dlØ pervogo sluqaØ i pri p = 7 dlØ ostal~nyh dvuh (sm. sledstvie 1 niße).

V rabote [8] bylo pokazano, qto esli p ≡ 3 (mod 4), to p ∈ P togda i tol~ko togda, kogda h(5p^2) = 2.

Poslednee ravenstvo imeet mesto v tom i tol~ko tom sluqae, kogda (1 + √ 5)/2 ØvlØetsØ pervoobraznym kornem po modul¸ p.

Esli predpoloßit~, qto rasxirennaØ gipoteza Rimana spravedliva dlØ vseh ζ-funkciæ nekotorogo nabora algebraiqeskih poleæ, to moßno pokazat~, qto mnoßestvo P imeet poloßitel~- nu¸ plotnost~ vo mnoßestve vseh prostyh qisel (podrobnosti sm. v rabote [8]).

Ewe odno sledstvie iz teoremy 1 prØmo vytekaet iz ravenstva (2): dlØ takih d |l log 1 + √ 5 2 − log ε(d)| > ( 1 2p log 7 6 ) l + 1 2 log 6 7 . �to neravenstvo ne vytekaet iz izvestnyh ocenok lineænyh form ot logarifmov algebraiqeskih qisel (sm. sledstvie 2 iz teoremy 1 niße).

Dokazatel~stvo teoremy 1 osnovano na tom fakte, qto v fftom sluqae v razloßenii √ d = [n, t_1, . . . , t_l] (7)

fflementy t_i dostatoqno qasto otliqny ot 1.

Napraxiva¸tsØ analogii meßdu teoremoæ 1 i klassiqeskoæ teoremoæ BorelØ iz teorii nepreryvnyh drobeæ i pervymi xagami v teoreme Markova o minimumah neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form.

24 E. P. GOLUBEVA

Sleduet odnako zametit~, qto zdes~ req~ idet, skoree, o srednem arifmetiqeskom znaqeniæ binarnoæ kvadratiqnoæ formy, kotorye sovpada¸t s pervymi kofffficientami vseh privedennyh form fiksirovannogo diskriminanta iz glavnogo klassa, a ne o minimal~nyh znaqeniØh, pofftomu dokazat~ diskretnost~ fftih srednih gorazdo trudnee.

2. Dokazatel~stvo teoremy 1. DlØ dokazatel~stva teoremy

nam ponadobØtsØ neskol~ko lemm.

DlØ l¸bogo a ≢ 0 (mod p) qerez a^′ oboznaqim obratnyæ fflement (mod p) : aa^′ ≡ 1 (mod p).

Lemma 1. Pust~ p ∈ P , togda mnoßestvo FkF^′_{k+1} probegaet pol-

nu¸ sistemu vyqetov po modul¸ p.

Dokazatel~stvo. Zametim preßde vsego, qto iz togo, qto p ∈ P ,

sleduet, qto p ≡ 3 (mod 4) ili p = 2. Kak izvestno, mnoßestvo vyqetov F_k (mod p) periodiqno s periodom p + 1.

Takim obrazom, esli utverßdenie lemmy neverno, to dlØ kakih-libo k i m, udovletvorØ¸wih usloviØm 1 6 k 6 p + 1 i

1 6 m 6 p + 1, imeet mesto sravnenie

F_kF^′_{k+1} ≡ F_mF^′_{m+1} (mod p). (8)

Oqevidno, ego moßno perepisat~ v vide

F_kF_{m+1} − F_mF_{k+1} ≡ 0 (mod p).

V silu izvestnyh svoæstv qisel Fibbonaqi, F_kF_{m+1} − F_mF_{k+1} = ±F_{|k−m|}. Pofftomu iz poslednego sravneniØ vytekaet, qto F_r ≡ 0 (mod p) pri nekotorom r 6 p. Tak kak p ∈ P , to poslednee sravnenie i vmeste s nim sravnenie (8) ne mogut imet~ mesto.

Lemma 2. Pust~ Q0 i Q1 – proizvol~nye celye qisla i posledova-

tel~nost~ {Q_k, k ¿ 2} zadana s pomow~¸ rekurrentnogo ravenstva Q_k = Q_{k−1} + Q_{k−2}. Pust~ p ∈ P . Togda suwestvuet k takoe, qto

0 6 k 6 p i Qk ≡ 0 (mod p).

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto pri k ¿ 2 my imeem

Q_k = Q_1F_k + Q_0F_{k−1}. (9)

Esli Q_0 ≢ 0 (mod p), to v silu utverßdeniØ lemmy 1 moßno vybrat~ nomer k tak, qto 1 6 k 6 p i F^′_kF_{k−1} ≡ −Q^′_0Q_1 (mod p). Togda iz ravenstva (9) sleduet, qto Q_k ≡ 0 (mod p). Lemma dokazana.

SPEKTR KONSTANT LEVI 25

Lemma 3. Pust~ vewestvennoe qislo αr zadano s pomow~¸ raven-

stva α_r = [1, . . . , 1 r , 2, . . .]. Togda pri qetnom r qislo α_r > (1 + √ 5)/2.

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie lemmy po indukcii.

Pri r = 0, oqevidno, α_0 > 2 > (1 + √ 5)/2. Tak kak

α_{2r+2} = 1 + 1 α_{2r+1}

= 1 + 1 1 +^1_{α2r} = 2α_{2r} + 1 α_{2r} + 1 , i pravaØ qast~ ravenstva monotonno vozrastaet vmeste s α_{2r}, to pri α_{2r} > (1 + √ 5)/2 imeem

α_{2r+2} >

2^{1+√5}_2 + 1 1+ √ 5 2 + 1 = 2 + √ 5 3+ √ 5 2 = 1 + √ 5 2 i lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~, dlØ opredelennosti, d ≡ 2, 3

(mod 4). Kak uße govorilos~ vo vvedenii, v rabote [7] pri p = 2 dlØ β( √ d) uße byla poluqena bolee sil~naØ ocenka. Takim obrazom, my moßem sqitat~, qto p ¿ 3. Rassmotrim razloßenie √ d v nepreryvnu¸ drob~, √ d = [n, a_1, . . . , a_l]. (10)

Poluqim preßde vsego ocenku snizu dlØ l. Poskol~ku glavnyæ klass predstavlØet qislo p ili −p, to vse qisla vida p^k ili (−p)^k sootvetstvenno tak ße predstavlØ¸tsØ glavnym klassom. Takim obrazom, v glavnom klasse suwestvuet forma ax^2 + 2bxy + cy^2 takaØ, qto a = ±p^k. Esli |a| < √ d, to kofffficient b moßno podobrat~ tak, qto √ d − |a| < b < √ d. Takim obrazom, moßno sqitat~, qto poslednØØ forma ØvlØetsØ privedennoæ (po povodu usloviæ privedeniØ sm., naprimer, [3]). �to oznaqaet, qto v ravenstve (2) pri ξ = √ d odno iz ξ_i imeet vid ξ_i = (b+ √ d)/p^k. Iz usloviØ p^k < √ d imeem ocenku k <^1_2 log d/ log p.

Poskol~ku d > p^{pc}, poluqaem ots¸da neravenstvo l > 1 2 log d log p > 1 2 pc. (11)

26 E. P. GOLUBEVA

Pokaßem, qto v razloßenii (10) l¸bomu naboru posledovatel~nyh fflementov, sostoØwemu tol~ko iz a_i = 1 i ime¸wemu dlinu p − 1, otveqaet po men~xeæ mere odin fflement, kotoryæ bol~xe 1.

Poskol~ku qislo ±p predstavlØetsØ glavnym klassom i p < √ d, to suwestvuet irracional~nost~ vida (b+ √ d)/p, ffkvivalent- naØ √ d. Sledovatel~no, ee razloßenie v nepreryvnu¸ drob~ tak ße soderßit fftot nabor iz 1, poskol~ku ono poluqaetsØ iz (10) krugovoæ perestanovkoæ fflementov.

Pust~ b + √ d p = [t_1, . . . , t_l]

i t_r = . . . = t_{r+p−2} = 1. Togda | |b + √ d p − P_i Q_i | | = 1 Q_i(Q_iξ_i + Q_{i−1})

, (12)

gde P_i/Q_i – podhodØwaØ drob~ i dlØ i ¿ r [ξ_i] = t_i = 1. Znamenateli fftih podhodØwih drobeæ pri r 6 i 6 r +p−2 udovletvorØ¸t sootnoxeniØm Q_i = Q_{i−1} + Q_{i−2}. V silu utverßdeniØ lemmy 2, naædetsØ nomer k takoæ, qto r 6 k 6 r + p − 2 i Q_k ≡ 0 (mod p).

Poloßim Q_k = pN_k, togda ravenstvo (12) moßno perepisat~ v vide | | | b + √ d p − P_k pN_k | | = 1 pN_k(pN_kξ_k + Q_{k−1}) . (13)

Ots¸da sleduet, qto | |b + √ d − P_k N_k | | < 1 pN^2_k . Znaqit, P_k/N_k ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k b + √ d, a (P_k + n − b)/N_k ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k n + √ d. Iz ravenstva (13) my imeem | |n + √ d − P_k + n − b N_k | | = 1 N_k(pN_kξ_k + Q_{k−1}) . Poskol~ku (P_k +n−b)/N_k ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k n+ √ d, to | |n + √ d − P_k + n − b N_k | | = 1 N_k(N_kα + N_{k−1}) > 1 N^2_k (α + 1) ,

SPEKTR KONSTANT LEVI 27

gde α – sootvetstvu¸wee polnoe qastnoe i N_{k−1} – znamenatel~ predyduweæ podhodØweæ drobi. SravnivaØ pravye qasti dvuh poslednih sootnoxeniæ, poluqaem N_k(α + 1) > pN_kξ_k + Q_{k−1} > pN_kξ_k. Ots¸da sleduet, qto α > pξ_k − 1. Tak kak p ¿ 3 i ξ_k > 1, to α > 2. Takim obrazom, kaßdomu naboru iz 1 dliny p−1 v razloßenii (10) deæstvitel~no otveqaet po kraæneæ mere odin fflement a_i fftogo razloßeniØ, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ a_i ¿ 2.

Poskol~ku takim nepereseka¸wimsØ naboram sootvetstvu¸t razliqnye podhodØwie drobi P_k/Q_k, to sredi fflementov a_i razloßeniØ (10) naædetsØ po kraæneæ mere [l/p]/2 fflementov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ a_i ¿ 2. Koliqestvo neediniqnyh fflementov oboznaqim qerez N .

Tak kak β( √ d) ØvlØetsØ monotonno vozrasta¸weæ funkcieæ ot l¸bogo fflementa a_i, to my moßem sqitat~, qto v razloßenii (10) vse fflementy sovpada¸t s 1 ili 2.

Takim obrazom, kaßdaØ iz irracional~nosteæ ξ_i, vhodØwih v summu (2), imeet vid ξ_i = [1, . . . , 1 r_i , 2, . . . , t], gde t = 1 ili t = 2.

Razob~em mnoßestvo vseh ξ_i na dva podmnoßestva X_1 i X_2 sledu¸wim obrazom: k X_1 my otnesem te ξ, dlØ kotoryh ξ = [2, . . .] ili ξ = [1, 2, . . .], k X_2 – vse ostal~nye.

Koliqestvo irracional~nosteæ, vhodØwih v X_1, pervogo tipa ravno N . Oboznaqim qerez M koliqestvo irracional~nosteæ vtorogo tipa v X_1. ˚sno, qto M 6 N .

V pervom sluqae ξ > 2 +^1_{2+1} = 7/3. Vo vtorom sluqae ξ > 1 + 1/3 = 4/3. Takim obrazom, ∏ ξ∈X1 ξ > ( 7 3 )_N ( 4 3 )_M . (14)

Posle prostyh preobrazovaniæ dlØ pravoæ qasti imeem ( 7 3 )_N ( 4 3 )_M = ( 1 + √ 5 2 )_{N+M} ( 14 3(1 + √ 5) )_N ( 8 3(1 + √ 5) )_M =

= ( 1 + √ 5 2 )_{N+M} ( 7( √ 5 − 1) 6 )_{N−M} ( 14(3 − √ 5) 9 )_M .

28 E. P. GOLUBEVA

Poskol~ku 7( √ 5 − 1)/6 > 14(3 − √ 5)/9 i 3 − √ 5 > 3/4, dlØ levoæ qasti (14) poluqaem ocenku ∏ ξ∈X1 ξ > ( 1 + √ 5 2 )_{N+M} ( 14(3 − √ 5) 9 )_N > ( 1 + √ 5 2 )_{N+M} ( 7 6 )_N . Tak kak N ¿ [l/p]/2, to okonqatel~no imeem ∏ ξ∈X1 ξ > ( 1 + √ 5 2 )_{N+M} ( 7 6 ) l�p_{2p} . (15)

Esli ξ ∈ X_2, to razloßenie ξ v nepreryvnu¸ drob~ imeet vid ξ = [1, . . . , 1

r , 2, . . .], gde r ¿ 2. Rassmotrim proizvol~nyæ in-

terval iz fflementov (10), sostoØwiæ iz 1, dliny m ¿ 2. Pust~ ξ_i, . . . , ξ_{i+m−2} – sootvetstvu¸wie fftomu intervalu irracional~- nosti: ξ_i = [1, . . . , 1 m , 2, . . .], . . . , ξ^{i+m−2} = [1, 1, 2, . . .]. Poskol~ku ξ_w = 1 + 1/ξ_{w−1}, to ξ_wξ_{w−1} = ξ_{w−1} + 1. Esli w − 1 qetno, to v silu rezul~tata lemmy 3 ξ_{w−1} > (1 + √ 5)/2. Sledovatel~no,

ξ_wξ_{w−1} > 1 + √ 5 2 + 1 = ( 1 + √ 5 2 )_2 . Esli m neqetno, to iz poslednego neravenstva vytekaet, qto i+m−2∏

k=i ξ_k > ( 1 + √ 5 2 )_{m−1} . (16)

Pust~ m qetno, togda, snova ispol~zuØ lemmu 3, v silu kotoroæ ξ_i > (1 + √ 5)/2, i poslednee neravenstvo, poluqaem i+m−2∏

k=i ξ_k > ξ_i i+m−2∏

k=i+1 ξ_k > 1 + √ 5 2 ( 1 + √ 5 2 )_{m−2} = ( 1 + √ 5 2 )_{m−1} . Takim obrazom, neravenstvo (16) imeet mesto v l¸bom sluqae.

SPEKTR KONSTANT LEVI 29

Tak kak #(X_2) = l − N − M , to peremnoßaØ neravenstva (16), sootvetstvu¸wie vsem intervalam fflementov razloßeniØ (10), sostoØwim iz edinic, poluqaem ∏ ξ∈X2 ξ > ( 1 + √ 5 2 )_{l−N−M} . Ob¨edinØØ poslednee neravenstvo s ocenkoæ (15), poluqaem ε = ∏ ξ∈X1∪X2 ξ > ( 1 + √ 5 2 )_l ( 7 6 ) l�p_{2p} . Sledovatel~no,

log ε > l log 1 + √ 5 2 + l 2p log 7 6 + 1 2 log 6 7 i β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 2p log 7 6 + 1 2l log 6 7 . V silu neravenstva (11) β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 2p log 7 6 + 1 pc log 6 7 (17)

i teorema dokazana.

Sledstvie 1. Pust~ d = n^2 ± 3 i d > 3^9, togda β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 18 log 7 6 . Pust~ d = n^2 ± 7 ili d = 9n^2 + 8n + 1 i d > 7^{21}, togda β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 42 log 7 6 . Pust~ d = n^2 ± 43 ili d = (3n + 7)^2 + 2n ili d = (7n + 3)^2 + 2n ili d = (21n + 1)^2 + 2n i d > 43^{129}, togda β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 258 log 7 6 .

30 E. P. GOLUBEVA

Dokazatel~stvo. Qislo 3 prinadleßit mnoßestvu P . Pofftomu,

esli glavnyæ klass form opredelitelØ d predstavlØet qislo ±3 i d > 3^9, to iz neravenstva (17) poluqaem β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 6 log 7 6 + 1 9 log 6 7 = log 1 + √ 5 2 + 1 18 log 7 6 . Esli d = n^2 + 3, to naqalo razloßeniØ qisla n + √ d v nepreryvnu¸ drob~ imeet vid n+ √ d = [2n, (n+ √ d)/3], tak qto glavnyæ klass predstavlØet qislo 3.

Analogiqno, esli d = n^2 − 3, to n − 1 + √ d = [2(n − 1), 1, (n − 3 + √ d)/3] i v fftom sluqae glavnyæ klass predstavlØet qislo −3. Poskol~ku 7 ∈ P , to iz neravenstva (17) imeem β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 14 log 7 6 + 1 21 log 6 7 = log 1 + √ 5 2 + 1 42 log 7 6 , esli d > 7^{21} i glavnyæ klass form predstavlØet qislo ±7.

Esli d = n^2 + 7, to n + √ d = [2n, (n + √ d)/7]. Sledovatel~no, glavnyæ klass predstavlØet qislo 7.

Analogiqno, esli d = n^2 − 7, to n − 1 + √ d = [2(n − 1), 1, (n − 7+ √ d)/7] i glavnyæ klass predstavlØet qislo −7. Toqno tak ße, esli d = 9n^2 + 8n + 1, to 3n + 1 + √ d = [6n + 2, 3, (3n − 1 + √ d)/7] i glavnyæ klass predstavlØet qislo −7.

Poskol~ku 43 ∈ P , to iz neravenstva (17) imeem pri d > 43^{129} β( √ d) > log 1 + √ 5 2 + 1 86 log 7 6 + 1 129 log 6 7 = log 1 + √ 5 2 + 1 258 log 7 6 , esli glavnyæ klass form predstavlØet qislo ±43.

Esli d = n^2 + 43, to n + √ d = [2n, (n + √ d)/43]. Sledovatel~no, glavnyæ klass predstavlØet qislo 43.

Analogiqno, esli d = n^2 − 43, to n − 1 + √ d = [2(n − 1), 1, (n − 43 + √ d)/43] i glavnyæ klass predstavlØet qislo −43.

Esli d = (3n+7)^2+2n, to 3n+7+ √ d = [2(3n+7), 3, (3n−7+ √ d)/43] i glavnyæ klass predstavlØet qislo −43.

Esli d = (7n+3)^2+2n, to 7n+3+ √ d = [2(7n+3), 7, (7n−3+ √ d)/43] i glavnyæ klass predstavlØet qislo −43.

Nakonec, esli d = (21n + 1)^2 + 2n, to 21n + 1 + √ d = [2(21n + 1), 21, (21n−1+ √ d)/43] i glavnyæ klass tak ße predstavlØet qislo −43.

SPEKTR KONSTANT LEVI 31

Sledstvie 2. Esli glavnyæ klass form opredelitelØ d predsta-

vlØet qislo ±p, gde p iz mnoßestva P , to dlØ vseh d | | | l log 1 + √ 5 2 − log ε | | | > c_0l, gde c_0 = c_0(p) – poloßitel~naØ, ffffektivno vyqislØemaØ posto- ØnnaØ.

Dokazatel~stvo. Esli d > p^{4p}, to iz neravenstva (17) imeem

log ε > l log 1 + √ 5 2 + l 1 4p log 7 6 . Pust~ d < p^{4p}. Poskol~ku v razloßenii (10) ne vse fflementy a_i ravny 1, to

log ε > l log 1 + √ 5 2 + c(d)l, gde c(d) > 0. Takim obrazom,

log ε − l log 1 + √ 5 2 > c_0l, gde c_0 = min(1/4p log(7/6), min_{d<p}4p c(d).

3. Konstanty Levi i ravnomernoe raspredelenie celyh toqek na odnopolostnom giperboloide. V fftom paragrafe my

dokaßem, qto postoØnnaØ π^2/12 log 2 ØvlØetsØ toqkoæ sguweniØ mnoßestva B.

Teorema 2. Pust~ Ω – zamknutaØ vypuklaØ oblast~ na giperbolo-

ide b^2_1 − a_1c_1 = 1 i μ(Ω) – plowad~ Lobaqevskogo fftoæ oblasti:

μ(Ω) = ∫∫ Ω dadb |a| . Oboznaqim qerez R(Ω) = R(Ω, d) qislo celyh toqek, leßawih na giperboloide (4) i takih, qto (a/ √ d, b/ √ d, c/ √ d) ∈ Ω, esli d ≡ 2, 3 (mod 4) i (2a/ √ d, b/ √ d, 2c/ √ d) ∈ Ω, esli d ≡ 1 (mod 4).

Pust~ obe L-funkcii s kvadratiqnymi harakterami (_{±d} · ) , kotorye my oboznaqim qerez L_{±d}(s), ne ime¸t nuleæ v prØmougol~nike 1 − 1 log^ν d

< Re s < 1, | Im s| < 1, (18)

32 E. P. GOLUBEVA gde ν > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ.

Togda pri d → ∞

R(Ω) = μ(Ω) 6 π^2 √ d L_D (1)(1 + O(log^{−η} d)),

gde D = d, esli d ≡ 1 (mod 4), D = 4d, esli d ≡ 2, 3 (mod 4), posto- ØnnaØ η = η(ν) > 0.

Dokazatel~stvo ffto teoremy sm v [6].

Sledstvie 1. Pust~ h(d) = 1, togda v usloviØh teoremy 2 imeem β(d) = π^2 12 log 2

+ O(log^{−η} d).

Dokazatel~stvo. Esli h(d) = 1, to vse celye toqki v oblasti

privedeniØ ffkvivalentny. Sledovatel~no, l = R(Ω_0), gde Ω_0 – oblast~, kotoraØ zadaetsØ usloviØmi 0 < b_1 < 1, a_1 + b_1 > 1, b_1 > a_1 − 1, a_1 > 0. Legko videt~, qto

μ(Ω_0) = 1∫ 0 da_1 + 2∫ 1 2 − a_1 a_1 da_1 = 2 log 2.

Takim obrazom, l = 12 log 2 π^2 √ d L_D(1)(1 + O(log^{−η} d)).

S drugoæ storony, iz formuly Dirihle dlØ qisla klassov sleduet, qto log ε = √ d L_D(1).

Sledstvie 2. Qislo π^2/12 log 2 ØvlØetsØ toqkoæ sguweniØ dlØ

mnoßestva B.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim posledovatel~nost~ qisel vida

d = 5^{2k+1}, gde k ¿ 0. Kak izvestno, h(d) = 1. Krome togo, Lfunkcii s harakterami (_{±d} · ) , oqevidno, ne ime¸t nuleæ v prØmougol~nike (18). V silu predyduwego sledstviØ, utverßdenie dokazano.

SPEKTR KONSTANT LEVI 33

Literatura

1. P. Lévy, Sur les lois de probabilités dont dépendent les quotients complets et imcomplets d’une fraction continue, Bull. Soc. Math. France 57 (1929), 178–194.

2. C. Faivre, Distribution of Lévy constants for quadratic numbers, Acta Arithm.

61, No. 1 (1992), 13–34.

3. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel, M.-L. (1937). 4. E. P. Golubeva, O dline perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat.

sb. 123, No. 1 (1984), 120–129.

5. B. F. Skubenko, Asimptotiqeskoe raspredelenie celyh toqek na odnopolostnom giperboloide i ffrgodiqeskie teoremy, Izv. AN SSSR, ser. matem., 26, No. 5 (1962), 721–752.

6. E. P. Golubeva, Predstavlenie bol~xih qisel ternarnymi kvadratiqnymi formami, Mat. sb. 129, No. 1 (1986), 40–54.

7. E. P. Golubeva, Ocenka konstanty Levi dlØ pp i kriteriæ odnoklassnosti dlØ Q(pp), Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 21–30.

8. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1997), 72–81.

Postupilo 9 sentØbrØ 1999 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa