Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

E. P. Golubeva

PROBLEMA VARINGA DL˚ XESTI KUBOV I VYSXIH STEPENE` 1. Metod svedeniØ uravneniØ Varinga, soderßawego summu ku-

bov, k zadaqe o predstavlenii celyh qisel ternarnoæ kvadratiqnoæ formoæ ranee ispol~zovalsØ rØdom avtorov (sm., naprimer, [1, 2, 3]).

V rabote [4] byl predloßen variant fftogo podhoda k zadaqam takogo tipa, realizovannyæ na primere uravneniØ

n = x^2 + y^2 + z^3 + u^3 + v^4 + w^{14}. (1)

Pri fftom naxa shema pozvolØet rassmatrivat~ zadaqi, v kotoryh uqastvuet l¸boe koliqestvo dopolnitel~nyh slagaemyh stepeneæ vyxe tret~eæ. Za sqet fftih slagaemyh umen~xa¸tsØ kofffficienty voznika¸weæ ternarnoæ kvadratiqnoæ formy, a zatem my ispol~zuem rezul~taty rabot [5, 6]. Takim obrazom, naxi rezul~taty suwestvenno zavisØt ot prodvißeniæ v probleme ob ocenke kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form polucelogo vesa.

V nastoØweæ rabote my rassmatrivaem uravnenie

n = x^3_1 + x^3_2 + x^3 + x^3_4 + x^3_5 + x^3_6 + u^4 + v^9, (2)

kotoroe tak ße podpadaet pod deæstvie naxeæ shemy.

Do fftogo v stat~Øh [7, 8] izuqalos~ uravnenie

n = x^3_1 + x^3_2 + x^3 + x^3_4 + x^3_5 + x^3_6 + u^4 + v^4. (3)

Krome dokazatel~stva razreximosti poslednego uravneniØ v nih soderßatsØ i ocenki snizu dlØ koliqestva rexeniæ, pravil~- nye po porØdku (v rabote [7] byla daße poluqena asimptotiqeskaØ formula dlØ koliqestva rexeniæ, pravda, pri predpoloßenii o spravedlivosti gipotezy Rimana dlØ nekotoroæ L-funkcii Hasse–VeælØ).

V otliqie ot fftih rabot, ocenka snizu dlØ koliqestva rexeniæ uravneniæ (2), kotoraØ moßet byt~ poluqena naxim meto- 34

PROBLEMA VARINGA DL˚ XESTI KUBOV 35 dom, imeet vid C_ε n^{1/3}�^ε (ε > 0 – proizvol~no malo), v to vremØ kak gipotetiqeskiæ pravil~nyæ porØdok fftoæ ocenki – n^{49/36}.

Krome togo, fftot metod imeet ewe odin nedostatok – uravneniØ (1) i (2) rexa¸tsØ tol~ko dlØ sluqaØ, kogda n udovletvorØet dopolnitel~nym kongruffncial~nym usloviØm po postoØnnomu modul¸. �tot modul~ moßet byt~ zamenen na l¸boe drugoe postoØnnoe qislo ili na qislo, slabo rastuwee vmeste s n. DlØ togo, qtoby iskl¸qit~ ffto uslovie iz formulirovki osnovnogo rezul~tata, prihoditsØ dobavlØt~ v uravnenie ewe odno slagaemoe skol~ ugodno vysokoæ stepeni, posle qego uravnenie priobretaet standartnyæ vid.

Tem ße metodom moßno dokazyvat~ i razreximost~ uravneniæ

n = x^3_1 + x^3_2 + x^3 + x^3_4 + x^3_5 + x^3_6 + u^{k1}_1 + · · · + u^{kr}_r ,

gde pokazateli k_1, . . . , k_r udovletvorØ¸t uslovi¸ 1 k_r + ( 1 − 1 k_r ) 1 k_r�_1 + · · · + ( 1 − 1 k_r )( 1 − 1 k_r�_1 ) . . . ( 1 − 1 k_2 ) 1 k_1 ¿ 1 3 . Kak uße upominalos~ vyxe, rezul~tat nastoØweæ raboty zavisit ot ocenki kofffficientov Fur~e paraboliqesikh form vesa 3/2, poluqennoæ v rabote [6]. UluqxeniØ fftoæ ocenki suwestvenno povliØli by na rezul~taty otnositel~no uravneniæ tipa (1), kotorye soderßat dva kvadrata i dva kuba. V sluqae dostißeniØ predel~nyh ocenok mogla by idti req~ o rexenii uravneniØ

n = x^2 + y^2 + u^3 + v^3.

V gorazdo men~xeæ stepeni ffto povliØlo by na rezul~taty, kasa¸wiesØ uravneniæ, soderßawih xest~ kubov. Predelom pri takom podhode predstavlØetsØ uravnenie

n = x^3_1 + x^3_2 + x^3 + x^3_4 + x^3_5 + x^3_6 + u^4.

2. Sformuliruem teper~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty. Teorema. Pust~ n qetno, n ≡ 1 (mod 5). Togda, esli n dostatoqno

veliko, to uravnenie (2) imeet rexeniØ, dlØ kotoryh x_i (1 6 i 6 6), u i v neotricatel~ny.

36 E. P. GOLUBEVA

Sledstvie. Uravnenie

n = x^3_1 + x^3_2 + x^3 + x^3_4 + x^3_5 + x^3_6 + u^4 + v^9 + w^{2k+1}

imeet neotricatel~nye rexeniØ dlØ l¸byh dostatoqno bol~xih n i l¸bogo k.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sledstviØ mgnovenno sleduet iz

teoremy, poskol~ku w^{2k+1} ≡ w (mod 5) i, vybiraØ w tak, qto 1 6

w 6 10, my moßem dobit~sØ vypolneniØ dvuh usloviæ: n ≡ w^{2k+1}

(mod 5) i n − w2^k+1 – qetnoe qislo.

DlØ dokazatel~stva teoremy nam nußen sledu¸wiæ vspomogatel~nyæ fakt o predstavlenii bol~xih qisel ternarnymi kvadratiqnymi formami.

Lemma. Pust~ pi (1 6 i 6 3) – razliqnye prostye qisla, pi ≡ 1

(mod 5), p_i ≡ 1 (mod 4). Oboznaqim qerez Q(m) koliqestvo rexeniæ

uravneniØ m = p^2_1y^2_1 + p^2y^2 + p^2_3y^2_3.

Pust~ m ≡ 3 (mod 5) i m ≡ 3 (mod 8). Togda suwestvuet posto- ØnnaØ δ > 0 takaØ, qto, esli p_i < m^δ , to dlØ dostatoqno bol~xih m spravedliva ocenka Q(m) ≫_ε m^{1/2}�^ε, gde ε > 0 – proizvol~no ma- lo. Dokazatel~stvo. V silu rezul~tata raboty [6] nam dostatoqno

proverit~, qto m ≠ at^2, gde a | (p1p2p3)2, i qto sravneniØ

m = p^2_1y^2_1 + p^2y^2 + p^2_3y^2_3 (mod d) (4)

ime¸t rexeniØ dlØ d = 8 i dlØ d = p^r_i , gde 1 6 i 6 3, r – l¸boe.

Poskol~ku p_i ≡ 1 (mod 5), to qislo a ≡ 1 (mod 5). Tak kak t^2 ≡ 0

(mod 5), t2 ≡ 1 (mod 5) ili t2 ≡ 4 (mod 5), to at2 udovletvorØet

odnomu iz fftih sravneniæ. Poskol~ku m ≡ 3 (mod 5), to ravenstvo m = at^2 ne moßet imet~ mesto.

Vvidu togo, qto m ≡ 3 (mod 8), sravnenie (4), oqevidno, imeet rexeniØ (mod 8).

Tak kak p_i ≡ 1 (mod 4) i p_i – razliqnye prostye, to sravnenie (4) po modul¸ p^r_i imeet primitivnye rexeniØ pri l¸bom r nezavisimo ot togo, vypolnØetsØ uslovie (m, p_i) = 1 ili net.

Dokazatel~stvo teoremy. My budem deæstvovat~ po sheme,

privedennoæ v rabote [4].

PROBLEMA VARINGA DL˚ XESTI KUBOV 37 Pust~

x_1 + x_2 = 2A_1, x_3 + x_4 = 2A_2, x_5 + x_6 = 2A_3, y_1 = A_1 − x_1, y_2 = A_2 − x_3, y_3 = A_3 − x_5. (5)

V fftih oboznaqeniØh uravnenie (2) priobretaet sledu¸wiæ vid:

n = 6A_1y^2_1 + 6A_2y^2 + 6A_3y^2_3 + 2A^3_1 + 2A^3_2 + 2A^3 + u^4 + v^9.

Tak kak n ≡ 1 (mod 5), to sravnenie n ≡ v^9_0 (mod 5^{4α}) imeet rexenie pri l¸bom α. Poloßim v = v_0 + 5^{4α}t, gde n^{1/9}�^{ν1} < 5^{4α} < n^{1/9}�^{ν2}, ν_1 > ν_2 > 0 – postoØnnye, kotorye my vyberem pozdnee,

1 6 v0 6 5^{4α}, 0 6 t 6 240. Togda n − v^9 = 5^{4α}k. Oqevidno, k = n 54^α + O ( 532^α ) = n 54^α + O ( k^1�^ξ ) , (6)

gde ξ > 0.

Poskol~ku 5^{4α} ≡ 1 (mod 3), v^9 ≡ v (mod 3), to za sqet vybora t moßno dobit~sØ togo, qto k ≡ 1 (mod 3). Krome togo, pri nadleßawem vybore t qislo k ≡ 1 (mod 5). Nakonec, tak kak n qetno, a dlØ l¸bogo neqetnogo v vypolneno uslovie v^9 ≡ v (mod 16) i

54^α ≡ 1 (mod 16), to t moßno podobrat~ tak, qto k ≡ 9 (mod 16).

Poloßim A_1 = 5^{4α}B_1, A_2 = 5^{4α}B_2, A_3 = 5^{4α}B_3, u = 5^αu_1. Posle oqevidnyh uproweniæ imeem

k = 6B_1y^2_1 + 6B_2y^2 + 6B_3y^2_3 + 2 · 5^{8α}B^3_1 + 2 · 5^{8α}B^3_2 + 2 · 5^{8α}B^3 + u^4_1.

S pomow~¸ takogo ße priema umen~xim kofffficienty kvadratiqnoæ formy ewe raz. Poskol~ku k ≡ 1 (mod 5), to sravnenie k ≡ u^4_0 (mod 5^{4β}) imeet rexenie dlØ l¸bogo β. Poloßim u_1 = u_0 + 5^{4β}w, gde n^{2/9}�^{μ1} < 5^{4β} < n^{2/9}�^{μ2}, μ_1 > μ_2 > 0 – posto- Ønnye, kotorye my vyberem pozdnee, 1 6 u_0 6 5^{4β}, 0 6 w 6 240. Togda k − u^4_1 = 5^{4β}l. Oqevidno, l = k 54^β + O ( 512^β ) = k 54^β + O ( l^1�^η ) , gde η > 0. UqityvaØ ravenstvo (6), imeem ots¸da l = n 54^α+4^β + O ( l^1�^ν ) , (7)

gde ν > 0.

38 E. P. GOLUBEVA

Poskol~ku k ≡ 1 (mod 3) i dlØ u_1 ≢ 0 (mod 3) u^4_1 ≡ 1 (mod 3), to qislo w moßno vybrat~ tak, qto l ≡ 0 (mod 3). Krome togo, poskol~ku k ≡ 9 (mod 16) i 5^{4β} ≡ 1 (mod 16) i dlØ neqetnogo u_1 imeem sravnenie u^4_1 ≡ 1 (mod 16), to w moßno vybrat~ tak, qto l ≡ 8 (mod 16). Nakonec, vybiraØ znaqenie w dolßnym obrazom (mod 5), my moßem dobit~sØ, qtoby vypolnØlis~ usloviØ l ≡ 3 (mod 5).

Poloßim B_1 = 5^{4β}C_1, B_2 = 5^{4β}C_2, B_3 = 5^{4β}C_3. Posle uproweniæ poluqim uravnenie

l = 6C_1y^2_1 +6C_2y^2 +6C_3y^2_3 +2·5^{8α+8β}C^3_1 +2·5^{8α+8β}C^3_2 +2·5^{8α+8β}C^3_3 . (8)

Naloßim na C_i (1 6 i 6 3) sledu¸wie ograniqeniØ: C_i ≡ 1

(mod 3), C_i ≡ 1 (mod 8). Togda C31 + C32 + C33 ≡ 0 (mod 3) i C31 + C32 + C^3_3 ≡ 3 (mod 8). Pust~ qislo m zadano s pomow~¸ ravenstva m = l − 2 · 5^{8α+8β}(C^3_1 + C^3_2 + C^3_3 ) 6 . Poskol~ku l ≡ 0 (mod 6), to m ØvlØetsØ celym. Tak kak l/6 ≡ 4

(mod 8) i 58^α+8^β ≡ 1 (mod 8), to m ≡ 3 (mod 8). Nakonec, poskol~ku l ≡ 3 (mod 5), to l/6 ≡ m ≡ 3 (mod 5).

V fftih oboznaqeniØh uravnenie (8) zapixetsØ v vide

m = C_1y^2_1 + C_2y^2 + C_3y^2_3 . (9)

Potrebuem dopolnitel~no, qtoby parametry C_i udovletvorØli neravenstvam n 12 · 512^α+12^β

< C^3_i < n 8 · 512^α+12^β

. (10)

V silu usloviæ, naloßennyh na α i β, imeet mesto ocenka n/5^{12α+12β} ≫ n^{λ2+ν2} . Takim obrazom, s uqetom (7) imeem n 2 · 54^α+4^β

< 2 · 5^{8α+8β}(C^3_1 + C^3_2 + C^3_3 ) < 3 4 n 54^α+4^β = 3 4 l + O(l^1�^γ ),

gde γ > 0. Sledovatel~no, n 24 · 54^α+4^β

+ O(m1�^γ ) < m < n 12 · 54^α+4^β

+ O(m1�^γ ). (11)

Vyberem postoØnnye ν_1 i μ_1 nastol~ko malymi, qto vypolneno uslovie ν_1 + μ_1 < δ, gde δ – postoØnnaØ iz lemmy, togda C_i < m^{2δ}.

PROBLEMA VARINGA DL˚ XESTI KUBOV 39 DlØ 1 6 i 6 3 poloßim C_i = p^2_i , gde p_i – razliqnye prostye, p_i ≡ 1 (mod 5), p_i ≡ 1 (mod 4) i p_i takovo, qto spravedlivy neravenstva (10). Pri takom vybore kofffficientov C_i vypolneny vse usloviØ lemmy i, sledovatel~no, uravnenie (9) imeet rexeniØ.

Nam ostalos~ pokazat~, qto ffti rexeniØ takovy, qto sootvetstvu¸wie peremennye v ishodnom uravnenii neotricatel~ny. Oqevidno, C_iy^2_i 6 m. S uqetom pravoæ qasti neravenstva (11) i levoæ qasti neravenstva (10) imeem ots¸da ocenki

C_iy^2_i < n 12 · 54^α+4^β

< 5^{8α+8β}C^3_i .

Takim obrazom, y^2_i < 5^{8α+8β}C^2_i = A^2_i i 0 6 y_i < A_i. Sledovatel~no, vvidu sootnoxeniæ (5) imeem A_1 > x_1 = A_1 − y_1 > 0 i x_2 = 2A_1 − x_1 > 0. Analogiqnye neravenstva spravedlivy i dlØ ostal~nyh peremennyh i teorema dokazana.

Literatura

1. ı. V. Linnik, O razloßenii bol~xih qisel na sem~ kubov, Mat. sb. 12,

No. 2 (1943), 218–224.

2. Yu. V. Linnik, Additive problems involving squares, cubes and almost primes, Acta Arithm. 21 (1972), 413–422.

3. G. L. Watson, On sums of a square and five cubes, J. London Math. Soc. (2), 5, No. 2 (1972), 215–218.

4. E. P. Golubeva, O neodnorodnyh uravneniØh Varinga, Zap. nauqn. semin.

POMI 226 (1996), 65–68.

5. H. Iwaniec, Fourier coefficients of modular forms of half-integral weight, Invent.

math. 87 (1987), 385–401.

6. W. Duke, Hyperbolic distribution problems and half-integral weight Maass forms, Invent. math. 92 (1988), 73–90.

7. C. Hooley, On Waring’s problem, Acta Math. 157 (1986), 49–97. 8. Brüdern, On Waring’s problem for cubes and biquadrates. II, Math. Proc. Cambr.

Phil. Soc. 104 (1988), 199–206.

Postupilo 23 avgusta 1999 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa