Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

E. G. Goluzina

O MNOȷESTVE ZNAQENI` NAQAL^NYH KO�FFICIENTOV V ODNOM KLASSE TIPIQNO VEWESTVENNYH FUNKCI`

§1. Vvedenie

DannaØ rabota prodolßaet issledovaniØ avtora [1–3], posvØwennye klassam tipiqno vewestvennyh funkciæ. Kak obyqno, pust~ T – klass funkciæ

f(z) = z +

1_∑ n=2 c_nz^n, (1)

regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge E = {z : |z| < 1}, t.e. udovletvorØ¸wih uslovi¸

Im z · Im f(z) > 0 pri z ∈ E, Im z ≠ 0.

Pust~ D_n – mnoßestvo znaqeniæ pervyh n kofffficientov v klasse T :

D_n = { (c_2, . . . , c_{n+1}) : f ∈ T } , n = 1, 2, . . . . �to mnoßestvo znaqeniæ pri l¸bom n ¿ 1 naædeno Rogozinskim v [4]. Pri n = 1, 2 ono imeet prostoæ vid: D_1 – otrezok −2 6 c_2 6 2,

D_2 = { (c_2, c_3) : c^2 − 1 6 c_3 6 3, −2 6 c_2 6 2 } . Pust~ D(f(z_1 )) – mnoßestvo znaqeniæ f(z_1 ) na klasse T pri fiksirovannom z_1 ∈ E, Im z_1 ≠ 0. V [4] pokazano, qto ffto mnoßestvo est~ krugovaØ lunoqka:

D(f(z_1 )) = { Δ_1 ∩ Δ_2 } , gde Δ_1 = { w : | | | |w + i 2 Im ζ_1 | | | | 6^1_{2| Im ζ1|}^},

Δ_2 = { w : Im [w(ζ^2_1 − 4)] Im ζ_1 ¿ 1 } . 40

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 41

Zdes~ i niße polagaem

ζ_1 = z_1 + 1 z_1

. (2)

Pust~ D_n(f(z_1 )) – mnoßestvo znaqeniæ sistemy (c_2, c_3, . . . , c_{n+1}, f(z_1 )) na klasse T pri fiksirovannom z_1, n ¿ 1. Mnoßestvo D_1(f(z_1 )), t.e. mnoßestvo znaqeniæ sistemy {c_2, f(z_1)} na klasse T , vpervye bylo naædeno ı. E. Alenicynym [5]. V sluqae Im z_1 ≠ 0 ono predstavlØet soboæ telo v R^3, ograniqennoe dvumØ koniqeskimi poverhnostØmi: | | |f(z_1 )− 1 ζ_1 + 2ε_j | | |^2 Im ζ_1 = (c_2 +2ε_j ) Im f(z) ζ_1 + 2ε_j

, ε_j = (−1)^j ; j = 1, 2.

Mnoßestvo D_n(f(z_1 )) pri n ¿ 1 bylo issledovano v [1].

§2. OboznaqeniØ i formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Pust~ T_1 ≡ T (z_1, w_1) – klass funkciæ f(z) ∈ T , udovletvorØ¸- wih uslovi¸ f(z_1 ) = w_1, gde z_1 i w_1 fiksirovany,

z_1 ∈ E, Im z_1 ≠ 0, w_1 ∈ Int D(f(z_1 )). (3)

Pust~ D_n{T_1} – mnoßestvo znaqeniæ sistemy (c_2, c_3, . . . , c_{n+1}) na klasse T_1, n ¿ 1.

V dannoæ rabote naædeny mnoßestva D_1{T_1} i D_2{T_1} i ukazany vse ih graniqnye funkcii.

Ime¸t mesto sledu¸wie teoremy.

Teorema 1. Mnoßestvo D1{T1} – otrezok vewestvennoæ osi: −2− | |1 − w_1(ζ_1 + 2)|^2 Im ζ^1 Im [w_1(ζ_1 + 2)] 6 c_2 6

6 2−^|1 − w1(ζ1 − 2)|^{2 Im ζ1}_{Im [w1(ζ1 − 2)]}.

Koncam ukazannogo otrezka sootvetstvu¸t tol~ko funkcii

f_j (z) = z(1 + a_j z + z^2) (1 − 2t_j z + z^2)(1 − 2ε_j z + z^2) , j = 1, 2, gde ε_j = (−1)^j, t_j =

Im [ζ_1(w_1(ζ_1 − 2ε_j ) − 1)] 2 Im[w_1(ζ_1 − 2ε_j )] ,

42 E. G. GOLUZINA

a_j = −2t_j −

|1 − w_1(ζ_1 − 2ε_j )|^2 Im ζ_1 Im[w_1(ζ_1 − 2ε_j)] . Teorema 2. Mnoßestvo D2{T1} ograniqeno dvumØ paraboliqeski-

mi dugami i opredelØetsØ neravenstvami

−1 +

|ζ_1w_1 − 1|^2 + c^2 ( −^{Im w1}

Im ζ1 ) − 2c_2 Re[ζ_1|w_1|^2 − w_1]

−^{Im w1} Im ζ1 − |w1| 2 6 6 c3 6 3 −^{|ζ1 + c2 − w1(ζ 21 − 4)|2 Im ζ1}

Im [w_1(ζ^2_1 − 4)] − Im ζ_1

. (4)

Pust~ P_1 i P_2 – graniqnye dugi mnoßestva D_2{T_1}, na kotoryh dostigaetsØ ravenstvo sootvetstvenno v levom i pravom neravenstvah (4). Toqkam na P_j sootvetstvu¸t funkcii ~f_j (z, t) (j = 1, 2):

~f_1(z, t) = z(1 + a^1z + z^2) (1 − 2tz + z^2)(1 − 2t_1z + z^2)

, t ∈ [−1, t_1(1)],

~f_2(z, t) = z(1 + b^1z + b^2z^2 + b^1z^3 + z^4) (1 − z^2)^2(1 − 2tz + z^2)

, t ∈ [t_1(1), t_1(−1)], gde a_1 ≡ a_1(t) =

Im[ζ_1(– − |–|^2)]

Im –^,

t_1 ≡ t_1(t) =

Im[ζ_1(– − 1)] 2 Im – ,

b_1 ≡ b_1(t) =

Im[(ζ^2_1 − 4)–] Im ζ_1

− 2 Re ζ_1,

b_2 ≡ b_2(t) = 2 + |ζ_1|^2 −

Im [ζ_1(ζ^2_1 − 4)–]

Im ζ_1 ; zdes~

– ≡ –(t) = w1(ζ1 − 2t).

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 43

§3. Dokazatel~stvo teorem 1 i 2

3.1. Nam potrebu¸tsØ rezul~taty raboty [1], kotorye sformu-

riruem v vide sledu¸wih treh teorem.

Teorema A. Pri Im z1 ≠ 0 mnoßestvo D1(f(z1 )) opredelØetsØ

sistemoæ treh neravenstv:

−2 6 c2 6 2, | | | | | | | |

2 − ε_j c_2 (2 − ε_jζ_1)f(z_1 ) + ε_j

(2 − ε_j ζ_1)f(z_1 ) + ε_j −

Im [(2 − ε_j ζ_1)f(z_1 )]

Im ζ_1

| | | | | | | | ¿ 0, j = 1, 2, (5)

gde ε_j = (−1)^j .

Teorema V. Pri Im z1 ≠ 0 mnoßestvo D2(f(z1 )) opredelØetsØ

sistemoæ qetyreh neravenstv:

c^2 − 1 6 c_3 6 3, | | | | | | | |

2 c_2 2f(z_1 )

c_2 (c_3 + 1)/2 ζ_1f(z_1 ) − 1

2f(z_1 ) ζ_1f(z_1 ) − 1 − 2 Im f(z_1 )/ Im ζ_1

| | | | | | | | ¿ 0,^{(6)} | | | | | | | 3 − c_3 c_2 + ζ_1 − (ζ^2_1 − 4)f(z_1 )

c_2 + ζ_1 − (ζ^2_1 − 4)f(z_1 ) − 1 +

Im [(ζ^2_1 − 4)f(z_1 )]

Im ζ_1

| | | | | | | ¿ 0, (7)

Teorema S. Kaßdoæ toqke na granice mnoßestva Dn(f(z1 )), n ¿ 1, sootvetstvuet tol~ko odna funkciØ klassa T i ona ime-

et vid f(z) = n+1∑ ν=1 λ_ν z 1 − 2t_νz + z^2

, (8) gde λ_ν ¿ 0, n+1∑ ν=1 λ_ν = 1, t_ν ∈ [−1, 1], t_ν ≠ t_k pri ν ≠ k, ν, k = 1, 2, . . . , n + 1.

44 E. G. GOLUZINA

3.2. Dokazatel~stvo teorem 1 i 2. Pervye utverßdeniØ teorem

1 i 2 poluqaem sootvetstvenno iz teorem A i V posredstvom preobrazovaniæ neravenstv (5), (6) i (7).

DlØ nahoßdeniØ funkciæ klassa T_1, sootvetstvu¸wih graniqnym toqkam mnoßestv D_1{T_1} i D_2{T_1}, vospol~zuemsØ teoremoæ S. Nam trebuetsØ naæti te funkcii vida (8), kotorye prinadleßat klassu T_1.

Funkcii f_1(z, t) = z 1 − 2tz + z^2

, −1 6 t 6 1 (9)

udovletvorØ¸t uslovi¸ w_1 = f_1(z_1, t) tol~ko v sluqae t = 1 2 Re ( ζ_1 − 1 w_1 ) , Im ( ζ_1 − 1 w_1 ) = 0.

V fftom sluqae toqka w_1 leßit na duge okrußnosti, prinadleßaweæ granice mnoßestva D(f(z_1 )).

Funkcii

f_2(z; λ) = λz (1 − z)^2 + (1 − λ)z (1 + z)^2

, 0 < λ < 1, (10)

udovletvorØ¸t uslovi¸ w_1 = f_2(z_1; λ) tol~ko pri λ = w_1(ζ_1 + 2) − 1 4 (ζ_1 − 2), Im ζ_1 = Im[w_1(ζ^2_1 − 4)].

V fftom sluqae toqka w_1 leßit na otrezke, prinadleßawem granice mnoßestva D(f(z_1 )).

Itak, pri w_1 ∈ Int D(f(z_1 )) funkcii (9) i (10) ne prinadleßat klassu T_1.

Funkcii

f^{(j)}_2 (z, t; λ) = λz 1 − 2tz + z^2 + (1 − λ)z 1 − 2ε_j z + z^2

, (11)

ε_j = (−1)^j , j = 1, 2, 0 < λ < 1, −1 < t < 1, udovletvorØ¸t uslovi¸ w_1 = f^{(j)}_2 (z_1, t; λ) pri t = t_j, λ = λ_j, gde

t_j =

Im [w_1ζ_1(ζ_1 − 2ε_j ) − ζ_1] 2 Im[w_1(ζ_1 − 2ε_j )] ,

λ_j =

|1 − w_1(ζ_1 − 2ε_j )|^2 Im ζ_1 Im[ζ_1 − w_1(ζ_1 − 2ε_j )^2] .

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 45

Sledovatel~no, iz funkciæ (11) klassu T_1 prinadleßat tol~ko funkcii f^{(j)}_2 (z, t_j ; λ_j). �ti funkcii sootvetstvu¸t koncam otrezka D_1{T_1}. Zametim, qto dlØ funkcii f^{(j)}_2 (z, t_j , λ_j)

c_2 = 2ε_j −

|1 − w_1(ζ_1 − 2ε_j)|^2 Im ζ_1 Im [w_1(ζ_1 − 2ε_j )] . Teorema 1 dokazana.

3.3. Rassmotrim teper~ funkcii

f_3(z, t; λ_1, λ_2) = λ_1z 1 − 2tz + z^2 + λ_2z (1 − z)^2 + (1 − λ_1 − λ_2)z (1 + z)^2

, (12)

gde 0 < λ_j < 1, j = 1, 2, −1 < t < 1.

Uslovie f_3(z_1, t; λ_1, λ_2) = w_1 vypolnØetsØ tol~ko pri λ_1 = λ_1(t), λ_2 = λ_2(t), gde

λ_1(t) =

|ζ_1 − 2t|^2 Im[w_1(ζ^2_1 − 4) − ζ_1]

4(1 − t^2) Im ζ_1 ,

λ_2(t) =

|ζ_1 − 2|^2 Im[ζ_1 − w_1(ζ_1 + 2)(ζ_1 − 2t)] 8(1 − t) Im ζ_1 . Itak, klassu T prinadleßit odnoparametriqeskoe semeæstvo funkciæ

f_3(z, t; λ_1(t), λ_2(t)) ≡ ~f_2(z, t), t ∈ [ t_1(1), t_1(−1) ] , (13) dlØ kotoryh

c_2 = 2t +

Im [w_1(ζ^2_1 − 4)(ζ_1 − 2t)] Im ζ_1

− 2 Re ζ_1,

c_3 = 3 + |ζ_1 − 2t|^2 ( 1 − Im [w_1(ζ^2_1 − 4)] Im ζ_1 ) . Netrudno proverit~, qto funkcii (13) sootvetstvu¸t toqkam dugi P_2. Ostalos~ naæti funkcii, sootvetstvu¸wie duge P_1.

Rassmotrim funkcii

f_2(z, t, t_1; λ) = λz 1 − 2t_1z + z^2 + (1 − λ)z 1 − 2tz + z^2

, (14)

46 E. G. GOLUZINA

gde 0 < λ < 1, −1 < t < 1, −1 < t_1 < 1. �ti funkcii udovletvorØ- ¸t uslovi¸ f_2(z_1 , t, t_1; λ) = w_1 pri t_1 = t_1(t), λ = λ(t), gde

t_1(t) =

Im[w_1ζ_1(ζ_1 − 2t) − ζ_1] 2 Im[w_1(ζ_1 − 2t)] ,

λ(t) = |1 − w_1(ζ_1 − 2t)|^2 Im ζ_1 Im [ζ_1 − w_1(ζ_1 − 2t)^2] . Takim obrazom, klassu T_1 prinadleßit odnoparametriqeskoe semeæstvo funkciæ

f_2(z, t, t_1(t); λ(t)) ≡ ~f_1(z, t), t ∈ [t_1(−1), 1], (15)

dlØ kotoryh

c_2 = 2t −

|1 − –|^2 Im ζ_1

Im –^,

c_3 = −1 + 4t^2 −

|1 − –|^2 Im [–(ζ_1 + 2t) − ζ_1] Im ζ_1 Im^2 – . Funkcii (15) sootvetstvu¸t toqkam dugi P_1.

Teorema 2 dokazana.

3.4. Sledstvie 1. V klasse T (ir, ir), 0 < r < 1, mnoßestvom zna-

qeniæ kofffficienta c_2 ØvlØetsØ otrezok − r^2(r^2 + 3)

2 6 c2 6^{r2(r2 + 3)}_2 . (16)

Mnoßestvo znaqeniæ sistemy (c_2, c_3) opredelØetsØ neravenstva- mi −r^2 + c^2 r^2 6 c_3 6 r^2(r^2 + 2) −

1 − r^2 r^2(r^2 + 3) c^2. (17)

Koncam otrezka (16) sootvetstvu¸t tol~ko funkcii

f_j (z) = z ( 1 −^1_2 ε_j (1 − r^2)(r^2 + 3)z + z^2 ) ( 1 +^1_2 ε_j(1 − r^2)z + z^2)(1 − 2ε_j z + z^2)

, ε_j = (−1)^j , j = 1, 2.

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 47 Ravenstvo v levom i pravom neravenstvah (17) dostigaetsØ sootvetstvenno funkciØmi ~f_1(z, t) i ~f_2(z, t) teoremy 2:

~f_1(z, t) pri − 1 6 t 6 r^2 − 1 4 , a_1 =

(1 − r^2)^2 2t − (1 − r^2)2t, t_1 = r^2 − 1 4t ,

~f_2(z, t) pri r^2 − 1

4 6 t 6^{1 − r2}_4 ,

b_1 =

(1 + r^2)^2 r^2 − 1

2t, b_2 = −1 + 2r^2 + r^4.

Dokazatel~stvo. Sledstvie 1 vytekaet iz teorem 1 i 2, tak kak

pri z_1 = w_1 = ir vypolnØ¸tsØ usloviØ (3).

§4. O graniqnyh funkciØh mnoßestv znaqeniæ f0(z_1) i f(z_2 ) Pust~ D0_{{T1} =}^{_f0_{(z1) : f ∈ T1}^}_{, D{T1 } = {f(z2) : f ∈ T1,} z_2 fiksirovano, Im z_2 ≠ 0}.

Mnoßestva D0{T_1} i D{T_1} naædeny v [3]. Sledu¸waØ teorema dopolnØet rezul~taty v [3].

Teorema 3. Graniqnym toqkam mnoßestv D0{T1} i D{T1} soot-

vetstvu¸t funkcii ~f_1(z, t) i ~f_2(z, t) teoremy 2.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto kaßdoe iz mnoßestv ∂D0{T1} i

∂D{T_1 } sostoit iz dvuh krugovyh dug. Teorema 3 sleduet iz teorem 1 i 2 v [3] i rassußdeniæ o funkciØh (8), privedennyh v §§3.2 i 3.3 nastoØweæ raboty. Zapixem funkci¸ ~f_2(z, t) v vide

~f_2(z, t) = z^2 (1 − z^2)^2 { w_1(ζ^2_1 − 4) + ( z + 1 z − ζ_1 )[ z + 1 z − ζ_1+

+ (ζ_1 − 2t)

Im[w_1(ζ^2_1 − 4)] Im ζ_1 ] z 1 − 2tz + z^2 } .

48 E. G. GOLUZINA

Netrudno zametit~, qto ~f_2(z, t) sootvetstvuet toqkam dugi ∂D_2(z_2) ∩ ∂Δ_1, ØvlØ¸weæsØ odnoæ iz dvuh krugovyh dug, obrazu¸wih ∂D{T_1} (sm. sledstvie 2 v [3]). Toqkam vtoroæ krugovoæ dugi sootvetstvu¸t funkcii ~f_1(z, t).

V silu spravedlivosti dlØ funkciæ ~f_j (z, t), j = 1, 2, ravenstv | | | | z^2_1 1 − z^2_1 ∂ ~f_1 ∂z (z_1, t) − ( ~ f_1(z_1, t)

)_2 | | | | = = | | | | 4λ(t)(1 − λ(t))(t − t_1(t))^2 (ζ_1 − 2t)^2(ζ_1 − 2t_1(t))^2 | | | | = | | | | Im w_1 Im ζ_1

+ |w_1|^2 | | | |, | | | | z^2_1 1 − z^2_1 ∂ ~f_2 ∂z (z_1, t) −

2ζ_1 ~f_2(z_1, t) − 1 ζ^2_1 − 4 | | | | = = | | | −4λ_1(t)(1 − t^2) (ζ_1 − 2t)^2(ζ^2_1 − 4) | | | = 1 |ζ^2_1 − 4| [ Im(w_1(ζ^2_1 − 4)) Im ζ_1 − 1 ] , iz sledstviØ 1 v [3] poluqaem, qto graniqnym toqkam mnoßestva

D0_{{T1}, leßawim na okrußnosti|} | | z^2_1 1 − z^2_1 w − O0_j | | | = R0j, sootvetstvu¸t funkcii ~f_j (z, t), j = 1, 2.

Teorema 3 dokazana.

Literatura

1. E. G. Goluzina, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1965), 45–62.

2. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

3. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistsem ff (z_1); f^0(z_1)g i ff (z_1),

f (z2)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. PO-

MI 254 (1998), 65–75.

4. W. Rogosinski, Über positive harmonische Entwicklungen und typisch-reelle Potenzreihen, Math. Z. 35, No. 1 (1932), 93–121.

5. ı. E. Alenicyn, Ob oblastØh izmeneniØ sistem kofffficientov funkciæ, predstavimyh summoæ integralov Stilt~esa, Vestnik LGU No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1962), 25–41.

Postupilo 18 oktØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN