Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

V. N. Dubinin, V. ı. Kim

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA DL˚ POLINOMOV

Neravenstva dlØ moduleæ polinomov i ih proizvodnyh ime¸t bogatu¸ istori¸ i mnogoqislennye priloßeniØ. My ograniqimsØ zdes~ ssylkoæ na izvestnu¸ monografi¸ [1] i dopolnenie k uqebniku [2], gde sformulirovany nerexennye problemy. Cel~ nastoØweæ stat~i sostoit v tom, qtoby poluqit~ novye neravenstva i, odnovremenno, obratit~ vnimanie specialistov na novyæ podhod k dokazatel~stvu takogo roda neravenstv. Dannyæ metod svoditsØ k ocenke privedennyh moduleæ vyroßda¸wihsØ kondensatorov [3], pri fftom my ograniqimsØ prosteæximi ocenkami privedennyh moduleæ, ne svØzannymi, naprimer, s simmetrizacionnymi preobrazovaniØmi kondensatorov. V pervom paragrafe privodØtsØ vspomogatel~nye svedeniØ o privedennyh modulØh. Vo vtorom paragrafe dany ocenki dlØ polinomov qerez privedennye moduli nekotoryh mnoßestv, vyteka¸wie iz odnoæ teoremy ob ffkstremal~nom razbienii sfery. V §3 dokazyva¸tsØ neravenstva, vkl¸qa¸wie modul~ proizvodnoæ polinoma i zavisØwie ot raspoloßeniØ ego nuleæ. Naxi teoremy po postanovke blizki k klassiqeskim i sovremennym utverßdeniØm o polinomah, odnako oni otliqny ot izvestnyh (sr., naprimer, [1, 4–6]). Nakonec, v §4 dany neravenstva, zavisØwie ot obrazov kritiqeskih toqek polinomov. V qastnosti, my dokaßem teoremu 5 raboty [3]. V kaqestve ffkstremal~nogo polinoma v §§3–4 vystupaet, kak pravilo, polinom vida (a + bz)^n.

§1. Privedennye moduli

Pust~ B – otkrytoe mnoßestvo na kompleksnoæ sfere C_z. Pust~ z_l, l = 1, . . . , m, – razliqnye toqki mnoßestva B; δ_l, l = 1, . . . , m, – proizvol~nye vewestvennye qisla, ne vse ravnye nul¸, i pust~ μ_l, ν_l, l = 1, . . . , m, – proizvol~nye poloßitel~ny

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 99-01- 00443). 70

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 71 qisla. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: Z = {z_l}, Δ = {δ_l}, Ψ = {ψ_l}, ψ_l = ψ_l(r) = μ_lr^{νl} , l = 1, . . . , m. Zdes~ i niße, esli ne ogovoreno protivnoe, simvoly {}, ∑ i ∏ oznaqa¸t sootvetstvenno sovokupnost~, summirovanie i proizvedenie po vsevozmoßnym indeksam, ukazannym v kontekste, za iskl¸qeniem teh, pri kotoryh slagaemoe v ∑ libo ravno ∞, libo neopredeleno, a somnoßitel~ v proizvedenii raven libo nul¸, libo ∞. Zamknutoe mnoßestvo E(z_0, r) nazovem poqti krugom s centrom v toqke z_0 ≠ ∞ radiusa r, esli dlØ dostatoqno malyh r > 0 suwestvu¸t nepreryvnye poloßitel~nye funkcii r_j(r), j = 1, 2 takie, qto {z : |z − z_0| ≤ r_1(r)} ⊂ E(z_0, r) ⊂ {z : |z − z_0| ≤ r_2(r)}, r > 0 i r_j(r) ∼ r, r → 0, j = 1, 2. Poqti krug s centrom v beskoneqnosti opredelim kak E(∞, r) = {z : 1/z ∈ E(0, r)}, gde E(0, r) – nekotoryæ poqti krug s centrom v naqale. Pri malyh r > 0 rassmotrim obobwennyæ kondensator C(r; B, Z, Δ, Ψ) = {C_z \ B, E(z_1, ψ_1(r)), . . . , E(z_m, ψ_m(r))} s predpisannymi znaqeniØmi sootvetstvenno 0, δ_1, . . . , δ_m [3]. Modulem fftogo kondensatora nazyvaetsØ veliqina |C(r; B, Z, Δ, Ψ)| = sup ∫ ∫ Cz |∇v|^2dx dy −1 , gde verhnØØ gran~ beretsØ po vsem dopustimym funkciØm v(z), t.e. vewestvennoznaqnym funkciØm v(z), nepreryvnym na C_z, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ koneqnoæ toqki i takim, qto v(z) = 0 v okrestnosti mnoßestva C_z \ B i v(z) = δ_l v okrestnosti E(z_l, ψ_l(r)), l = 1, . . . , m (zdes~ z = x + iy i 1/0 = +∞). Privedennym modulem mnoßestva B otnositel~no sovokupnosteæ Z, Δ i Ψ my nazyvaem predel

M (B, Z, Δ, Ψ) = lim_{r→0} ( |C(r; B, Z, Δ, Ψ)| + ν 2π log r ) , gde ν = ( ∑ δ^2_l ν^{−1}_l )^{−1}. V sluqae, kogda B – oblast~, m = 1, δ_1 = 1 i ψ_1(r) ≡ r ponØtie privedennogo modulØ sovpadaet s klassiqeskim i voshodit k rabotam Teæhm¸llera i Grœtxa. Obwiæ sluqaæ vveden i izuqen v [3, 7, 8] i drugih publikaciØh pervogo avtora. V qastnosti, v rabote [7] pokazano, qto esli mnoßestvo C_z \ B

72 V. N. DUBININ, V. ı. KIM imeet poloßitel~nu¸ garmoniqesku¸ meru, to dlØ l¸byh Z, Δ i Ψ privedennyæ modul~ suwestvuet i spravedliva formula M (B, Z, Δ, Ψ) = ν^2 2π {∑ δ^2_l ν^2_l log r(B, z_l) μ_l + ∑ δ_lδ_k ν_lν_k g_B (z_l, z_k) } , (1)

gde r(B, z) oznaqaet vnutrenniæ radius svØznoæ komponenty mnoßestva B, soderßaweæ toqku z, a g_B (z, ζ) – funkciØ Grina takoæ komponenty, doopredelennaØ nulem v ee dopolnenii. Poloßiv v (1) B, ravnomu B^′ = {z : |z| < 1}, libo B^′ = {z : |z| > 1} i Z^′ = {z_k}^n_{k=1}, Δ^′ = {1, . . . , 1}, Ψ^′ = {r, . . . , r}, posle prostyh vyqisleniæ imeem

M (B^′, Z^′, Δ^′, Ψ^′) = 1 2πn^2 log ∏ |1 − z_kz_l| ∏ |z_k − z_l| . (2)

SituaciØ, kogda mnoßestvo C_z \ B imeet garmoniqesku¸ meru nul~, ffkvivalentna sluqa¸ B = C_z i trebuet dopolnitel~nyh ograniqeniæ na Δ i Ψ [3]. Imenno, pri dopolnitel~nom uslovii ∑ δ_lν^{−1}_l = 0 privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery suwestvuet, priqem

M (C z , Z, Δ, Ψ) =^{ν 2}_{2π}^(−^{∑ δ2}l_ν 2_l log μl −^{∑ δl δk}_{νlνk} log |zl − zk|^) . (3)

Dokazatel~stvo fftoæ formuly privedeno v rabote [8].

§2. �kstremal~nye razbieniØ

My ograniqimsØ qastnym sluqaem teoremy 2 raboty [8], sostoØwim v sledu¸wem. Pust~ B_1 i B_2 – otkrytye nepereseka¸- wiesØ mnoßestva na sfere C_z, i pust~ z_{kl}, z_{kl} ∈ B_k, l = 1, . . . , m_k, – razliqnye toqki fftih mnoßestv, Z_k = {z_{kl}}^{mk}_{l=1}, k = 1, 2. Predpoloßim, qto sovokupnosti

Δ_k = {δ_{kl}}^{mk}_{l=1} i Ψ_k = {μ_{kl}r^{νkl} }^{mk}_{l=1}

udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm: m_k∑

l=1 δ^2_{kl} ≠ 0, k = 1, 2, ∑ δ_{kl}/ν_{kl} = 0.

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 73 Togda 2∑ k=1 (_{mk} ∑ l=1 δ^2_{kl}/ν_{kl} )_2

M (B_k, Z_k, Δ_k, Ψ_k) ≤ ≤ (∑ δ^2_{kl}/ν_{kl} )_2 M (C z, Z, Δ, Ψ), (4) gde Z = {z_{kl}}, Δ = {δ_{kl}} i Ψ = {μ_{kl}r^{νkl} }. Otmetim, qto v terminah metoda ffkstremal~noæ metriki privedennoe vyxe neravenstvo daet rexenie odnoæ obobwennoæ zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii kompleksnoæ sfery. Deæstvitel~no, poloßiv v nem m_1 = m_2 = μ_{11} = μ_{21} = ν_{11} = ν_{21} = δ_{11} = −δ_{21} = 1 i uqityvaØ (1), (3), poluqim klassiqeskiæ rezul~tat M. A. Lavrent~eva:

r(B_1, z_{11}) · r(B_2 , z_{21}) ≤ |z_{11} − z_{21}|^2.

Pokaßem seæqas, qto neravenstvo (4) moßno interpretirovat~ kak ocenku dlØ polinomov.

Teorema 1. Pust~ B1 i B2 – otkrytye nepereseka¸wiesØ mnoße-

stva na sfere C_z, i pust~ P (z), Q(z) – dva polinoma stepeni n, priqem nuli polinoma P (z), z_1, . . . , z_n, poparno razliqny i leßat v B_1, a nuli Q(z), ζ_1, . . . , ζ_n, takße razliqny i prinadleßat mnoßestvu B_2. Togda spravedlivo neravenstvo | | | | | n∏ k=1 P^′(z_k) Q^′(ζ_k) P (ζ_k) Q(z_k) | | | | | ≤

≤ exp { −2πn^2 [M (B_1, Z_1, Δ_1, Ψ_1) + M (B_2, Z_2, Δ_2, Ψ_2)] } , gde Z_1 = {z_k}^n_{k=1}, Z_2 = {ζ_k}^n_{k=1}, Δ_1 = Δ_2 = {1, . . . , 1}, Ψ_1 = Ψ_2 = {r, . . . , r}. Dokazatel~stvo. PrimenØØ posledovatel~no neravenstvo (4) i

formulu (3), poluqaem

M (B_1, Z_1, Δ_1, Ψ_1) + M (B_2, Z_2, Δ_2, Ψ_2) =

= M (B_1, Z_1, Δ_1, Ψ_1) + M (B_2, Z_2, {−1, . . . , −1}, Ψ_2) ≤ ≤ 1 2πn^2 log ∏ |z_k − ζ_l|^2|z_k − z_l|^{−1}|ζ_k − ζ_l|^{−1}.

74 V. N. DUBININ, V. ı. KIM

Ostalos~ zametit~, qto polinomy P (z) i Q(z) ime¸t vid P (z) = α ∏ (z − z_k), Q(z) = β ∏ (z − ζ_k), pofftomu | | ∏ P (ζ_k) | | = |α|^n ∏ |ζ_k − z_l|, | | ∏ Q(z_k) | | = |β|^n ∏ |z_k − ζ_l|, | |∏ P_′(z_k) | | = |α|_n ∏ |z_k − z_l|, | |∏ Q_′(ζ_k) | | = |β|_n ∏ |ζ_k − ζ_l|. Teorema dokazana.

VybiraØ v teoreme 1 razliqnym obrazom mnoßestva B_1, B_2 i

polinomy P (z), Q(z), imeem razliqnye ocenki dlØ polinomov i

ih proizvodnyh. Naprimer, spravedlivy sledu¸wie utverßde-

niØ.

Sledstvie 1. Esli nuli polinoma P (z) =^{n∏}_{k=1}(z − zk) otliqny

ot naqala koordinat i leßat v kruge |z| < 1, a nuli polinoma

Q(z) =^n ∏ k=1 (z − ζ_k) leßat v oblasti |z| > 1, to | | | | | n∏ k=1 z^n_k ζ^n_k P (1/z_k) Q(1/ζ_k) | | | | | ≤ | | | | | n∏ k=1 P (ζ_k) Q(z_k) | | | | | . Znak ravenstva dostigaetsØ dlØ proizvol~nyh polinomov P (z) i

Q(z) s simmetriqnymi nulØmi: ζ_k = 1/z_k, k = 1, . . . , n.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto toqki zk i ζk poparno raz-

liqny, k = 1, . . . , n. Iz teoremy 1 i formuly (2) imeem | | | | ∏ P ′(z_k) Q′(ζ_k) P (ζ_k) Q(z_k) | | | | ≤ ∏ |z_k − z_l| ∏ |ζ_k − ζ_l| ∏ |1 − z_kz_l| ∏ |1 − ζ_kζ_l| . Dalee, ∏ |1 − z_kz_l| = n∏ k=1 n∏ l=1 |z_k| | | | | 1 z_k − z_l | | | | = | | | | | n∏ k=1 z^n_k P (1/z_k) | | | | | . Analogiqno, ∏ |1 − ζ_kζ_l| = | | | | n∏ k=1 ζ^n_k Q(1/ζ_k) | | | | . Ostalos~ zametit~, kak i vyxe, qto ∏ |z_k − z_l| = | ∏ P^′(z_k)| i ∏ |ζ_k − ζ_l| = | ∏ Q^′(ζ_k)|. Qto i trebovalos~ dokazat~.

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 75

Sledstvie 2. Esli okrußnost~ |z| = 1 otdelØet nuli z1, . . . , zn

polinoma P (z) = z + c_2z^2 + . . . + c_{n+1}z^{n+1}, c_{n+1} ≠ 0, otliqnye ot

naqala, ot nuleæ ego proizvodnoæ ζ_1, . . . , ζ_n, to | | | | | n∏ k=1 P (1/z_k) P^′(1/ζ_k) | | | | | ≤ [ (n + 1) |c^2_{n+1}| ]_{n+1} | | | | | n∏ k=1 P (ζ_k) P^′(z_k) | | | | | . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinoma P (z) = z − √ 1/(n + 1) z^{n+1}.

Dokazatel~stvo. K polinomam P^′(z)/(cn+1(n + 1)) i P (z)/(cn+1z)

primenimo predyduwee utverßdenie, iz kotorogo vytekaet tre-

buemoe neravenstvo. Znak ravenstva proverØetsØ neposredstven- no. Teorema 2. Pust~ B1 i B2 – otkrytye nepereseka¸wiesØ mno-

ßestva na sfere C_z, priqem mnoßestvo B_2 soderßit besko-

neqno udalennu¸ toqku. Predpoloßim, qto vse nuli polinoma

P (z) =^n ∏ k=1 (z − z_k) poparno razliqny i prinadleßat mnoßestvu

B_1. Togda | | | | | n∏ k=1 P^′(z_k) | | | | | ≤ ≤ exp { −2πn^2 [ M (B_1, Z, Δ, Ψ) + M (B_2, {∞}, {1}, {r^{1/n}}) ]} , gde Z = {z_k}^n_{k=1}, Δ = {1, . . . , 1}, Ψ = {r, . . . , r}. Dokazatel~stvo. Neravenstvo (4) i formula (3) da¸t posledo-

vatel~no M (B_1, Z, Δ, Ψ) + M (B_2 , {∞}, {1}, {r^{1/n}}) = = M (B_1, Z, Δ, Ψ) + M (B_2, {∞}, {−1}, {r^{1/n}}) ≤ ≤ − 1 2πn^2 log ∏ |z_k − z_l| = − 1 2πn^2 log | | ∏ P^′(z_k) | | . Teorema dokazana.

Sledstvie 3. Esli nuli polinoma P (z) =^{n∏}_{k=1}(z − zk) otliqny ot

naqala i leßat v kruge |z| < 1, to | | | | | n∏ k=1 z^n_k P (1/z_k) | | | | | ≤ 1.

76 V. N. DUBININ, V. ı. KIM

Dannoe neravenstvo netoqnoe. Ono legko poluqaetsØ iz teoremy 2 i formuly (2), esli v kaqestve B_1 i B_2 vzØt~ mnoßestva, na kotorye okrußnost~ |z| = 1 razbivaet sferu C_z. Toqnu¸ ocenku moßno poluqit~ tem ße putem, esli okrußnost~ |z| = 1 zamenit~ na lemniskatu vida |z^n − a| ≤ R. Odnako my ne privodim fftu ocenku vvidu ee gromozdkosti.

§3. OgraniqeniØ na nuli polinoma Vs¸du niße pod P (z) ponimaetsØ polinom vida

P (z) = c_0 + c_1z + . . . + c_nz^n, c_n ≠ 0. (5)

DlØ proizvol~nogo nevyroßdennogo kontinuuma γ otkrytoæ zploskosti oboznaqim takße qerez F (z) ≡ F_γ (z) = d(γ)^{−1} z + a_0 + a_1/z + . . . funkci¸ Rimana, konformno i odnolistno otobraßa- ¸wu¸ svØznu¸ komponentu mnoßestva C_z \γ, soderßawu¸ beskoneqnost~, na oblast~ |ζ| > 1. Zdes~ d(γ) – postoØnnaØ Qebyxeva kompakta γ.

Teorema 3. Pust~ γ – nekotoryæ nevyroßdennyæ kontinuum v

ploskosti z, i pust~ ζ = F (z) – sootvetstvu¸waØ funkciØ Rimana. Predpoloßim, qto vse nuli polinoma (5) leßat na γ. Togda dlØ l¸boæ toqki z takoæ, qto |P (z)| > max_γ |P (z)|^{def}= M vypolnØetsØ neravenstvo |P^′(z)| ≤ n d(γ) |c_n|^{1/n}|P (z)|^{1−1/n}|F^′(z)| 1 − |F (z)|^{−2} 1 − |M/P (z)|^{2/n} . (6)

Dokazatel~stvo. Fiksiruem toqku z0 taku¸, qto |P (z0)| > M ,

i pust~ ζ_0 = F (z_0). Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: Z = {0, 1/ζ_0, ζ_0, ∞}, Δ = {1, −1, −1, 1}, Ψ = {r, r/|ζ_0|^2, r, r}, u(ζ) – potencial~naØ funkciØ kondensatora C(r; C_ζ , Z, Δ, Ψ), t.e.

|C(r; C_ζ , Z, Δ, Ψ)|^{−1} = I(u, C_ζ ).

Zdes~ i vs¸du niße prinØto oboznaqenie

I(v, σ)^{def}= ∫ σ |∇v|^2dσ. My sqitaem kondensator C(r; C_ζ , Z, Δ, Ψ) i, sledovatel~no, funkci¸ u(ζ) simmetriqnymi otnositel~no okrußnosti |ζ| = 1.

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 77 Pust~ ω = φ(ζ) – odna iz odnoznaqnyh vetveæ funkcii ω = { P [ F^{−1}(ζ) ]}_{1/n} v odnosvØznoæ oblasti |ζ| > 1. Rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸ ~u(ω), zadannu¸ v ploskosti C_ω, simmetriqnu¸ otnositel~no okrußnosti |ω| = M^{1/n} i v toqkah |ω| ≥ M^{1/n} ravnu¸ ~u(ω) = min_{φ(ζ)=ω} u(ζ). FunkciØ ~u(ω) dopustima dlØ nekotorogo kondensatora vida C(r; C_ω, Ω, Δ, ~Ψ) s parametrami Ω = {0, M^{2/n} P (z_o)^{1/n}, P (z_o)^{1/n}, ∞}, gde P (z_o)^{1/n} – odno iz znaqeniæ kornØ, i ~Ψ = {M^{2/n}d(γ)^{−1} |c_n|^{−1/n}r, M^{2/n}|P (z_o)|^{−1−1/n}|P^′(z_o)| |F^′(z_o)|^{−1}n^{−1}r, |P (z_o)|^{−1+1/n}|P^′(z_o)| |F^′(z_o)|^{−1}n^{−1}r, d(γ)^{−1}|c_n|^{−1/n}r}. Po opredeleni¸ modulØ kondensatora I(~u, C_ω ) ≥ |C(r; C_ω , Ω, Δ, ~Ψ)|^{−1}. Dalee, iz soobraßeniæ simmetrii i konformnoæ invariantnosti integrala Dirihle imeem I(u, C_ζ ) = 2I (u, {ζ : |ζ| > 1}) ≥ 2I(~u, {ω : |ω| > M^{1/n}}) = I(~u, C_ω ). SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ i perehodØ k predelu pri r → 0, poluqaem M (C ζ , Z, Δ, Ψ) ≤ M (C ω, Ω, Δ, ~Ψ). Formula (3) daet

log |ζ_o|^2 + 2 log |ζ_o| |ζ_o|^2 − 1

≤ − log

M^{4/n}|P^′(z_o)|^2 d(γ)^2 |c_n|^{2/n}n^2|P (z_o)|^2|F^′(z_o)|^2 +

+2 log M^{2/n}|P (z_o)|^{1/n} |P (z_o)|^{2/n} − M^{2/n} , qto ravnosil~no neravenstvu (6) pri z = z_o. Teorema dokazana.

Moßno pokazat~, qto verhnØØ ocenka v (6) netoqnaØ v sluqaØh γ otliqnyh ot kruga ili im ffkvivalentnyh. DlØ kruga γ = {z : |z| ≤ ρ} imeem d(γ) = ρ, F (z) = z/ρ i neravenstvo (6) prinimaet vid |P^′(z)| ≤ n |c_n|^{1/n}|P (z)|^{1−1/n} 1 − |ρ/z|^2 1 − |M_ρ/P (z)|^{2/n} , (7)

78 V. N. DUBININ, V. ı. KIM gde M_ρ = max_{|z|=ρ} |P (z)|. Znak ravenstva v (7) dostigaetsØ dlØ poli-

noma P (z) = c_nz^n i l¸byh z ≠ 0. Napomnim, qto (7) vypolnØetsØ dlØ vseh polinomov (5) s nulØmi v kruge |z| < ρ i l¸byh toqek z, udovletvorØ¸wih uslovi¸ |P (z)| > M_ρ (8) PonØtno, qto pri bol~xih |z| uslovie (8) zavedomo vypolnØetsØ i, sledovatel~no, interesno znat~ vozmoßno luqxie nißnie granicy takih |z|. V svØzi s fftim privedem sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4. Esli pri nekotorom ρ > 0 vse nuli polinoma (5)

leßat v kruge |z| ≤ ρ, to dlØ l¸byh toqek z s modulem |z| > (3 + 2 √ 2)ρ vypolnØetsØ neravenstvo (8) i, sledovatel~no, neravenstvo (7) s ravenstvom dlØ P (z) = c_nz^n i l¸byh z ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem toqku zo s modulem |zo| > (3+2^√2)ρ.

Ispol~zuØ konformnoe otobraßenie ζ = ζ(z) ≡ 1 4 [ z |z_o| z_oρ + z_oρ z |z_o| − 2 ] M^{1/n}_ρ , ubeßdaemsØ, qto modul~ kondensatora C = ({z : |z| ≤ ρ}, {tz_o, t ≥ 1}) raven modul¸ kondensatora ~C, pervaØ plastina kotorogo est~ otrezok [−M^{1/n}ρ , 0], a vtoraØ – luq po vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi ot toqki ζ(z_o) > M^{1/n}ρ do beskoneqnosti. Dalee, meromorfnaØ vetv~ ω = φ(z) funkcii ω = P (z)^{1/n} v oblasti |z| > ρ otobraßaet kondensator C na kondensator φ(C). PervaØ plastina fftogo kondensatora est~ svØznoe mnoßestvo, soderßawee naqalo koordinat i po kraæneæ mere odnu toqku na rasstoØnii M^{1/n}ρ ot naqala. VtoraØ plastina soderßit nekotoru¸ zamknutu¸ ßordanovu¸ dugu γ, soedinØ¸wu¸ toqku s modulem max{M^{1/n}ρ , |P (z_0)|^{1/n}} s beskoneqnost~¸, priqem kaßdoæ toqke fftoæ dugi γ pri otobraßenii ω = φ(z) sootvetstvuet tol~ko odna toqka v ploskosti z (zametim, qto po teoreme Lukasa [1, s. 18] nuli proizvodnoæ P (z) takße leßat v kruge |z| < ρ, tak qto rimanova poverhnost~ polinoma P (z) soderßit n-listnyæ krug nad |w| > M_ρ). Oboznaqim qerez ]φ(C) kondensator φ(C), u kotorogo vtoraØ plastina zamenena na γ. Esli u(z) – potencial~naØ funkciØ kondensatora C, to funkciØ ~u(ω) = max{u(z) : ω = φ(z)}

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 79 dopustima dlØ ]φ(C). Pofftomu, modul~ kondensatora C ne prevoshodit modulØ ]φ(C). Nakonec, pust~ ( ]φ(C))^∗ – rezul~tat krugovoæ simmetrizacii kondensatora ]φ(C) otnositel~no poloßitel~noæ poluosi. Po teoreme Polia–Sege [9], | ]φ(C)| ≤ |( ]φ(C))∗|. Itak, | ~C| ≤ |( ]φ(C))^∗|, vmeste s tem po postroeni¸ pervaØ plastina kondensatora ( ]φ(C))^∗ soderßit otrezok [−M^{1/n}ρ , 0], a vtoraØ soderßit luq ω ≥ max{M^{1/n}ρ , |P (z_o)|^{1/n}}. Iz monotonnosti modulØ neobhodimo sleduet |P (z_o)| > M_ρ, t.e. vypolnØetsØ (8) i, sledovatel~no, (7) dlØ z = z_o. Teorema dokazana.

V dopolnenie k neravenstvu (7) privedem sledu¸wiæ rezul~- tat.

Teorema 5. Esli dlØ polinoma (5) v toqke zo ≠ 0 vypolnØetsØ

|P (z_o)| = max_{|z|=|zo|} |P (z)|, a vse nuli fftogo polinoma leßat v kruge |z| ≤ |z_o|, to |P^′(z_o)| ≤ n |c_n|^{1/2n}|P (z_o)|^{1−1/2n} |z_o|^{−1/2}. (9) Znak ravenstva v (9) dostigaetsØ dlØ polinoma P (z) = c_nz^n i l¸byh z_o ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim simmetriqnyæ otnositel~no ok-

rußnosti |z| = |z_o| kondensator C(r; C_z, Z, Δ, Ψ) s parametrami Z = {z_o, 0, ∞}, Δ = {−1, 1, 1}, Ψ = { √ r, |z_o|^2r, r}. Pust~ u(z) – potencial~naØ funkciØ fftogo kondensatora. Oboznaqim qerez ω = φ(z) odnu iz meromorfnyh vetveæ funkcii ω = √ [n]P (z) v zamknutoæ oblasti |z| ≥ |z_o|. Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ ~u(ω), simmetriqnu¸ otnositel~no okrußnosti |ω| = |P (z_o)|^{1/n} i v toqkah |ω| ≥ |P (z_o)|^{1/n} ravnu¸ ~u(ω) = min{u(z) : φ(z) = ω}. FunkciØ ~u(ω) dopustima dlØ nekotorogo kondensatora C(r; C_ω, Ω, Δ, ~Ψ) s parametrami Ω = {P (z_o)^{1/n}, 0, ∞}, gde P (z_o)^{1/n} – odno iz znaqeniæ kornØ, Δ opredelØetsØ takße kak i vyxe i ~Ψ =

{_1 n |P (z_o)|^{1/n−1}· |P^′(z_o)| √ r, |P (z_o)|^{2/n}|c_n|^{−1/n}r, |c_n|^{−1/n}r } . Analogiqno dokazatel~stvu predyduweæ teoremy, imeem |C(r; C_z, Z, Δ, Ψ)|^{−1} = I(u, C_z ) = 2I(u, {z : |z| > |z_o|}) ≥

80 V. N. DUBININ, V. ı. KIM ≥ 2I(~u, {ω : |ω| > |P (z_o)|^{1/n}}) = I(~u, C_ω ) ≥ |C(r; C_ω, Ω, Δ, ~Ψ)|^{−1}. Sledovatel~no M (C z, Z, Δ, Ψ) ≤ M (C ω, Ω, Δ, ~Ψ). Formula (3) daet

2 log |z_o| ≤ −4 log ( 1 n |P (z_o)|^{1/n−1}|P^′(z_o)| ) −log ( |P (z_o)|^{2/n}|c_n|^{−1/n} ) − − log |c_n|^{−1/n} + 4 log |P (z_o)|^{1/n}.

Ots¸da poluqaem (9). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

Perepixem neravenstvo (9) dlØ |z_o| = 1 i, sledovatel~no, dlØ polinomov (5), ime¸wih vse nuli v kruge |z| ≤ 1, v vide |P^′(z_o)| ≤ n max_{|z|=1} |P (z)| [ |c_n|/ max_{|z|=1} |P (z)| ]_{1/2n} . Zametim, qto soglasno neravenstvu Koxi mnoßitel~ v kvadratnoæ skobke ne prevoshodit edinicy. DlØ proizvol~nyh polinomov (5) bez kakih-libo ograniqeniæ na nuli imeet mesto klassiqeskoe neravenstvo Bernxteæna max |z|=1 |P^′(z)| ≤ n max_{|z|=1} |P (z)|. K nastoØwemu vremeni izvestny obobweniØ fftogo neravenstva [6], a takße ego usileniØ v sluqae polinomov, ime¸wih vse nuli v oblasti |z| ≥ 1 [7]. Qto kasaetsØ polinomov, ime¸wih vse svoi nuli v kruge |z| ≤ 1, to dlØ nih izvestny neravenstva vida max |z|=1 |P^′(z)| ≥ C max_{|z|=1} |P (z)|. poluqennye Turanom, Malikom, Govilom i drugimi matematikami. Odno iz poslednih obobweniæ fftih neravenstv dano v nedavneæ rabote [8].

§4. OgraniqeniØ na toqki vetvleniØ Polinom (5) otobraßaet otkrytu¸ ploskost~ C_z na nekotoru¸ rimanovu poverhnost~, leßawu¸ nad w-ploskost~¸. Toqki vetvleniØ fftoæ poverhnosti budem nazyvat~ toqkami vetvleniØ polinoma (5).

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 81

Teorema 6. Predpoloßim, qto vse toqki vetvleniØ polinoma

(5) leßat nad nekotorym kontinuumom γ ⊂ C_w , i pust~ toqka z takova, qto ee obraz P (z) prinadleßit svØznoæ komponen-

te C w\γ, soderßaweæ beskoneqnost~. Togda vypolnØetsØ neraven-

stvo |P^′(z)| ≤ n |c_n/d(γ)|^{1/n} |F (P (z))/F^′(P (z))| |F (P (z))|^{1/n} − |F (P (z))|^{−1/n} , (10)

gde ζ = F (w) – funkciØ Rimana, sootvetstvu¸waØ kontinuumu γ, a d(γ) – postoØnnaØ Qebyxeva.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem toqku zo, udovletvorØ¸wu¸ uslo-

vi¸ teoremy i rassmotrim simmetriqnyæ otnositel~no okrußnosti |z − z_o| = 1 kondensator C(r; C_z, Z, Δ, Ψ) s parametrami Z = {z_o, ∞}, Δ = {−1, 1}, Ψ = {r, r}. Pust~ u(z) – potencial~naØ funkciØ fftogo kondensatora. Oboznaqim qerez ω = φ(z) odnu iz meromorfnyh vetveæ funkcii ω = (F (P (z)))^{1/n} na sfere C_z. Nakonec, vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸ ~u(ω), zadannu¸ na C_ω, simmetriqnu¸ otnositel~no okrußnosti |ω| = 1 i v toqkah mnoßestva |ω| ≥ 1 ravnu¸ ~u(ω) = min{u(z) : φ(z) = ω}. FunkciØ ~u(ω) dopustima dlØ nekotorogo kondensatora vida C(r; C_ω, Ω, ~Δ, ~Ψ) s parametrami Ω = {0, F (P (z_o))^{−1/n}, F (P (z_o))^{1/n}, ∞}, ~Δ = {1, −1, −1, 1}, ~Ψ = {|d(γ)/c_n|^{1/n}r, 1 n |F (P (z_o))|^{−1/n−1} · |F^′(P (z_o)) P^′(z_o)| r, 1 n |F (P (z_o))|^{1/n−1} · |F^′(P (z_o)) P^′(z_o)| r, |d(γ)/c_n|^{1/n}r}. Zdes~ F (P (z_o))^{1/n} – odno iz znaqeniæ kornØ. Sledu¸waØ cepoqka neravenstv ne trebuet poØsneniæ

|C(r; C_z, Z, Δ, Ψ)|^{−1} = I(u, C_z ) ≥ 1 2 I (~u, {ω : |ω| > 1}) ≥ ≥ 1 2 | | |C(r; C ω, Ω, ~Δ, ~Ψ) | | |^{−1} . Ots¸da M (C z , Z, Δ, Ψ) ≤ 2 M (C ω, Ω, ~Δ, ~Ψ).

82 V. N. DUBININ, V. ı. KIM

Vnov~ primenØØ formulu (3), imeem

0 ≤ − log d(γ)^{2/n}|F^′(P (z_o)) P^′(z_o)|^2 |c_n|^{2/n}n^2|F (P (z_o))|^2

+ 2 log |F (P (z_o))|^{1/n} |F (P (z_o))|^{2/n} − 1 , qto sovpadaet s (10) dlØ z = z_o. Teorema dokazana.

Otmetim qastnyæ sluqaæ teoremy 6, kogda vse toqki vetvleniØ polinoma (5) leßat nad nekotorym krugom |w − w_o| ≤ R. V fftom sluqae dlØ l¸boæ toqki z vypolnØetsØ |P^′(z)| [ |P (z) − w_o|^{1/n} − |P (z) − w_o|^{−1/n}R^{2/n} ] ≤ ≤ n |c_n|^{1/n}|P (z) − w_o|. (11) Deæstvitel~no, pri |P (z)−w_o| ≤ R neravenstvo (11) oqevidno, a v sluqae |P (z)−w_o| > R ono vytekaet iz teoremy 6, gde neobhodimo poloßit~ γ = {w : |w − w_o| ≤ R}, F (w) = (w − w_o)/R i d(γ) = R. Ravenstvo v (11) dostigaetsØ dlØ polinomov vida P (z) = w_o + c_n(z − z_o)^n, R = 0 i l¸byh toqek z.

Sledu¸wiæ rezul~tat byl anonsirovan v rabote [3].

Teorema 7. Esli P (z) = 1 + c1z + . . . + cnz^n, n ≥ 2, cn ≠ 0, to

suwestvuet po kraæneæ mere odna kritiqeskaØ toqka a, P^′(a) = 0, takaØ, qto |P (a)|^{2/n} ≥ 1 − n|c_n|^{1/n}/|c_1|. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinoma P (z) = (1 + tz)^n, gde t – proizvol~noe kompleksnoe qislo, otliqnoe ot nulØ.

Dokazatel~stvo. Poloßim wo = 0, R = max{|P (z)| : P^′(z) = 0} i

primenim neravenstvo (11) k polinomu vida P (z) = 1 + c_1z + . . . + c_nz^n v toqke z = 0. V rezul~tate poluqim |c_1| [ 1 − R^{2/n} ] ≤ n |c_n|^{1/n}, qto i trebovalos~ dokazat~.

Pervyæ avtor fftoæ stat~i vyraßaet blagodarnost~ fakul~tetu matematiki Hel~sinskogo universiteta i liqno professoru M. Vuorinenu za organizaci¸ ego vizita v FinlØndi¸ i gostepriimstvo, bez kotoryh dannaØ publikaciØ byla by nevozmoßnoæ.

PRIVEDENNYE MODULI I NERAVENSTVA 83

Literatura

1. P. Borwein, T. Erdelyi, Polynomials and polynomial inequalities, New York, 1995.

2. A. I. Kostrikin, Vvedenie v algebru. Osnovy algebry, M., 1994. 3. V. N. Dubinin, Privedennye moduli otkrytyh mnoßestv v teorii analitiqeskih funkciæ, Dokl. RAN 363, No. 6 (1998), 731–734.

4. A. Aziz, N. A. Rather, Lp inequalities for polynomials, Glasnik Mat. 32(52) (1997), 39–43.

5. V. K. Jain, Generalization of certain well known inequalities for polynomials, Glasnik Mat. 32(52) (1997), 45–51.

6. A. Aziz, N. A. Rather, A refinement of a theorem of Paul Turan concerning polynomials, Math. Inequal. Appl. 1, No. 2 (1998), 231–238.

7. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye ee primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

8. V. N. Dubinin, L. V. Kovalev, Privedennyæ modul~ kompleksnoæ sfery, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 76–94.

9. G. Polia, G. Sege, Izoperimetriqeskie neravenstva v matematiqeskoæ fizike, M., 1962.

Postupilo 27 avgusta 1999 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok