Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

E. G. Emel~Ønov

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII V PROSTRANSTVAH RIMANOVYH POVERHNOSTE`

§0. Vvedenie. Zadaqi I i II

0.1. Pervyæ obwiæ rezul~tat ob ffkstremal~nom razbienii ri-

manovoæ poverhnosti prinadleßit Dß. Dßenkinsu [1]. V [1] dano rexenie sledu¸weæ zadaqi.

Pust~ R – koneqnaØ rimanova poverhnost~, A – mnoßestvo otmeqennyh toqek na R (vozmoßno, A = ?), i pust~ R^′ = R \ A. Pust~ D – semeæstvo vseh sistem D nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D_1, . . . , D_n na R^′; predpolagaetsØ, qto semeæstvo D associirovano s zadannym semeæstvom H gomotopiqeskih klassov H_1, . . . , H_n zamknutyh ßordanovyh krivyh na R^′. Pust~ ff = {α_1, . . . , α_n} – zadannaØ sistema poloßitel~nyh qisel. Qerez M (D) zdes~ i niße oboznaqaem modul~ dvusvØznoæ oblasti D otnositel~no klassa krivyh v D, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty.

Zadaqa I. Naæti maksimum funkcionala M = n∑ j=1 α^2_j M (D_j ) (0.1)

v semeæstve D.

V [1] pokazano, qto maksimum M^∗ funkcionala (0.1) realizuetsØ edinstvennoæ sistemoæ D^∗ oblasteæ D^∗_1, . . . , D^∗_n semeæstva D i D^∗ predstavlØet soboæ sistemu kol~cevyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 na R (associirovannogo kvadratiqnogo differenciala zadaqi I), odnoznaqno opredelØemogo topologiqeskimi i metriqeskimi usloviØmi zadaqi I (sm. [1]); pri fftom vozmoßen sluqaæ, kogda nekotorye iz oblasteæ D^∗_j okazyva¸tsØ vyroßdennymi: D^∗_j = ?, togda M (D^∗_j ) = 0. Otmetim,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 97-01-00259. 84

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 85

qto differencial Q(z)dz^2 imeet prostye pol¸sy v toqkah mnoßestva A (vozmoßno, ne vo vseh iz fftih toqek) i regulØren v ostal~nyh toqkah R.

0.2. Bolee obweæ zadaqeæ ob ffkstremal~nom razbienii rimano-

voæ poverhnosti ØvlØetsØ formuliruemaØ niße zadaqa II, postavlennaØ i rexennaØ v [2]. V fftoæ zadaqe rassmatrivaetsØ semeæstvo sistem nenalega¸wih oblasteæ razliqnyh tipov, pri fftom suwestvennu¸ rol~ igraet ponØtie privedennogo modulØ dvuugol~nika special~nogo vida.

Pust~ na koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti R zadany mnoßestva otmeqennyh toqek

A = {a_j}^n_{j=1}, B^{(0)} = {b^{(0)}_i }^m_{i=1}, B = {b_k}^p_{k=1}

i pust~

P = A ∪ B^{(0)} ∪ B, R^′ = R \ P.

Pust~ fi = {β_k}^p_{k=1} – sistema zadannyh qisel, −π/2 < β < π/2. Pust~ D – semeæstvo sistem nenalega¸wih oblasteæ

D^{(1)} = {D^{(1)}_j }^{n1}_{j=1}, D^{(2)} = {D^{(2)}_j }^m_{j=1}, i D^{(3)} = {D^{(3)}_j }^{n3}_{j=1},

na R^′∪A sledu¸wih treh tipov: D^{(1)}_j – dvusvØznaØ oblast~, D^{(2)}_j –

odnosvØznaØ oblast~, b^{(0)}_j ∈ D^{(0)}_j , D^{(3)}_j – dvuugol~nik s verxinami v toqkah b_k, k = k^′(j), k^{′′}(j), mnoßestva B, graniqnye dugi dvuugol~nika D^{(3)}_j vedut sebØ v okrestnostØh ego verxin asimptotiqeski podobno logarifmiqeskim spiralØm naklonov β_k, k = k^′(j), k^{′′}(j). PredpolagaetsØ, qto semeæstvo D assiciirovano s zadannym semeæstvom H sistem

H^{(1)} = {H^{(1)}}^{n1}_{j=1}, H^{(2)} = {H^{(2)}}^m_{j=1} i H^{(3)} = {H^{(3)}}^{n3}_{j=1}

gomotopiqeskih klassov ßordanovyh krivyh na R^′ sootvetstvu- ¸wih treh tipov (sm. [2]). Pust~ ff = {α_j}^{n1+m}_{j=1} i h = {h_j}^{n3}_{j=1} – zadannye sistemy poloßitel~nyh qisel. Pust~ takße zadana sistema^∘D^{(3)} dvuugol~nikov iz D^{(3)}, rassmatrivaemaØ v kaqestve ishodnoæ.

86 E. G. EMEL^˚NOV

Zadaqa II. Naæti maksimum funkcionala M = n1∑ j=1 α^2_j M ( D^{(1)}_j ) + m∑ j=1 α^2_{n1+j} M ( D^{(2)}_j , b^{(0)}_j ) −

− n3∑ j=1 h^2_j M ( D^{(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)};^∘D^{(3)}_j

) (0.3)

v semeæstve D.

Zdes~ M (D^{(2)}_j , b^{(0)}_j ) – privedennyæ modul~ oblasti D^{(2)}_j otnosi-

tel~no toqki b^{(0)}_j ∈ D^{(2)}_j , M ( D^{(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)};^∘D^{(3)}_j ) – privedennyæ modul~ dvuugol~nika D^{(3)}_j otnositel~no ego verxin b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)}

i oblasti^∘D^{(3)}_j (sm. [2]).

Teorema 1 v [2] pokazyvaet, qto pri l¸bom vybore mnoßestva P, semeæstva gomotopiqeskih klassov H, sistem qisel ff, h i fi, ishodnoæ sistemy dvuugol~nikov^∘D^{(3)} i lokal~nyh parametrov v toqkah mnoßestva B^{(0)} ∪ B suwestvuet edinstvennaØ sistema oblasteæ D^∗, realizu¸waØ maksimum M^∗ funkcionala (0.3) v semeæstve D. Sistema D^∗ sostoit iz kol~cevyh, krugovyh i polosoobraznyh oblasteæ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 zadaqi II, kotoryæ odnoznaqno opredelØetsØ usloviØmi fftoæ zadaqi. Differencial Q(z)dz^2 imeet prostye pol¸sy v toqkah mnoßestva A (vozmoßno, ne vo vseh iz fftih toqek), pol¸sy vtorogo porØdka v kaßdoæ iz toqek mnoßestva B^{(0)} ∪ B i regulØren v ostal~nyh toqkah R. Esli kaßdoe iz mnoßestv B^{(0)} i B ne pusto i sredi qisel β_k sistemy fi ime¸tsØ kak ravnye nul¸, tak i otliqnye ot nulØ, to Q(z)dz^2 imeet pol¸sy vtorogo porØdka kaßdogo iz vozmoßnyh tipov.

0.3. V §1 nastoØweæ raboty my rasprostranØem zadaqu II, opre-

delennu¸ dlØ odnoæ rimanovoæ poverhnosti R s mnoßestvom otmeqennyh toqek P ⊂ R, na prostranstvo Teæhm¸llera TR′ takih poverhnosteæ. Pri fftom voznikaet funkciØ M^∗(x), vyraßa¸waØ zavisimost~ ffkstremal~nogo znaqeniØ funkcionala M ot toqki x ∈ TR′ , i pole kvadratiqnyh differencialov Q(x). V §2 poluqeny formuly differencirovaniØ dlØ M^∗(x), obobwa¸wie rezul~tat v [3]. V §3 dlØ zadaqi I dokazano, qto v sluqae, kogda qislo n oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ ØvlØetsØ maksimal~no vozmoßnym: n = 3g − 3 + N , gde g – rod poverhnosti R,

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 87

a N – qislo otmeqennyh toqek na R, to Q(x) golomorfno zavisit ot x i M^∗(x) – pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ v okrestnosti ishodnoæ toqki x_0.

0.4. V dal~neæxem C – kompleksnaØ ploskost~, C = C ∪ {∞}, H = {z : Im z > 0}, H− = {z : Im z < 0}, Δε(z0) = {z : |z − z0| < ε}. Esli R – rimanova poverhnost~, Ω – ee universal~naØ nakryva- ¸waØ, G – diskretnaØ gruppa drobno-lineænyh preobrazovaniæ na Ω i π : Ω → Ω/G = R – golomorfnoe nakrytie, to BR oboznaqaet prostranstvo differencialov Bel~trami μ na R; ^μ – differencial Bel~trami na Ω otnositel~no G, ØvlØ¸wiæsØ podnØtiem μ : ^μ ∘ g · g^′/g^′ = ^μ dlØ vseh g ∈ G; B(G) – prostranstvo vseh takih differencialov; QR oboznaqaet prostranstvo kvadratiqnyh differencialov Q na R, ^Q – kvadratiqnyæ differencial na Ω otnositel~no G, ØvlØ¸wiæsØ podnØtiem Q : ^Q ∘ g · g^{′2} = ^Q dlØ vseh g ∈ G; Q(G), Q_1(G), Q_2(G) – prostranstva vseh takih differencialov, sootvetstvenno regulØrnyh, s pol¸sami tol~- ko pervogo porØdka i s pol¸sami ne vyxe vtorogo porØdka.

Niße dlØ kvadratiqnogo differenciala, uravneniØ Bel~trami i kvazikonformnogo gomeomorfizma ispol~zu¸tsØ sokraweniØ “k.d.”, “u.B.” “kv.g”.

§1. Rasprostranenie zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ poverhnosti R na prostranstvo Teæhm¸llera TR′

1.1. Vezde niße, esli ne govoritsØ protivnoe, rassmatriva¸tsØ

kompaktnye rimanovy poverhnosti.

Naqnem s zadaqi I. V fftom sluqae ukazannoe rasprostranenie stroitsØ oqevidnym obrazom. Pust~ R – kompaktnaØ rimanova poverhnost~ roda g ¿ 0, Ω – ee universal~naØ nakryva¸waØ:

Ω = R = C pri g = 0, Ω = C pri g = 1 i Ω = H pri g ¿ 2.

Pust~ G – diskretnaØ gruppa drobno-lineænyh preobrazovaniæ takaØ, qto R = Ω \ G (v sluqae g = 0 gruppa G trivial~na). Differencialu Bel~trami μ ∈ BR sootvetstvuet ^μ ∈ B(G) – ego podnØtie na Ω (v sluqae g = 0 μ i ^μ sovpada¸t). Pust~ dlØ g = 0, 1 fR – gomeomorfnoe rexenie u.B. na C s kofffficientom, ravnym ^μ(z), normirovannoe usloviØmi

f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞, (1.1)

88 E. G. EMEL^˚NOV

a dlØ g ¿ 2 fb_μ – gomeomorfnoe rexenie u.B. na C s kofffficientom, ravnym ^μ(z) na H i 0 na H_− , s toæ ße normirovkoæ. Pust~ G_μ = fb_μ ∘ G ∘ f^{−1}b_μ – gruppa drobno-lineænyh preobrazovaniæ: G_μ trivial~na pri g = 0, G_μ – gruppa sdvigov pri g = 1 i G_μ – fuksoidnaØ gruppa pri g ¿ 2. Pust~ Ω_μ = f_μ(Ω), R_μ = Ω_μ/G_μ. Kvazikonformnyæ gomeomorfizm (kv.g.) fb_μ : Ω → Ω_μ nakryvaet kv.g. f_μ : R → R_μ. DlØ μ, ν ∈ BR budem govorit~, qto ^μ i ^ν ffkvivalentny (^μ ∼P ^ν), esli G_μ = G_ν (sledovatel~no, i Ω_μ = Ω_ν , Rμ = Rν ),_{fμ(pj ) = fν (pj ), j = 1, . . . , N, (1.2)} f^{−1}_μ ∘ f_ν gomotopno toßdestvennomu otobraßeni¸ na R^′ = R \ P.

(1.3)

Klass ffkvivalentnosti [μ]P po fftomu otnoxeni¸ opredelØet toqku x v prostranstve Teæhm¸llera TR′ . Ishodnoæ toqke x_0 sootvetstvuet klass [0]P.

DlØ μ ∈ [μ]P poloßim P_μ = {f_μ(p_j ), p_j ∈ P}, H_{j,μ} = {f_μ(γ) : γ ∈ H_j }, H_μ = {H_{j,μ}}^n_{j=1}, j = 1, . . . , n. (1.4)

Esli ν ∼P μ, to v silu (1.2) P_μ = P_ν , a v silu (1.3) f_μ(γ) i f_ν (γ) gomotopny na R^′_μ (= R^′_ν ). Pofftomu my budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ P_x, H_x, R_x.

Zadanie mnoßestva toqek P_x, semeæstva gomotopiqeskih klassov krivyh H_x i sistemy vesov ff = {α_1, . . . , α_n} opredelØet zadaqu I na poverhnosti R_x.

Po teoreme Dßenkinsa [1] suwestvuet edinstvennyæ associirovannyæ k.d. Q(x) na R_x i ffkstremal~noe znaqenie M^∗(x) funkcionala M ukazannoæ zadaqi.

1.2. Pereædem k zadaqe II. V sluqae zadaqi II krome estestvenno-

go perenosa ishodnyh dannyh na poverhnost~ R_μ, opredelennogo v p. 1.1, nußno ewe vybrat~ fiksirovannye lokal~nye parametry v okrestnostØh toqek ^p_j = f_μ(p_j), i = 1, . . . , N , a takße, esli

B ≠ ?, to nußno vybrat~ ishodnu¸ sistemu dvuugol~nikov^∘D^{(3)}μ . I to i drugoe dolßno byt~ sdelano s uqetom vybora lokal~nyh parametrov i ishodnoæ sistemy dvuugol~nikov^∘D^{(3)} na poverhnosti R. Nam potrebuetsØ

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 89

Lemma A. Pust~ fμ – gomeomorfnoe rexenie uravneniØ Bel~tra-

mi na C s kofffficientom μ(z), ‖μ‖_∞ = κ < 1, s normirovkoæ f_μ(0) = 0, f_μ (C ) = 1, f_μ(∞) = ∞, P = {z_1, . . . , z_N } ⊂ C . Togda dlØ l¸bogo dostatoqno malogo ε > 0 naædetsØ gomeomorfizm^∘f, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm: ∘ f regulØren v Δ_ε(x_k),^∘f (z_k) = f(z_k),^∘f^′(z_k) = 1,^∘f (z) = f(z) dlØ z /∈ N⋃ k=1 Δ_{3ε}(z_k), k = 1, . . . , N, i ‖^∘μ ‖_∞ 6 cκ, (1.5)

gde^∘μ(z) =^∘f^′_z \^∘f^′_z, c – konstanta, ne zavisØwaØ ot f_μ.

Dokazatel~stvo. a) Dokaßem, qto utverßdenie lemmy A spra-

vedlivo dlØ N = 1. Ots¸da po indukcii sleduet ego spravedlivost~ pri l¸bom N . Vezde dalee qerez c oboznaqa¸tsØ konstanty, ne zavisØwie ot f_μ. Pust~ ε > 0, f_ε – gomeomorfnoe rexenie u.B. na C s kofffficientom

μ_ε(z) = μ(z), |z − z_1| 6 ε; 0, ε < |z − z_1| 6 2ε; μ(z^∗) · (z − z_1)^2 (z − z_1)^2 , |z − z_1| ¿ 2ε, gde z^∗ − z_1 = 4ε^2/(z − z_1), i s normirovkoæ

f_ε(z_1) = z_1, f_ε(z_1 + 2ε) = z_1 + 2ε, f_ε(∞) = ∞.

Togda kv.g. f_ε(z) regulØren v kol~ce ε < |z −z_1| < 4ε i otobraßaet okrußnost~ |z − z_1| = 2ε na sebØ. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto |f^′_ε(z) − 1| 6 cκ, |f_ε(z) − z| 6 cκ dlØ |z − z_1| = 2ε. (1.6) Postroim kv.g. ~f_ε, udovletvorØ¸wiæ usloviØm:

~f_ε(z) = f_ε(z) dlØ |z − z_1| 6 ε, ~f_ε(z) = z dlØ |z − z_1| ¿ 3ε, |~μ_ε‖_∞ 6 cκ,

90 E. G. EMEL^˚NOV gde ~μ_ε = ( ~f_ε )_′ z / ( ~ f_ε )_′ z . Togda dlØ F (z) = f_μ ∘ ~f^{−1}_ε vypolneny vse usloviØ lemmy A, krome odnogo: F^′(z_1) ≠ 1. No iz regulØrnosti F v okrestnosti z_1 i usloviØ normirovki sleduet:

|F^′(z_1) − 1| 6 cκ. (1.7)

Poloßim a = F^′(z_1),^∘f(z) = F ∘ Ψ(z − z_1), gde

Ψ(w) = a^{−1}w dlØ |w| 6 ε; a^{δ(w)} w, dlØ δ(w) = ( |w|2 ε^2 − 9 )/ 8, dlØ ε < |w| 6 3ε; w dlØ |w| > 3ε. PrØmoæ podsqet pokazyvaet, qto

μ_Ψ(w) = Ψ^′_w / Ψ^′_w = w^2 8ε^2 ln a 1 +^{|w|2}_{8ε2} ln a dlØ ε < |w| 6 3ε, i po (1.7) imeem ‖μ_Ψ‖_∞ 6 cκ, qto i trebuetsØ.

v) Postroim ~f_ε. DlØ 0 6 φ < 2π, z = re^{iφ}, 2ε 6 r 6 3ε, poloßim

γ(φ) = arg f_ε ( 2εe^{iφ} ) , H(z) = r exp i ε ((3ε − r)γ(φ) + (r − 2ε)φ) . Oqevidno, H(z) = f_ε(z) dlØ |z| = 2ε, H(z) = z dlØ |z| = 3ε. Pri fftom

μ_H (z) = H^′_z/H^′_z = e^{2iφ} r^∂_{∂r} H(z) + i^∂_{∂φ} H(z) r^∂_{∂r} H(z) − i^∂_{∂φ} H(z) =

= e^{2iφ} i(φ − γ(φ)) + (3ε − r)(1 − γ^′(φ)) 1 + ε + i(φ − γ(φ)) + (3ε − r)(γ^′(r) − 1) . DlØ |z| = 2ε imeem |γ^′(φ) − 1| = | | | | rf^′_ε(z) f_ε(z) − 1 | | | | 6^1_{2ε}^|fε(z) − z^| +^|f^′_ε(z) − 1^|,

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 91 | | |e^{i(γ(φ)−φ)} − 1 | | | = 1 2ε | |f(z) − z | |, v silu (1.6) ots¸da poluqaem |γ^′(φ) − 1| 6 cκ, |γ(φ) − φ| 6 cκ, sledovatel~no, ‖μ_H ‖_∞ 6 cκ. Poloßim ~f_ε(z) = f_ε(z) dlØ |z − z_1| 6 2ε;

H(z) dlØ 2ε < |z − z_1| 6 3ε; z dlØ |z − z_1| ¿ 3ε. Legko proverit~, qto postroennyæ takim obrazom kv.g. ~f_ε udovletvorØet vsem pereqislennym vyxe usloviØm, qto zaverxaet dokazatel~stvo lemmy A.

S pomow~¸ lemmy A v §1 my rasprostranØem zadaqu II, pervonaqal~no rassmatrivaemu¸ na odnoæ rimanovoæ poverhnosti

R, na prostranstvo TR′ . Pri fftom sluqai g = 0, g = 1 i g ¿ 2

dlØ udobstva rassmatriva¸tsØ otdel~no.

1.3. Sluqaæ g = 0 (t.e. R = C ). Pust~ P = {z1, . . . , zN+3} – mnoße-

stvo otmeqennyh toqek na C , N ¿ 1. Poloßim z_{N+1} = 0, z_{N+2} = 1, z_{N+3} = ∞, i oboznaqim C^′ = C \ P. Pust~ x ∈ TC′ i toqka x sootvetstvuet klassu [μ]P. Pust~ f_μ – gomeomorfnoe rexenie u.B. na C s kofffficientom μ, ‖μ‖_∞ = κ < 1, normirovannoe uslovi-

Ømi f_μ(0) = 0, f_μ(1) = 1, f_μ(∞) = ∞. Pust~^∘f – kv.g. lemmy A,

postroennyæ dlØ f_μ,^∘μ = (^∘f )^′_z /(^∘f)^′_z . Togda^∘μ ∼P μ. Opredelim^∘D^{(3)}x

kak mnoßestvo^∘f -obrazov dvuugol~nikov iz^∘D^{(3)}. Zadanie mnoßestva toqek P_x, semeæstva gomotopiqeskih klassov krivyh H_x, mnoßestv vesov ff, h, uglov fi i ishodnoæ sistemy dvuugol~nikov ∘ D^{(3)}x opredelØet zadaqu II na C .

Po teoreme 1 v [2], suwestvuet edinstvennyæ kv.d. Q(x) na C , associirovannyæ s dannoæ zadaqeæ, i ffkstremal~noe znaqenie M^∗(x) funkcionala M fftoæ zadaqi. Zametim, qto dlØ toqek x, blizkih k ishodnoæ toqke x_0, moßno sqitat~, qto

M^∗(x) = M^∗ (^z_1, . . . , ^z_N ) , gde ^z_k = f_μ(z_k), (1.8)

tak kak, esli normy ‖μ‖_∞ i ‖ν‖_∞ dostatoqno maly, to uslovie (1.3) sleduet iz (1.2).

92 E. G. EMEL^˚NOV

1.4. Sluqaæ g = 1. Pust~ P = {p1, . . . , pN+1} – mnoßestvo ot-

meqennyh toqek v zadaqe II, N ¿ 1. Pust~ G – gruppa sdvigov ploskosti C , poroßdaemaØ sdvigami z → z + 1, z → z + τ, Im τ > 0, i pust~ π : C → C /G = R – golomorfnoe nakrytie. Pust~ ω ⊂ C – fundamental~naØ oblast~ gruppy G, 0 ∈ ω, z_k ∈ ω : π(z_k) = p_k, k = 1, . . . , N , π(0) = p_{N+1}. V kaqestve parametra na R vyberem π^{−1} so znaqeniØmi v ω.

Pust~ toqka x ∈ TR′ sootvetstvuet klassu [μ]P,

fb_μ : ω → ^ω, ^p_j = f_μ(p_j) ∈ R_μ, j = 1, . . . , N. (1.9)

Budem sqitat~, qto norma κ = ‖μ‖_∞ nastol~ko mala, qto ^z_j = fb_μ(z_j ) ∈ ω. Esli π_μ : C /G_μ = R_μ – golomorfnoe nakrytie, to v kaqestve parametra na R_μ vyberem vetv~ π^{−1}_μ so znaqeniØmi v ω.

Po lemme A, dlØ fb_μ naædetsØ kv.g.^∘f : ω → ^ω, udovletvorØ¸wiæ

usloviØm (1.5). Prodolßim kv.g.^∘f : ω → ^ω do gomeomorfizma rimanovoæ sfery, polagaØ ∘ f (z + g) =^∘f (z) + g_μ, g_μ ∈ G_μ,

i pust~ ^^∘μ – sootvetstvu¸wiæ kofffficient Bel~trami. Oqevid-

no, ^^∘μ ∼P ^μ.^∘f nakryvaet kv.g. f(^∘μ) : R → R_μ. Opredelim siste-

mu dvuugol~nikov^∘D^{(3)}x kak nabor f(^∘μ)-obrazov dvuugol~nikov iz ∘ D^{(3)}. Kak i v p. 1.3, zadanie sistem P_x, H_x, ff, h, fi i ishodnoæ sistemy^∘D^{(3)}x , a takße opisannyæ vyxe vybor lokal~nyh parametrov v toqkah ^p_j rasprostranØet zadaqu II na poverhnost~

Rx. Takim obrazom, opredeleny ffkstremal~noe znaqenie M^∗(x)

funkcionala M fftoæ zadaqi i associirovannyæ k.d. Q(x) na R_x.

1.5. Sluqaæ g ¿ 2. Pust~ P = {p1, . . . , pN } – mnoßestvo otme-

qennyh toqek na R. Pust~ ω ⊂ H – fundamental~naØ oblast~ gruppy G, π : H → H/G = R – golomorfnoe nakrytie, z_j ∈ ω dlØ j = 1, . . . , N i π(z_j ) = p_j. V kaqestve parametra dlØ toqki p ∈ R vyberem vetv~ π^{−1} so znaqeniØmi v ω. Qtoby podqerknut~ zavisimost~ funkcionala v zadaqe II ot vybora oblasti ω, budem

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 93

ispol~zovat~ oboznaqenie M_ω (sootvetstvenno, M^∗_ω dlØ ffkstremal~nogo znaqeniØ ukazannogo funkcionala). Pust~ x ∈ TR′ sootvetstvuet klassu [μ]P i vypolneno uslovie (1.9). Kak i v p. 1.4, budem sqitat~, qto ^z_j = fb_μ(z_j ) ∈ ω. Esli π_μ : Ω_μ → Ω_μ/G_μ = R_μ – golomorfnoe nakrytie, to v kaqestve parametra dlØ toqek ^p ∈ R_μ vyberem vetv~ π^{−1}_μ so znaqeniØmi v ^ω. Po lemme A, dlØ fb_μ suwestvuet kv.g.^∘f , udovletvorØ¸wiæ usloviØm (1.5). Prodolßim

gomeomorfizm^∘f : ω → ^ω do gomeomorfizma ^∘ f : H → Ωμ, polagaØ ^∘ f(g(z)) = g_μ ∘^∘f (z), g_μ ∈ G_μ, i pust~ ^^∘μ – sootvetstvu¸wiæ kofffficient Bel~trami. Togda ^∘ μ ∼P^{^μ}. ^∘ f nakryvaet kv.g. f(^∘μ) : R → R_μ. Opredelim^∘D^{(3)}_x , kak

nabor f(^∘μ)-obrazov dvuugol~nikov iz^∘D^{(3)}. Zadanie sistem P_x, H_x, ff, h, fi, ishodnoæ sistemy dvuugol~nikov^∘D^{(3)}x , i opisannyæ vyxe vybor parametrov v toqkah ^p_j rasprostranØet zadaqu II na

Rx. Znaqit, opredeleny funkciØ M^∗_ω(x) i associirovannyæ k.d.

Q(x) na R_x.

§2. Formuly differencirovaniØ dlØ funkcii M^∗(x) v sluqaØh g = 0, g = 1 i g ¿ 2

2.1. Osnovoæ dlØ vyvoda poluqennyh niße formul slußit Lemma V. Pust~ ft : R → Rt, 0 6 t, – kvazikonformnye gomeomor-

fizmy koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti R na R_t, μ_t – differencial Bel~trami na R, sootvetstvu¸wiæ f_t,

μ_t(z) = tμ(z) + o(t) pri t → 0.

Pust~ p_k(t) = f_t(p_k) dlØ p_k ∈ P, z_k – lokal~nyæ parametr v okrestnosti toqki p_k ∈^∘B ∪ B, z_k(p_k) = u_k; z_k(t) – lokal~nyæ parametr v okrestnosti toqki p_k(t) ∈ R_t, priqem v terminah parametrov z_k i z_k(t) f^′_t (u_k) = 1. (2.1)

Pust~ x(t) – toqka v prostranstve TR′ , sootvetstvu¸waØ klassu

94 E. G. EMEL^˚NOV [μ_t]P, x(0) – ishodnaØ toqka. Togda

M^∗(x(t)) − M^∗(x(0)) = −t · 2 Re ∫ ∫ R μ(z)Q(z)dσ_z + o(t), (2.2) gde Q – kvadratiqnyæ differencial, associirovannyæ s zadaqeæ II

na R.

Dokazatel~stvo. Pust~ D^∗ – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ

v zadaqe II na R. Oboznaqim qerez D^′ sistemu f_t-obrazov oblasteæ iz D^∗. Ispol~zuØ ocenki iskaßeniØ moduleæ i privedennyh moduleæ rassmatrivaemyh oblasteæ pri otobraßenii f_t [2, formula (38)], poluqaem neravenstva

2 Re ∫ ∫ D^∗(1)_j μ_t(z)Q(z)dσ_z ¿ ¿ α^2_j M (D^{∗(1)}_j ) − α^2_j M (D^{′(1)}_j ) + O(t^2), j = 1, . . . , n1;

2 Re ∫ ∫ D^∗(2)_j μ_t(z)Q(z)dσ_z ¿ α^2_{n1+j}M ( D^{∗(2)}_j ,^∘b_j ) −

−α^2_{n1+j} M ( D^{′(1)}_j ,^∘b_j (t) ) + O(t^2), j = 1, . . . , m; (2.3)

2 Re ∫∫ D^∗(3)_j μ_t(z)Q(z)dσ_z ¿ −h^2_j M ( D^{∗(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)} ) +

+h^2_j M ( D^{′(3)}_j , b_k′_{(j)}(t), b_k′′_{(j)}(t) ) + O(t^2), j = 1, . . . , n_3.

Pust~^∘D^{(3)} – ishodnaØ sistema dvuugol~nikov v zadaqe II na R. Napomnim, qto po naxemu opredeleni¸ sistema^∘D^{′(3)} , sostoØwaØ iz f_t-obrazov dvuugol~nikov iz^∘D^{(3)} , vybiraetsØ v kaqestve ishodnoæ sistemy v zadaqe II na R_t, qto sootvetstvuet uslovi¸ (2.1).

Po opredeleni¸ privedennogo modulØ dvuugol~nika D otnositel~no dvuugol~nika^∘D (sm. [2]), imeem: M ( D^{∗(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)};^∘D^{(3)}_j ) = M ( D^{∗(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)} ) +

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 95 + 1 ψ_k′ ω_k′ (_∘ D^{(3)}_j ; D^{∗(3)}_j ) sin 2β_k′ + 1 ψ_k′′ ω_k′′ (_∘ D^{(3)}_j ; D^{∗(3)}_j ) sin 2β_k′′ , (2.4)

gde ω_k′ (^∘D^{(3)}_j ; D^{∗(3)}_j ) i ω_k′′ (^∘D^{(3)}_j ; D^{∗(3)}_j ) – ugly povorota pri dopustimoæ gomotopii^∘D^{(3)}_j v dvuugol~nik D^{∗(3)}_j sootvetstvenno v verxinah b_k′ i b_k′′ , a ψ_k′ i ψ_k′′ – vnutrennie uglovye harakteristiki fftih dvuugol~nikov. Toqno tak ße M ( D^{′(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)};^∘D^{′(3)}_j ) = M ( D^{′(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)} ) + + 1 ψ_k′ ω_k′ (_∘ D^{′(3)}_j ; D^{′(3)}_j ) sin 2β_k′ + 1 ψ_k′′ ω_k′′ (_∘ D^{(3)}_j ; D^{′(3)}_j ) sin 2β_k′′ . (2.5)

V silu (2.1), sootvetstvu¸wie ugly povorota v (2.4) i (2.5) ravny. Pofftomu poslednee neravenstvo v (2.3) moßno zamenit~ na 2 Re ∫ ∫ D^∗(3)_j μ_t(z)Q(z)dσ_z ¿ −h^2_j M ( D^{∗(3)}_j , b_k′_{(j)}, b_k′′_{(j)};^∘D^{(3)}_j ) +

+h^2_j M ( D^{′(3)}_j , b_k′_{(j)}(t), b_k′′_{(j)}(t); D^{′(3)}_j ) + O(t^2). (2.6) Teper~ iz (2.4), (2.6) i opredeleniØ veliqiny M^∗(x(t)) poluqaem

2 Re ∫ ∫ R μ(z)Q(z)dσ_z ¿ M^∗(x(0)) − M^∗(x(t)) + o(t). (2.7)

PrimenØØ te ße rassußdeniØ k otobraßeni¸ f^{−1}_t , poluqaem simmetriqno

2 Re ∫ ∫ R μ_f −1 (w)Q(w)dσ_w ¿ M^∗(x(t)) − M^∗(x(0)) + o(t). (2.8)

UqityvaØ, qto dlØ w = f_t(z) μ^{−1}_t (w) = −tμ(z) (f_t)^′_z (f_t)^′_z , dσ_w = | |(f_t)^′_z | |^2dσ_z + O(t^2),

imeem

2 Re ∫∫ R μ_f −1_t (w)Q(w)dσ_w = −2t Re ∫∫ R μ(z)Q_t(f_t(z))·(f_t)^{′2}_z dσ_z + O(t^2)=

96 E. G. EMEL^˚NOV

= −2t Re ∫ ∫ R μ(z)Q(z)dσ_z + o(t). (2.9) Ispol~zuØ (2.9), iz (2.7) i (2.8) poluqaem utverßdenie lemmy V.

RassmatrivaØ rasprostranenie zadaqi II na sluqaæ prostranstva TR′ , my imeem delo s tremØ suwestvenno razliqnymi sluqaØmi.

2.2. Sluqaæ g = 0. Pust~ M^∗(u1, . . . , uN ) – funkciØ, opredelen-

naØ v okrestnosti toqki (z_1, . . . , z_N ) v (1.8). Izvestna sledu¸waØ

Teorema 1 [5]. V toqke (zz , . . . , zN ) ∂ ∂u_k M^∗(u_1, . . . , u_N ) = πλ_k, gde Q(z) = A_k (z − z_k)^2 + λ_k z − z_k + . . . (2.10)

– razloßenie associirovannogo kvadratiqnogo differenciala v toqke z = z_k.

Dokazatel~stvo. Privedem zdes~ dokazatel~stvo, neskol~ko ot-

liqa¸weesØ ot dannogo v [5]. Poloßim K(u, z) = 1 u − z − 1 u − z u(u − 1) = z(z − 1) u(u − 1)(u − z) . (2.11)

Togda K^′_z (u, z) = 1 (u − z)^2 − 1 u(u − 1) = Ω(u, z). (2.12)

Dalee ispol~zuem oboznaqeniØ p. 1.3. Kak izvestno [4], f∘_μ(z) − z = − 1 π ∫ ∫ C ∘ μ(u)K(u, z)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . (2.13)

Iz usloviØ (1.5) poluqaem takße ∫ ∫ C ∘ μ(u)Ω(u, z_j)dσ_u = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) , j = 1, . . . , N, ∫∫ C ∘ μ(u)Ω(s, 0)dσ_u = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) ,

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 97 ∫ ∫ C ∘ μ(u)Ω(u.1)dσ_u = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) , (2.14) ∫ ∫ C ∘ μ(u) dσ_u u(u − 1) = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . Iz opredeleniØ (2.10) kofffficientov razloßeniØ Q v toqkah 0, 1, ∞ i z_j , j = 1, . . . , N , i opredeleniØ funkciæ K(u, z), Ω(u, z) sleduet Q(u) = N∑ j=1 (A_jΩ(u, z_j) + λ_j K(u, z_j)) +

+A_0Ω(u, 0) + A_1Ω(u, 1) + A_∞ 1 u(u − 1) . (2.15)

Ots¸da i iz (2.14) poluqaem ∫ ∫ C ∘ μ(u)Q(u)dσ_u = N∑ j=1 λ_j ∫ ∫ C ∘ μ(u)K(u, z_j)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . (2.16)

V silu (2.13), ffto daet

M^∗ (^z_1, . . . , ^z_N ) − M^∗(z_1, . . . , z_N ) =

= −2 Re ∫ ∫ C ∘ μ(u)Q(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) =

= +2 Re N∑ j=1 λ_j π (^z_j − z_j ) + o ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . Poskol~ku normy ‖μ‖_∞ i ‖^∘μ‖_∞ ime¸t odin i tot ße porØdok malosti, to teorema 1 dokazana.

2.3. Sluqaæ g = 1. Ispol~zuem oboznaqeniØ iz p. 1.4. Pust~ toq-

ka x ∈ TR′ sootvetstvuet klassu [μ]P. Imeet mesto

Teorema 2. DlØ funkcii M^∗(x), opredelennoæ v p. 3.1, imeem ra-

venstvo:

M^∗(x) − M^∗(x_0) = 2 Re N∑ j=1 πλ_j (^z_j − z_j)+

98 E. G. EMEL^˚NOV

+ Im (( 1 2 B − (^N∑ j=1 A_j + A_0 ) · ζ ( 1 2 )) (τ (x) − τ ) ) + o (‖μ‖_∞) , (2.17)

gde ^z_j = fb_μ(z_j ), τ (x) opredeleno ravenstvom

fb_μ(z + τ ) = fb_μ(z) + τ (x),

qisla B, A_0, A_j i λ_j , j = 1, . . . , N , opredelØ¸tsØ iz predstavleniØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala Q: ^Q(u) =^N ∑ j=1 ( A_j P(u − z_j ) + λ_j ^K_{zj} (u) ) + A_0P(u) + B, (2.18)

^K_z(u) = ζ(u − z) − ζ(u) + z · ζ ( 1 2 ) , (2.19)

ζ(u) i P(u) – sootvetstvenno dzeta-funkciØ i funkciØ Veæerxtrassa, postroennye po periodam 1, τ .

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem opredelenie funkciæ K(u, z) i

Ω(u, z) v (2.11), (2.12) i poloßim ^K_z(u) = ∑ g∈G K(u + g, z) = ζ(u − z) − ζ(u) − z (ζ(u − 1) − ζ(u)) =

= ζ(u − z) − ζ(u) + z · 2ζ ( 1 2 ) , poskol~ku ζ(u + 1) − ζ(u) = η_1 = 2ζ ( 1 2 ) . Togda

^K_z(u + g) = ^K_z(u) dlØ g ∈ G, ^K_{z+τ} (u) = ^K_z(u) + 2πi (2.20) i ∑ g∈G Ω(u + g, z) = P(u − z) + 2ζ ( 1 2 ) . (2.21)

Vtoroe ravenstvo v (2.20) sleduet iz izvestnyh sootnoxeniæ

ζ(u + τ ) − ζ(u) = η_2 = 2ζ (τ 2 ) i η_1τ − η_2 = 2πi.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 99

Po formule (2.13) v sluqae g = 1 imeem: fb_{∘μ}(z) − z = − 1 π ∫ ∫ C ^∘ μ(u)K(u, z)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) =

= − 1 π ∫ ∫ ω ^∘ μ(u) ^K_z(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . (2.22)

Uslovie (1.5) dlØ toqek p_j ∈ B^{(0)} ∪ B togda daet ∫∫ ω ^∘ μ(u)P(u − z_j )dσ_u + η_1 ∫∫ ω ^∘ μ(u)dσ_u = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) , (2.23)

a takße ∫∫ ω ^∘ μ(u)P(u)dσ_u + η_1 ∫ ∫ ω ^∘ μ(u)dσ_u = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) , (2.24)

esli v toqke z = 0 k.d. ^Q imeet dvoænoæ pol¸s. DlØ k.d. ^Q na C imeem predstavlenie (2.18), gde A_j i λ_j – kofffficienty loranovskogo razloßeniØ ^Q v toqke z_j . Iz (2.17) i (2.20) imeem

fb_μ(z) + τ (x) = fb_μ(z + τ ) = z + τ − 1 π ∫ ∫ ω ^μ(u) ^K_{z+τ} dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) =

= z − 1 π ∫ ∫ ω ^μ(u) ^K_zdσ_u + τ − 2i · ∫ ∫ ω ^μ(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) = (2.25)

= fb_μ(z) + τ − 2i ∫ ∫ ω ^μ(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) , otkuda τ (x) − τ = −2i ∫ ∫ ω ^μ(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . (2.26)

Tak kak^∘μ ∼P μ, to analogiqnym obrazom poluqaem τ (x) − τ = −2i ∫ ∫ ω ^∘ μ(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) .

100 E. G. EMEL^˚NOV

Ots¸da ∫∫ ω ^∘ μ(u)dσ_u = ∫ ∫ ω ^μ(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) , (2.27)

poskol~ku, po lemme A, ‖^^∘μ‖_∞ 6 c‖μ‖_∞.

Teper~ po lemme V, ispol~zuØ posledovatel~no (2.23), (2.22) i (2.26), nahodim

M^∗(x) − M^∗(x_0) = −2 Re ∫∫ ω ^∘ μ(u) ^Q(u)dσ_u + o ( ‖^∘μ‖_∞ ) =

= 2 Re ( − N∑ j=1 λ_j ∫ ∫ ω ^∘ μ(u) ^K_{zj} (u)dσ_u + ((^N∑ j=1 A_j + A_0 ) η_1 − B ) ×

× ∫ ∫ ω ∘ μ(u)dσ_u ) + o ( ‖^∘μ‖_∞ ) = 2 Re ( + N∑ j=1 πλ_j ( fb_{∘μ}(z_j ) − z_j ) −

− ((^N∑ j=1 A_j + A_0 ) η_1 − B ) τ (x) − τ 2i ) + ( ‖^∘μ‖_∞ ) , qto dokazyvaet teoremu 2.

2.4. Sluqaæ g ¿ 2. Ispol~zuem oboznaqeniØ p. 1.4. Pust~ dlØ u, z ∈ H ^K_z(u) = ∑ g∈G K(g(u), z) · g^{′2} (u) ∈ Q_1(G),

^Ω_z(u) = ∑ g∈G Ω(g(u), z) · g^{′2} (u) ∈ Q_2(G).

Prokolotu¸ poverhnost~ R^′ = R \ P my moßem takße predstavit~, kak faktor πP : H → H/GP = R^′, gde GP – diskretnaØ gruppa drobno-lineænyh preobrazovaniæ, ime¸waØ sredi svoih obrazu¸wih N paraboliqeskih obrazu¸wih, sootvetstvu¸wih prokolam R. Poloßim

^KP_{z (u) =}^∑ g∈G K(g(u), z) · g^{′2} (u) ∈ Q(GP).

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 101

Iz formuly (2.13) v sluqae g ¿ 2 poluqaem f∘_μ(z) − x = z − 1 π ∫∫ H ^μ(u)K(u, z)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) =

= − 1 π ∫ ∫ ω ^μ(u) ^K_z(u)dσ_u + O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . (2.28)

Uslovie (1.5) daet ∫ ∫ ω ^μ(u)^Ω_{zj} dσ_u = O ( ‖^∘μ‖^2_∞ ) . (2.29)

DlØ associirovannogo k.d. Q imeem: ^Q = N∑ j=1 ( A_j ^Ω_{zj} + λ^ω_j ^K_{zj} ) + ^B_ω, (2.30)

gde ^B_ω ∈ Q(G) i pri j = 1, . . . , N kofffficienty A_j, λ_j opredeleny razloßeniem ^Q(u) = A^j (u − z_j )^2 + λ_j u − z_j + · · · v okrestnosti toqki z_j .

Poskol~ku^∘μ ∼P μ, to netrudno videt~, qto ∫∫ ω ^∘ μ(u) ^B_ω(u)dσ_u − ∫ ∫ ω ^μ(u) ^B_ω (u)dσ_u = o(‖μ‖_∞). (2.31) Teper~ po lemme V, posledovatel~no primenØØ (2.30), (2.29) i (2.28), poluqaem

M^∗_ω(x) − M^∗_ω(x_0) = −2 Re ∫∫ ω ^∘ μ(u) ^Q(u)dσ_u + o ( ‖^∘μ‖_∞ ) =

= 2 Re ( − N∑ j=1 λ^ω_j ∫∫ ω ^∘ μ(u) ^K_{zj} (u)dσ_u − ∫ ∫ ω ^∘ μ(u) ^B_ω (u)dσ_u ) +o ( ‖^∘μ‖_∞ ) =

= 2 Re (^N∑ j=1 πλ^ω_j (z_j − z_j ) − ∫ ∫ ω ^∘ μ(u) ^B_ω (u)dσ_u ) + o (‖μ‖_∞) , (2.32)

102 E. G. EMEL^˚NOV

gde ^z_j = fb_μ(z_j ), j = 1, . . . , N .

Na TR′ estestvenno ispol~zovat~ koordinaty, soglasovannye s kompleksnoæ strukturoæ na fftom prostranstve. Pust~ ^g_1, . . . , ^g_s – kompleksnyæ bazis v prostranstve Q(G), s = 3g − 3. Pust~ q_1, . . . , q_s – sootvetstvu¸wie k.d. iz QR i ^qP_1 , ^qP_2 , . . . , ^gP_s – podnØtiØ fftih differencialov na H, sootvetstvu¸wie nakryti¸ πP : H → H/GP = R^′. Togda nabor {qP_1 , . . . , ^gP_s ,^^KP_{z1} , . . . ,^^KP_{zN} } obrazuet kompleksnyæ bazis v prostranstve Q(GP). Pust~ {^nP_1 , . . . , ^nP_s , ^mP_{1 , . . . , ^m}P_{N }} – dvoæstvennyæ bazis v prostranstve B_{(G}P_{)\N} , gde

N – prostranstvo lokal~no-trivial~nyh differencialov Bel~- trami otnositel~no GP (sm. [6, §3]), {^nP_1 , . . . , ^nP_s , ^mP_1 , . . . , ^mP_N } – nabor predstaviteleæ svoih klassov. Dvoæstvennost~ bazisa oznaqaet, qto ∫ ∫ R n_i(u)K_{zj} (u)dσ_u = 0, ∫ ∫ R n_i(u)q_k(u)dσ_u = δ_{i,k}, ∫ ∫ R m_i(u)q_j (u)dσ_u = 0, ∫ ∫ R m_i(u)K_{zl} (u)dσ_u = δ_{j,l}, 1 6 i, k 6 s, 1 6 j, l 6 N. Sootvetstvie (u, v) → [^μ]P, gde u = (u_1, . . . , u_s), v = (v_1, . . . , v_N ), ^μ = u_1^n_1 + . . . + u_s^n_s + v_1 ^m_1 + . . . + v_N ^m_N , zadaet lokal~nye koordinaty v prostranstve TR′ v okrestnosti ishodnoæ toqki, kotoroæ sootvetstvuet u = 0, v = 0 (sm. [6]). Zapisav formulu (2.32) v fftih koordinatah, prihodim k sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3. DlØ funkcii M^∗_ω(x), opredelennoæ v p. 1.4, v termi-

nah koordinat u, v imeem:

M^∗_ω(u, v) − M^∗_ω(0, 0) = 2 Re (_N ∑ j=1 λ^ω_j v_j − s∑ i=1 u_ib^ω_i ) + o (|u| + |v|) , gde ^B_ω = s∑ i=1 b^ω_i ^q_i.

ZADAQI OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 103

§3. Sluqaæ maksimal~nogo qisla oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ

Rassmotrim na kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti R roda g ¿ 0 zadaqu I s sistemoæ N otmeqennyh toqek P = {p_1, . . . , p_N }. Kak izvestno [5, s. 192], n = 3g−3+N – maksimal~no vozmoßnoe qislo oblasteæ razbieniØ v fftoæ zadaqe. Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1. qislo nevyroßdennyh oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ D^∗ ravno n = 3g − 3 + N ;

2. kaßdaØ otmeqennaØ toqka p_j ∈ P slußit prostym pol¸som associirovannogo k.d.

Kompleksnomu vektoru K = (κ_1, . . . , κ_n) sopostavim differencial Bel~trami μ_K ∈ BR, opredelØemyæ ravenstvami

μ_K (u) = κ · |Q(u)| Q(u) dlØ u ∈ D^∗_j .

Sootvetstvie K → [ μ_K ] P zadaet lokal~nye koordinaty v prostranstve TR′ v okrestnosti naqal~noæ toqki x_0.

V fftih koordinatah [7]

M^∗(K) = Re n∑ j=1 1 − κ_j 1 + κ_j α^2_j M (D^∗_j ), (3.1)

Q_K (f_K (u)) · (f_K )^{′2}_u (u) = Q(u) (1 + k_j) , u ∈ D^∗_j . Iz sravneniØ ravenstv (3.1) i (2.25) vidno, qto koordinaty (κ_1, . . . , κ_n) i (u_1, . . . , u_s, v_1, . . . , v_N ) bigolomorfno vyraßa¸tsØ drug qerez druga. Kak izvestno [4], pri fiksirovannom u ∈ D^∗_j f_K (u) i (f_K (u))^′_u golomorfno zavisØt ot K. Pofftomu spravedliva

Teorema 4. Pust~ dlØ zadaqi I vypolneny usloviØ 1 i 2. Togda

M^∗(u, v) – pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ, a associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial Q(u, v) golomorfno zavisit ot u i v v okrestnosti toqki (0, 0).

V qastnom sluqae R = C i N = 5 teorema 4 dokazana v [8].

104 E. G. EMEL^˚NOV

Literatura

1. J. A. Jenkins, On the existence of certain general metrics, Ann. Math. 66, No. 3 (1957), 440–453.

2. E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina, Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstve sistem oblasteæ razliqnyh tipov, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 74–104.

3. E. G. Emel~Ønov, Zavisimost~ funkcionala v zadaqe ob ffkstremal~- nom razbienii rimanovoæ poverhnosti ot parametrov, POMI Preprint–25/1997, 1–10.

4. S. L. Kruxkal~, R. K¸nau, Kvazikonformnye otobraßeniØ – novye metody i priloßeniØ, Novosibirsk, 1984.

5. F. Gardiner, Teichmüller theory and quadratic differentials, John Wiley and Sons, Inc., New York, 1987.

6. L. Bers, Prostranstva rimanovy poverhnosteæ, V kn.: L. Al~fors, L. Bers, Prostranstva rimanovyh poverhnosteæ i kvazikonformnye otobraßeniØ, 80–90, M., 1961.

7. E. G. Emel~Ønov, �kstremal~nye razbieniØ rimanovoæ poverhnosti i kvazikonformnye otobraßeniØ special~nogo vida, Zap. nauqn. semin. PO- MI 254 (1998), 108–115.

8. A. ı. Vasil~ev, Invariantnye metriki i garmoniqeskie funkcionaly na prostranstve Teæhm¸llera, Algebra i analiz 9, vyp. 1 (1997), 49–71.

Postupilo 10 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov