Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

K. I. Pimenov

O TEOREME KRULL˚-XMIDTA DL˚ ARTINOVYH MODULE`

1. Vvedenie

KlassiqeskaØ teorema KrullØ–Xmidta garantiruet odnoznaqnost~ razloßeniØ v prØmu¸ summu nerazloßimyh slagaemyh dlØ moduleæ koneqnoæ dliny, to est~ artinovyh i neterovyh odnovremenno. Ee dokazatel~stvo opiraetsØ na utverßdenie o lokal~nosti kol~ca ffndomorfizmov nerazloßimogo modulØ. Vopros o spravedlivosti togo ße fakta dlØ artinovyh, no ne obØzatel~no neterovyh moduleæ byl postavlen Krullem ewe v 1932 godu. Otricatel~nyæ otvet na fftot vopros byl dan v rabote [1]. Osnovopolaga¸wiæ poloßitel~nyæ rezul~tat v fftom napravlenii byl poluqen Uorfildom [2]. Pust~ modul~ ØvlØetsØ ob¨edineniem vozrasta¸weæ cepoqki moduleæ koneqnoæ dliny. Togda dlØ nego verna teorema KrullØ–Xmidta, i esli on nerazloßim, to ego kol~co ffndomorfizmov lokal~no. V sluqae artinova modulØ ffto uslovie oznaqaet, qto dlina ego rØda Lœvi (sm. [3]) ne prevoshodit ω. Takovy, naprimer, vse artinovy moduli nad kommutativnymi ili neterovymi kol~cami. Pofftomu pri poiske anomal~nyh prØmyh razloßeniæ interes predstavlØli lix~ artinovy moduli dliny, bol~xeæ ω. V dal~neæxem klass kolec, dlØ artinovyh moduleæ nad kotorymi imeet mesto odnoznaqnost~ prØmyh razloßeniæ, oboznaqim qerez A. Srazu ße voznikaet vopros, kakoe trebovanie, obobwa¸wee kommutativnost~, nußno naloßit~ na kol~co R, qtoby R popadalo v klass

A. Sloßnost~ zakl¸qaetsØ v tom, qto, kak pokazano v [4], ano-

malii prØmyh razloßeniæ dlØ artinovyh moduleæ dliny ω + 1 voznika¸t uße nad prosteæxim nekommutativnym neneterovym

kol~com R =

`Q 0Q Z^´_{. Ukazannoe kol~co obladaet raznoharak-}

teristiqeskimi polØmi vyqetov, qto v fftoæ situacii okazyvaetsØ suwestvennym. I v sluqae kol~ca koneqnogo ranga ot podobnogo ograniqeniØ ne izbavit~sØ, esli my hotim skonstruirovat~ 187

188 K. I. PIMENOV

kakie-libo anomalii. V dannoæ stat~e my daem qastiqnyæ otvet na vopros, kakie usloviØ sleduet naloßit~ na kol~co bez kruqeniØ koneqnogo ranga, qtoby ono popadalo v klass A. V qastnosti, okazyvaetsØ, qto lokal~noe kol~co koneqnogo ranga vsegda prinadleßit A. L¸bopytno, qto v fftom sluqae poØvlØ¸tsØ moduli s dlinoæ, bol~xeæ ω, udovletvorØ¸wie teoreme KrullØ–Xmidta.

Otkrytym ostavalsØ vopros, qto proishodit dlØ proizvol~- nogo lokal~nogo kol~ca. Uslovie, pri kotorom lokal~noe kol~co prinadleßit A, bylo sformulirovano v [5]. Niße budet pokazano, kak ono moßet byt~ pereformulirovano dlØ nelokal~nyh kolec i kak perenositsØ na fftot sluqaæ dokazatel~stvo. Tam ße byl priveden primer lokal~nogo kol~ca, ne udovletvorØ¸wego fftomu uslovi¸. V tret~em razdele stat~i pokazano, qto nad fftim kol~com voznika¸t anomalii prØmyh razloßeniæ togo ße sorta, qto i v [4].

2. Teorema KrullØ-Xmidta

DlØ naqala obsudim vspomogatel~nye tehniqeskie momenty, neobhodimye dlØ formulirovki naxeæ teoremy KrullØ– Xmidta. Pust~ k – kommutativnoe kol~co, R – k-algebra. Estestvennyæ gomomorfizm iz k v R oboznaqim qerez i_R. Budem govorit~, qto R – lokal~no koneqnaØ algebra nad k , esli l¸baØ podalgebra, poroßdennaØ koneqnym qislom fflementov, okazyvaetsØ koneqno poroßdennoæ kak k-modul~. Zametim, vo-pervyh, qto l¸- baØ podalgebra lokal~no koneqnoæ k-algebry ØvlØetsØ lokal~no koneqnoæ, a vo-vtoryh, esli k soderßitsØ v tele T , ØvlØ¸wemsØ lokal~no koneqnoæ algebroæ nad k, to k – pole, i T algebraiqno nad k.

Lemma 1. Pust~ R – lokal~no koneqnaØ algebra nad k ⊂ R. Esli

M ∼= R/I – prostoæ R-modul~, to k ∩ I – maksimal~nyæ ideal v k.

˚sno, qto N (I) = {r ∈ R|Ix ⊂ I} – podalgebra v R. Togda telo

T = End_R(M ) izomorfno N (I)/I i ØvlØetsØ lokal~no koneqnoæ

k-algebroæ. Sledovatel~no, i_T (k) ∼= (k + I)/I – pole, qto i trebovalos~.

Lemma 2. Pust~ v usloviØh predyduweæ lemmy k – polulokal~noe

kol~co, i pust~ f ∈ M_n(T ) – obratimaØ matrica. Togda suwestvuet mnogoqlen p(x) ∈ k[x] s obratimym svobodnym qlenom takoæ, qto p(f) = 0.

O TEOREME KRULL˚–XMIDTA 189

Komponenty matricy f poroßda¸t telo, koneqnomernoe nad polem i_T (k). Pofftomu f leßit v koneqnomernoæ algebre nad i_T (k) i ØvlØetsØ, po teoreme Kffli–Gamil~tona, kornem svoego harakteristiqeskogo mnogoqlena, kofffficienty kotorogo leßat v pole i_T (k). Ostalos~ zametit~, qto pri pod¨eme fftogo mnogoqlena iz i_T (k)[x] do mnogoqlena iz k[x] svobodnyæ qlen ostaetsØ obratimym, poskol~ku kol~co k polulokal~no.

Lemma 3. Pust~ v usloviØh lemmy 1 M, N – poluprostye R-

moduli koneqnoæ dliny. Togda dlØ l¸bogo f ∈ Aut (M ) naædetsØ mnogoqlen p(x) ∈ k[x] takoæ, qto p(f) = 0, a umnoßenie na svobodnyæ qlen ØvlØetsØ avtomorfizmom N .

Pust~ R/J_1, . . . , R/J_m – razliqnye prostye slagaemye M i N . Po lemme 1, kol~co k^0 = k/(k ∩ J_1 . . . ∩ J_m ) polulokal~no. Moduli M i N osta¸tsØ poluprostymi i esli ih rassmatrivat~ kak moduli nad kol~com R^0 = k^0 ⊗_k R. PrimenØØ lemmu 2, naædem mnogoqlen p^0(x) ∈ k^0[x] s obratimym svobodnym qlenom i takoæ, qto p^0(f) = 0. Pri podnØtii ego kofffficientov v k, poluqaem trebuemyæ mnogoqlen.

DlØ proizvol~nogo kol~ca R qerez R oboznaqim ego faktorkol~co po radikalu R/Rad R, qerez Z(R) – centr R. Pust~ Z(R) = Z(R)/(Rad R ∩ Z(R)). Teorema. Pust~ R – takoe kol~co, qto faktorkol~co R lokal~no

koneqno nad Z(R). Togda dlØ l¸bogo artinova R-modulØ M vypolnena obobwennaØ lemma Fittinga, a znaqit, i teorema KrullØ– Xmidta.

Dokazatel~stvo poqti doslovno povtorØet rassußdeniØ iz raboty [5]. VidoizmeneniØ preterpeva¸t lix~ punkty a) i b) teoremy 1 v [5]. Esli zadan f ∈ End (M ) takoæ, qto f ∈

End (M/Rad M ) obratim, to my moßem primenit~ lemmu 3 k Z(R),

R, M/Rad M i Soc M . Nahodim mnogoqlen p(x) ∈ k[x] takoæ, qto

p(f) = λ+fq(f) i p(f) = 0. Lemma 3 garantiruet nam, qto umnoße-

nie v M na λ ∈ k induciruet avtomorfizm cokolØ Soc M , sledovatel~no, ØvlØetsØ avtomorfizmom M , leßawim v centre kol~- ca ffndomorfizmov. Takim obrazom, esli p(f) lokal~no nil~potenten pri ograniqenii na kakoæ-to f-invariantnyæ podmodul~, to f obratim pri ograniqenii na fftot podmodul~. Dokazatel~- stvo punkta v) ostaetsØ bez izmeneniæ, tol~ko ssylka na teoremu Gamil~tona–Kffli zamenØetsØ ssylkoæ na lemmu 3.

190 K. I. PIMENOV

Sledstvie 1. Pust~ R – kol~co, additivnaØ gruppa kotorogo

ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ koneqnogo ranga. Esli vse prostye Rmoduli koneqny, to R ∈ A.

Deæstvitel~no, R budet ØvlØt~sØ lokal~no koneqnoæ algebroæ

nad Z._{Sledstvie 2. Esli R – lokal~noe kol~co, telo vyqetov kotorogo}

– libo koneqnoe pole, libo koneqnomerno nad Q, to R ∈ A.

Trebuet razbora lix~ vtoroæ sluqaæ. Zametim, qto, poskol~- ku obratnyæ k l¸bomu obratimomu fflementu iz centra kol~ca R toße prinadleßit centru, to kol~co Z(R) ØvlØetsØ polem i potomu soderßit Q. Sledovatel~no, telo vyqetov lokal~nogo kol~ca R lokal~no koneqno nad Z(R).

3. Kontrprimer k teoreme KrullØ–Xmidta nad lokal~nym kol~com

Dokazannye utverßdeniØ ubeßda¸t nas v tom, qto esli primer, oproverga¸wiæ teoremu KrullØ–Xmidta dlØ artinovyh moduleæ nad lokal~nym kol~com R, suwestvuet, to telo vyqetov R ne dolßno byt~ algebraiqeskim nad Z(R). Takie primery v samom dele ime¸tsØ v prosteæxem sluqae, kogda lokal~noe kol~co R neneterovo, nekommutativno i R soderßit fflement, transcedentnyæ nad Z(R).

Pust~ F = k(x), A – lokalizaciØ k[x] po idealu, poroßdennomu x, Λ – lokalizaciØ F [t] po idealu, poroßdennomu t. Rassmotrim k-algebru R, poroßdœnnu¸ kol~com Λ i fflementom a, v kotoroæ vypolneny sootnoxeniØ aRa = 0, at = 0, ta = ax. Legko videt~, qto fflementy t i a leßat v radikale R. Pofftomu R ØvlØetsØ lokal~nym kol~com, priqem skvoznoe otobraßenie F → R →

R/Rad R ØvlØetsØ izomorfizmom. Pust~ V = F^n, M_0 ⊂ V – pod-

gruppa, ØvlØ¸waØsØ A-modulem i takaØ, qto F M_0 = V . Togda dlØ l¸bogo v ∈ V naædetsØ takoe natural~noe qislo n, qto x^nv ∈ M_0. Faktorgruppa M = V /M_0 okazyvaetsØ artinovym modulem nad A. Pokaßem, kak po podgruppe M_0 postroit~ artinov modul~ nad R. Zadadim deæstvie R na abelevoæ gruppe X = V ⊕ (F ⊗_k M ) sledu¸wim obrazom: f(v, l ⊗ m) = (fv, (fl) ⊗ m) t(v, l ⊗ m) = (0, l ⊗ xm) a(v, l ⊗ m) = (0, 1 ⊗ v).

O TEOREME KRULL˚–XMIDTA 191

Opredelenie umnoßeniØ na t ne zavisit ot fflementa m, kotoryæ my vybiraem v kaqestve predstavitelØ m, poskol~ku xM_0 ⊂ M_0. Fiksirovannyæ fflement obnulØetsØ dostatoqno bol~ximi stepenØmi t, tak qto deæstvie Λ opredeleno korrektno. Legko proverØetsØ, qto vse sootnoxeniØ meßdu obrazu¸wimi kol~ca R sohranØ¸tsØ pri takom opredelenii, tak qto X prevrawaetsØ v modul~ nad R. DlØ proverki togo, qto on artinov, ubedimsØ, qto

Rad X = F ⊗_k M – artinov R-modul~. Rassmotrim sootvetstvie α : N −→ F ⊗_k N meßdu A-podmodulØmi v M i R-podmodulØmi v Rad X. Esli Y – podmodul~ v Rad X, to na nem zadano deæstvie

Λ. Poloßim N = Y ∩ (1 ⊗ M ) i otoßdestvim N s podgruppoæ v M . S R-modulØ Y na N perenositsØ deæstvie k[t], pri kotorom t deæstvuet umnoßeniem na x. Takim obrazom, N okazyvaetsØ Apodmodulem v M . Oqevidno, α(N ) = Y , pofftomu sootvetstvie α biektivno. Poskol~ku M – artinov k[x]-modul~, to X – artinov R-modul~.

UtverßdaetsØ, qto imeetsØ biekciØ meßdu prØmymi razloßeniØmi M_0 i prØmymi razloßeniØmi X. �ndomorfizm Θ_0 AmodulØ M_0 prodolßaetsØ na V i zadaet soglasovannu¸ paru

(Θ_V , Θ) ffndomorfizmov V i M :

Θ_V (v) = Θ(v).

�ta para opredelØet ffndomorfizm Θ_X : X → X estestvennym obrazom:

Θ_X (v, l ⊗ m) = (Θ_V (v), l ⊗ Θ(m)).

My opredelili monomorfizm Φ : End_A(M_0) → End_R (X). Proverim, qto ffto izomorfizm. Deæstvitel~no, pust~ Υ – ffndomorfizm X. On induciruet ffndomorfizm Υ_V prostranstva V . Krome togo,

Υ(0, 1 ⊗ m) = Υ(a(m, 0)) = aΥ(m, 0) = a(Υ1(m), 0) = (0, Υ1(m)).

Gomomorfizm M , zadavaemyæ takim obrazom, oboznaqim qerez Υ. ˚sno, qto para (Υ_V , Υ) soglasovana i opredelØet ffndomorfizm

Υ0 A-modulØ M0 takoæ, qto Υ = Φ(Υ0).

Kak tol~ko my vyberem modul~ M_0 s anomal~nymi prØmymi razloßeniØmi, my srazu ße poluqaem primer artinova RmodulØ s temi ße samymi anomaliØmi. No takie moduli M_0 mogut byt~ postroeny toqno tak ße, kak v [6] postroen primer

192 K. I. PIMENOV

lokal~noæ abelevoæ gruppy koneqnogo ranga bez kruqeniØ s anomaliØmi prØmyh razloßeniæ.

Literatura

1. A. Facchini, D. Herbera, P. Vamos, L. S. Levy, Krull-Schmidt fails for Artinian modules, Proc. Amer. Math. Soc. 123, No. 12 (1995), 3587–3592.

2. R. B. Warfield, Theorem for infinite sums of modules, Proc. Amer. Math. Soc.

22 (1969), 460–465.

3. A. Facchini, Module Theory, Progress in math. 167 (1998).

4. K. Pimenov, A. Yakovlev, Artinian modules over a matrix ring, in: Infinite Length Modules, Birchauser (2000) (v peqati).

5. K. I. Pimenov, Teorema KrullØ-Xmidta dlØ artinovyh moduleæ nad lokal~nymi kol~cami, Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 300–305.

6. D. M. Arnold, Finite rank torsion free abelian groups and rings,. Lect. Notes in Math. 931 (1982).

Postupilo 14 fevralØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet