Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

O. M. Fomenko NEOBRAWENIE V NUL^ AVTOMORFNYH L-FUNKCI` V CENTRE KRITIQESKO` POLOSY

1. Vvedenie

Pust~ S_k(Γ_0(N ), χ) – prostranstvo golomorfnyh Γ_0(N )-paraboliqeskih form celogo vesa k i haraktera χ (mod N ); pri qetnom k budem oboznaqat~

S_k(Γ_0(N ), 1) = S_k(Γ_0(N )), S_k(Γ) = S_k,

Γ = Γ_0(1) = SL(2, Z).

Pust~ f(z) ∈ S_k(Γ_0(N )), f(z) = ∞∑ n=1 a_f (n)e^{2πinz}, z ∈ H = {z = x + iy : y > 0};

a_f (n)n^{− k} �1_2

= b_f (n);

L_f (s) = ∞∑ n=1 a_f (n)n^{−s}, s = σ + it;

L_f ( s + k − 1 2 ) = ∞∑ n=1 b_f (n)n^{−s} = H_f (s).

Svoæstva vvedennoæ L-funkcii horoxo izvestny: rØd Dirihle dlØ H_f (s) shoditsØ v poluploskosti Re s > 1, funkciØ H_f (s) prodolßaetsØ na vs¸ ploskost~ kak celaØ funkciØ i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ tipa “s → 1 − s”.

Budem rassmatrivat~ tot sluqaæ, kogda k ¿ 2 – postoØnnoe qetnoe qislo, N = p – rastuwee prostoe qislo. Pust~ F – ortogonalizirovannyæ bazis Gekke–Atkina–Lenera prostranstva S_k(Γ_0(p)); predpolagaetsØ normalizaciØ: esli a_f (1) ≠ 0, to a_f (1) = 1. Pust~ F_0 – mnoßestvo vseh novyh form prostranstva S_k(Γ_0(p)). Formy iz F_0 udovletvorØ¸t ocenke DelinØ: |b_f (n)) 6 d(n); krome togo, b_f (n) – vewestvennye qisla. Napomnim 193

194 O. M. FOMENKO

takße, qto b_f (1) = 1, esli f ∈ F_0. L-rØdy form iz F_0 oblada¸t ffælerovskim proizvedeniem. Na prostranstve S_k(Γ_0(N )) vvoditsØ metrika Petersona ⟨f, g⟩; pust~

ω_f =

Γ(k − 1) · a_f (1) (4π)^{k−1} ⟨f, f⟩. V rabote avtora [1] byl dokazan sledu¸wiæ rezul~tat: pri postoØnnom qetnom k ¿ 2 dlØ sluqaØ prostranstva S_k(Γ_0(p)) imeem pri p → ∞ ∑ f∈F0 ω_f L_f ( k 2 )_2

= log p + c_1 + O(p^{−1} log^4 p), (1)

gde c_1 zavisit lix~ ot k; (v [1] prinimalos~ uslovie: qetnoe

k ¿ 4, ffto izlixne ograniqitel~no – moßno brat~ qetnoe k ¿ 2).

V sluqae k = 2 blizkiæ rezul~tat dokazal D~¸k [2]; v ego rabote rassmatrivalis~ Γ_0(p)-paraboliqeskie formy, skruqennye s harakterom Dirihle. Uße sootnoxenie (1) vmeste s rezul~tatom [3] ob otsutstvii zigelevskogo nulØ u simmetriqeskogo kvadrata L-rØda Gekke novoæ formy (qto daet nußnu¸ ocenku (5), sm. niße) pozvolØet dokazat~ suwestvovanie mnogih f ∈ F_0 s L_f (_k 2 ) ≠ 0 pri bol~xih p, a imenno,

ih koliqestvo ≫ p^{34 −ε}.

V nastoØweæ rabote v §2 ffta ocenka uluqxaetsØ, a imenno, dokazyvaetsØ

Teorema 1. Pust~ F0 – mnoßestvo vseh novyh form prostran-

stva S_k(Γ_0(p)). Togda pri postoØnnom qetnom k ¿ 2 imeem ∑ f∈F0 :L_f (^k2 )≠0 1 ≫ p log^2 p (p → ∞).

D~¸k [2] poluqil analogiqnyæ rezul~tat v sluqae k = 2. V §3 rassmatrivaetsØ shodnaØ zadaqa dlØ prostranstva S_k s rastuwim k. Pust~ f(z) – Γ-sobstvennaØ forma Gekke qetnogo vesa k ¿ 12. Oqevidno, v sluqae k ≡ 2 (mod 4) L_f (s) obladaet svoæstvom L_f (_k 2 ) = 0; ffto sleduet iz funkcional~nogo uravneniØ. Pofftomu budem rassmatrivat~ sluqaæ k ≡ 0 (mod 4).

NEOBRAWENIE V NUL^ 195

Teorema 2. Pust~ F – mnoßestvo vseh sobstvennyh form Gekke

prostranstva S_k. Togda pri k = 4k_1 → ∞, imeem ∑ f∈F :L_f (^k2 )≠0 1 ≫ k log^2 k . Ranee rezul~tat . . . ≫ √ k poluqil Konen [4].

Nakonec, v §4 ustanavlivaetsØ svØz~ svoæstva ortogonal~- nosti form starogo klassa, prinadleßawego bazisu Gekke– Atkina–Lenera prostranstva S_{12}(Γ_0(p)) (sm. [5] i §2 nastoØweæ raboty), s izvestnoæ gipotezoæ Lemera.

§2. Dokazatel~stvo teoremy 1 Snaqala dokaßem

Predloßenie 1. Pust~ F0 – mnoßestvo vseh novyh form pros-

transtva S_k(Γ_0(p)). Togda pri postoØnnom qetnom k ¿ 2 imeem (p → ∞) ∑ f∈F0 ω_f L_f ( k 2 ) = 1 + O(p^{− 12 +ε}),

gde zdes~ i niße ε > 0 – skol~ ugodno maloe postoØnnoe qislo.

Pri dokazatel~stve budem snaqala rassmatrivat~ sluqai 2 6

k 6 10, 14, dlØ kotoryh Sk = ? i, sledovatel~no, F0 = F. DlØ

prostoty podrobno rassmotrim sluqaæ k = 6.

Kak horoxo izvestno (sm. [6]), v sluqae novoæ formy f(z) ∈ F_0 imeet mesto zakon preobrazovaniØ f(z) = Cp^{k2} ( pz i )_{−k} f ( −1 pz ) , gde C = ±1, s pomow~¸ kotorogo moßno predstavit~ L_f (_k 2 ) v vide bystro shodØwegosØ rØda. Imeem

A^3Γ(3)L_f (3) = ∞∫ u ∑ n¿1^{af (n)e} −nt/A t^3 dt t +

+C^{−1} ∞∫ 1/u ∑ n¿1^{af (n)e} −nt/A t^3 dt t ,

196 O. M. FOMENKO

gde A = (2π)^{−1}p^{1/2}, u – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Pust~ u = x^{−1}p^{1/2}, x = p^{1+ε}.

Posle nekotoryh vyqisleniæ imeem

L_f (3) = 1 Γ(3) ∑ n¿1^{af (n)e} −2πn/x × ( (2π)^2 x^2n + 2 (2π) xn^2 + 2 1 n^3 ) +

+C^{−1} 1 Γ(3) ∑ n¿1^{af (n)e} −2πnx/p × ( (2π)^2x^2 np^2 + 2 (2π)x n^2p + 2 1 n^3 ) =

= S_1 + S_2. (2) V silu vybora x summa S_2 oqen~ mala; ona ocenivaetsØ sverhu veliqinoæ O(p^{−c}), gde c > 0 – l¸baØ konstanta. DlØ dokazatel~stva predloßeniØ nam neobhodimy nekotorye fakty. Napomnim snaqala klassiqesku¸ formulu Petersona dlØ prostranstva S_k(Γ_0(p)). Pust~ {φ(z)} – ortonormirovannyæ bazis prostranstva S_k(Γ_0(p)), φ(z) = ∞∑ n=1 ^φ(n)e^{2πinz}. Togda Γ(k − 1) {4π √ nm}^{k−1} ∑ φ ^φ(n) ^φ(m) = δ_{nm}+

+2πi^k ∑ c>0 c≡0 (mod p) 1 c S(n, m; c)J_{k−1} ( 4π √ nm c ) ,

gde δ_{nm} – simvol Kronekera, S(n, m; c) – summa Klostermana, J_{k−1}(x) – funkciØ BesselØ porØdka k − 1. Spravedlivy ocenki |S(n, m; c)| 6 (n, m, c)^{1/2}d(c)c^{1/2} (A. Veæl~) i |J_{k−1}(x)| 6 (x/2)^{k−1} Γ(k − 1)

. (3)

NEOBRAWENIE V NUL^ 197

Formula Petersona v soqetanii s fftimi ocenkami pozvolØet vyvesti neravenstvo | | | | | | ∑ f∈F0 ω_f a_f (n) n^{k/2} − δ_{n1} | | | | | | ≪ p^{− k+12} n^k

�2_2

, (4)

priqem ≪-konstanta zavisit tol~ko ot k. Dalee nam neobhodima ocenka [3] p log p ≪ ⟨f, f⟩ (f ∈ F_0) (5) i klassiqeskiæ fakt #F ≍ p. Sformulirovannye rezul~taty pozvolØ¸t na osnovanii (2) dokazat~ sledu¸wee sootnoxenie ∑ f∈F0 ω_f L_f (3) = 1 Γ(3) ∑ f∈F0 ω_f ∑ 16n6p^{1+2ε af (n)×} × ( (2π)^2x^2 np^2 + 2 (2π)x n^2p + 2 1 n^3 ) e^{−2πn/p1+ε} + O(p^{−1000}) = = ∑ I + ∑ II + ∑ III +O(p^{−1000}). Summy ∑ I , ∑ II , ∑ III izuqaem s pomow~¸ (4). Imeem ∑ III = 1 Γ(3) 2e^{−2π/p1+ε} ∑ f∈F0 ω_f a_f (1)+

+ 1 Γ(3) ∑ 26n6p^{1+2ε} 2e^{−2πn/p1+ε} ∑ f∈F0 ω_f a_f (n) n^3 =

= 2 Γ(3) e^{−2π/p1+ε} (1 + O(p^{− 72} )) + O ∑ 26n6p^{1+2ε}

p^{− 72} n^2 =

= 1 + O(p^{− 12 +6ε}).

Analogiqno, ∑ II ≪ p^{− 12 +7ε}, ∑ I ≪ p^{− 12 +8ε},

198 O. M. FOMENKO

i v rassmatrivaemom qastnom sluqae predloßenie dokazano. Tak ße rassmatriva¸tsØ ostal~nye k, dlØ kotoryh F_0 = F.

Rassmotrim teper~ vesa k = 12, 16, 18, 20, 22, 26, dlØ kotoryh prostranstvo S_k odnomerno. V fftih sluqaØh bazis Gekke– Atkina–Lenera prostrastva S_k(Γ_0(p)) sostoit iz mnoßestva novyh form {f(z)} i odnogo starogo klassa {Δ(z), Δ(pz)}, gde Δ(z) – sobstvennaØ forma Gekke iz S_k; pervyæ kofffficient Fur~e fftoæ formy est~ 1. Staryæ klass ortogonalen vsem novym formam. Esli p takoe, qto ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ = 0, to bazis Gekke–Atkina– Lenera ØvlØetsØ ortogonal~nym; esli ße ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ ≠ 0, to bazis Gekke–Atkina–Lenera nado ortogonalizirovat~. DlØ fftogo zamenim staryæ klass na {Δ(z), Δ(z) + λΔ(pz)}, gde λ udovletvorØet uslovi¸ ⟨Δ(z), Δ(z) + λΔ(pz)⟩ = 0. DlØ uproweniØ poloßim ⟨Δ(z) + λΔ(pz), Δ(z) + λΔ(pz)⟩ = P. Nam budut neobhodimy ocenki ⟨Δ(z), Δ(z)⟩^{−1} ≪ 1 p ;

P^{−1} + |λ|p^{−k/2}P^{−1} ≪ log^4 p p . (6)

PervaØ ocenka trivial~na, a vtoraØ dokazana v [1].

Pust~ Δ(z) + λΔ(pz) = H(z), togda H(−1/pz) = p^{k/2}z^k{p^{k/2}Δ(pz) + λp^{−k/2}Δ(z)} = p^{k/2}z^kH_1(z). Pol~zuØs~ vsemi fftimi sootnoxeniØmi vmeste s privedennymi vyxe argumentami, dokazyvaem sledu¸wee ravenstvo ∑ f∈F0 ω_f L_f ( k 2 ) = 1 + O(p^{− 12 +ε}) (p → ∞).

Imeem ∑ f∈F ω_f L_f ( k 2 ) = ∑ f∈F0 ω_f L ( k 2 ) + ω_{Δ(z)} L_{Δ(z)} ( k 2 ) +

NEOBRAWENIE V NUL^ 199 + { ω_H L_H (_k 2 ) , esli ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ ≠ 0;

0 v protivnom sluqae. Oqevidno, ω_{Δ(z)}L_{Δ(z)} ( k 2 ) ≪ 1 p ;

ω_H L_H ( k 2 ) = ω_H (1 + λp^{−k/2})L_{Δ(z)} ( k 2 ) ≪ log^4 p p ; pri fftom my vospol~zovalis~ (6). Predloßenie v rassmatrivaemyh sluqaØh dokazano. Izuqenie sluqaev k > 26 protekaet vpolne analogiqno. Predloßenie dokazano polnost~¸.

Teper~ vernemsØ k dokazatel~stvu teoremy 1. Po neravenstvu Koxi ∑ f∈F0 ω_f L_f ( k 2 ) 2 6 ∑ f∈F0 :L_f (^k2 )≠0 ω_f ×

× ∑ f∈F0 ω_f L_f ( k 2 )_2 . PrimenØØ k poslednemu neravenstvu sootnoxenie (1), predloßenie 1 i (5), dokazyvaem teoremu.

§3. Dokazatel~stvo teoremy 2 Rassmotrim bazis F prostranstva S_k, sostoØwiæ iz normalizovannyh sobstvennyh form Gekke f(z), k ≡ 0 (mod 4). Dokazatel~stvo teoremy 2 shodno s dokazatel~stvom teoremy 1. V [7, 8] poluqen sledu¸wiæ rezul~tat: ∑ f∈F ω_f L_f ( k 2 )_2

= 4 log k + c_2 + O(k^{− 12} log k), (7)

gde c_2 – absol¸tnaØ konstanta.

Nam neobhodimo sledu¸wee

Predloßenie 2. Pri k → ∞ ∑ f∈F ω_f L_f ( k 2 ) = 1 + O(k^{−2+ε}),

200 O. M. FOMENKO gde zdes~ i niße ε > 0 – skol~ ugodno maloe postoØnnoe qislo.

Pol~zuØs~ funkcional~nym uravneniem dlØ H_f (s), predstavim H_f (_1 2 ) sledu¸wim obrazom (sr. [9]): H_f ( 1 2 ) = ∞∑ n=1 b_f (n)e^{−n/U} n^{−1/2}−

− 1 2πi ∫ σ=−β H_f ( 1 2 − s ) Ψ ( s + 1 2 ) Γ(s)U^sds, gde Ψ(s) = (2π)^{2s−1} Γ (_{k+1} 2 − s ) Γ (_{k−1} 2 + s ) , 0 < β < 1, U ¿ 1; my vybiraem β = 1 − ε.

Dalee, iz formuly Petersona dlØ prostranstva S_k s pomow~¸ ocenki A. VeælØ summy Klostermana i ocenki funkcii BesselØ (3) vyvodim neravenstvo | | | | | | ∑ f∈F ω_f b_f (n) n^{1/2} − δ_{n1} | | | | | | ≪ n^k �2_2

Γ(k − 1)

, (8)

priqem ≪-konstanta ØvlØetsØ absol¸tnoæ. Krome togo, nam neobhodima ocenka [3] Γ(k) (4π)^k log k ≪ ⟨f, f⟩ (f ∈ F) (9) i klassiqeskiæ fakt #F ≍ k. Imeem ∑ f∈F ω_f H_f ( 1 2 ) = ∞∑ n=1 ∑ f∈F ω_f b_f (n) n^{1/2} e^{−n/U} −

− 1 2πi ∑ f∈F ω_f ∫ σ=−β H_f ( 1 2 − s ) Ψ ( s + 1 2 ) Γ(s)U^sds =

= S_1 − S_2.

NEOBRAWENIE V NUL^ 201

Poloßim U = k^{2−ε0}, gde o < ε_0 < 1 – skol~ ugodno maloe posto- Ønnoe qislo. Sformulirovannye vyxe fakty, i v qastnosti, (9) pozvolØ¸t legko dokazat~ neravenstvo

S_2 ≪ U^{−β} log k.

Pereædem k izuqeni¸ S_1. Summirovanie po n razob~em na tri: n = 1, 2 6 n 6 U^{1+ε0/4}, n > U^{1+ε0/4}; sootvetstvenno,

S_1 = ∑ I + ∑ II + ∑ III . Ispol~zuØ (8), poluqim ∑ I = ∑ f∈F ω_f b_f (1)e^{−1/U} = ( 1 + O(1) Γ(k − 1) ) ×

×(1 + O(U^{−1})) = 1 + O(U^{−1}).

Perehodim k ∑ II . Imeem U^{1+ε0/4} = k^{2−ε1} , gde ε_1 = ε_0/2 + ε^2_0/4; s pomow~¸ (8) poluqaem ∑ II ≪ ∑ 26n6U^{1+ε}0^{/4} n^k �2_2

Γ(k − 1) ≪ 1 Γ(k − 1) ( U^{1+ε0/4} ) k_2 ≪ 1 k^{1000} . Nakonec, ∑ III ≪ 1 k^{1000} . Predloßenie dokazano.

Perehodim k dokazatel~stvu teoremy. Po neravenstvu Koxi ∑ f∈F ω_f L_f ( k 2 ) 2 6 ∑ f∈F :L_f (^k2 )≠0 ω_f ×

× ∑ f∈F ω_f L_f ( k 2 ) 2 . PrimenØØ k poslednemu neravenstvu sootnoxenie (7), predloßenie 2 i (9) dokazyvaem teoremu.

202 O. M. FOMENKO

§4. Svoæstvo ortogonal~nosti i gipoteza Lemera

V svØzi s dokazatel~stvom teoremy 1 voznikaet odin l¸bopytnyæ vopros.

Pust~ k = 12, rassmotrim staryæ klass v bazise Gekke- Atkina–Lenera {Δ(z), Δ(pz)}, Δ(z) – horoxo izvestnaØ paraboliqeskaØ forma Ramanudßana,

Δ(z) = ∞∑ n=1 τ (n)e^{2πinz}, τ (n) – funkciØ Ramanudßana. Estestvenno sprosit~, dlØ kakih p formy starogo klassa ortogonal~ny: ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ = 0. Otvet daet

Predloßenie 3. Sledu¸wie dva utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ = 0; 2) τ (p) = 0.

Lemer predpoloßil, qto τ (p) ≠ 0 dlØ l¸byh p. V nastoØwee vremØ pokazano, qto τ (p) ≠ 0 dlØ vseh p < C, gde C – oqen~ bol~xaØ konstanta. Krome togo, dokazano [10, 11], qto mnoßestvo teh p, dlØ kotoryh τ (p) = 0, imeet nulevu¸ plotnost~. Pofftomu ves~ma veroØtno, qto vsegda ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ ≠ 0.

ObratimsØ teper~ k dokazatel~stvu predloßeniØ 3, kotoroe oqen~ prosto. Pust~ f(z), g(z) – nenulevye paraboliqeskie formy iz prostranstva S_k(Γ_0(N )), f(z) = ∞∑ n=1 a_f (n)e^{2πinz},

g(z) = ∞∑ n=1 a_g(n)e^{2πinz}. Opredelim L-funkci¸ L_{f,g} (s) sledu¸wim obrazom ([6]):

L_{f,g} (s) = ζ_N (2s) ∞∑ n=1 a_f (n)a_g(n)n^{−(s+k−1)},

NEOBRAWENIE V NUL^ 203 gde ζ_N (s) = ∏ p-N (1 − p^{−s})^{−1}.

Napomnim, qto povedenie L_{f,g} (s) v okrestnosti toqki s = 1 tesno svØzano s ⟨f, g⟩, poskol~ku v fftoæ okrestnosti L_{f,g} (s) = c⟨f, g⟩ s − 1 + d + . . . , gde konstanta c ≠ 0. Imeet mesto rezul~tat Rankina: L_{f,g} (g) – celaØ funkciØ, esli ⟨f, g⟩ = 0, i vs¸du golomorfna za iskl¸qeniem toqki s = 1, v kotoroæ imeetsØ prostoæ pol¸s s vyqetom c⟨f, g⟩, c ≠ 0, esli ⟨f, g⟩ ≠ 0 (sm. [6]).

Pol~zuØs~ prostymi faktami teorii Gekke, legko pokazat~, qto L_{Δ(z),Δ(pz)} (s) = τ (p) p^{11/2}

(1 − p^{−2s}) (1 + p^{−s})

L_{Δ(z),Δ(z)} (s).

S drugoæ storony, v okrestnosti toqki s = 1

L_{Δ(z),Δ(pz)} (s) = c_1⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ s − 1 + d_1 + . . . ,

gde konstanta c_1 ≠ 0;

L_{Δ(z),Δ(z)} (s) = c_2⟨Δ(z), Δ(z)⟩ s − 1 + d_2 + . . . ,

gde konstanta c_2⟨Δ(z), Δ(z)⟩ ≠ 0. Pofftomu ⟨Δ(z), Δ(pz)⟩ = 0 ⇐⇒ τ (p) = 0. Literatura

1. O. M. Fomenko, PrimeneniØ formuly Petersona dlØ bilineænoæ formy ot kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 143–166.

2. W. Duke, The critical order of vanishing of automorphic L-functions with large level, Invent. Math. 119, No. 1 (1995), 165–174.

3. J. Hoffstein, P. Lockhart, Coefficient of Maass forms and the Siegel zero, appendix by Goldfeld, D., Hoffstein, J., Lieman, D. An effective zero free region, Ann. Math. 140 (1994), 161–181.

4. W. Kohnen, Modular forms of half-integral weight on Γ0(4), Math. Ann. 248, No. 3 (1980), 249–266.

5. A. O. L. Atkin, J. Lehner, Hecke operators on Γ0(m), Math. Ann. 185, No. 2 (1970), 134–160.

204 O. M. FOMENKO

6. A. P. Ogg, On a convolution of L-series, Invent. Math. 7, No. 4 (1969), 297–312.

7. N. V. Kuznecov, Svertka kofffficientov Fur~e rØdov �æzenxteæna–Maasa, Zap. nauqn. semin. LOMI 129 (1983), 43–84.

8. R. F. Faæziev, Ocenka v srednem v additivnoæ probleme deliteleæ, V kn.: Tezisy dokladov Vseso¸znoæ konferencii “TeoriØ qisel i ee priloßeniØ” (17-19 sentØbrØ 1985 g., Tbilisi), Tbilisi, 1985, 273–276.

9. M. Jutila, On the mean value of L � 1 2 , χ � for real characters, Analysis 1, No. 2 (1981), 149–161.

10. J.-P. Serre, Une interprétation des congruences relatives à la fonction τ de Ramanujan, Sémin. théor. nombres Délange–Pisot–Poitou, Fac. sci. Paris, 1967-1968, 9, No. 1 (1969), 14/01-14/17; russkiæ perevod: Matematika. Period. sb. perev.in. stateæ 13, No. 4 (1969), 3–15.

11. P. Deligne, Formes modulaires et représentations l-adiques, Lect. Notes Math.

179 (1971), 139–172; russkiæ perevod v knige: Serr ȷ.-P., Abelevy l-adiqeskie predstavleniØ i fflliptiqeskie krivye, M., 1973.

Postupilo 18 oktØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru