Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

O. M. Fomenko POR˚DOK DZETA-FUNKCII �PXTE`NA V KRITIQESKO` POLOSE

§1. Vvedenie; rezul~taty Pust~ Q(x_1, . . . , x_k) – poloßitel~naØ kvadratiqnaØ forma ot

k ¿ 2 peremennyh; s = σ +it. DlØ σ >^1_2 k dzeta-funkciØ �pxteæna

opredelØetsØ rØdom ζ(s; Q) = ∞∑ x1,... ,x_k=−∞ Q(x_1, . . . , x_k)^{−s}, gde summirovanie idet po vsem celym toqkam (x_1, . . . , x_k) v k-mernom prostranstve s iskl¸qeniem (0, . . . , 0). Dzeta-funkciØ

ζ(s; Q) imeet analitiqeskoe prodolßenie, kotoroe golomorfno

vs¸du za iskl¸qeniem toqki s = k/2, gde imeetsØ prostoæ pol¸s. Spravedlivo funkcional~noe uravnenie π^{−s}Γ(s) ζ(s; Q) = |Q|^{−1/2}π^{−( 12 k−s)}Γ ( k 2 − s ) ζ ( k 2 − s; Q^{−1} ) , |Q| – determinant Q. Polosa 0 6 σ 6 k/2 ØvlØetsØ dlØ ζ(s; Q) kritiqeskoæ. Po priqinam, o kotoryh req~ poædet niße, budem rassmatrivat~ povedenie ζ(s; Q) na prØmoæ s = k 2 − 1 2 + it (−∞ < t < ∞). (1.1) SoobraßeniØ vypuklosti privodØt k ocenke ζ ( k 2 − 1 2 + it; Q ) ≪ T^{12 +ε}, (1.2)

gde zdes~ i niße T = |t| + 2. V sluqae binarnoæ formy

Q = x^2_1 + ax^2, a > 0,

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 99-01-00099). 205

206 O. M. FOMENKO ocenku (1.2) uluqxil Titqmarx [1]: ζ ( 1 2 + it; Q ) ≪ T^{1/3} log^3 T. (1.3)

Ocenka (1.3) peredokazyvalas~ dlØ poloßitel~nyh binarnyh kvadratiqnyh form s celymi kofffficientami (R. M. Kaufman, ıtila i drugie); ewe odno dokazatel~stvo privedeno niße v §4.

Pol~zuØs~ teorieæ modulØrnyh form i analitiqeskoæ teorieæ kvadratiqnyh form, moßno legko uluqxit~ (1.2) dlØ poloßitel~nyh kvadratiqnyh form s celymi kofffficientami v sluqae k ¿ 4 peremennyh. DlØ dzeta-funkcii �pxteæna formy

Q = x^2_1 + x^2 + x^2_3 my uluqxaem (1.2) metodom van der Korputa.

Pust~ Q(x_1, . . . , x_k) =^1_2 x^T Ax, x^T = (x_1, . . . , x_k), A – celoqislennaØ poloßitel~naØ simmetriqeskaØ k × k matrica s qetnoæ diagonal~¸ a_{ii} (i = 1, . . . , k); takie matricy nazyva¸tsØ qetnymi. Pust~ r(n) – qislo predstavleniæ celogo n ¿ 0 formoæ

Q : n = Q(x_1, . . . , x_n). Pust~ k ¿ 4. Rassmotrim sootvetstvu¸wiæ

teta-rØd:

θ(z; Q) = θ(z) = ∞∑ n=0 r(n) e^{2πinz}. Horoxo izvestno, qto θ(z) = E(z) + S(z), gde E(z) – rØd �æzenxteæna, S(z) – paraboliqeskaØ forma; E(z) = ∞∑ n=0 e(n) e^{2πinz},

S(z) = ∞∑ n=1 a(n) e^{2πinz}, S ukazannymi modulØrnymi formami associiruem sootvetstvu- ¸wie rØdy Dirihle, poluqaem (funkcii zada¸tsØ snaqala v poluploskosti Re s >^k_2 , a zatem analitiqeski prodolßa¸tsØ na vs¸ ploskost~) ζ(s; Q) = ^E(s) + ^S(s), gde ζ(s; Q) = ∞∑ n=1 r(n) n^s ,

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 207 ^E(s) =^∞ ∑ n=1 e(n) n^s ,

^S(s) =^∞ ∑ n=1 a(n) n^s . Horoxo izvestno, qto v sluqae qetnogo k ¿ 4 a(n) ≪ n^{k/4−1/2+ε}; v sluqae neqetnogo k ¿ 5 a(n) ≪ n^{k/4−1/4+ε}; zdes~ i niße ε > 0 – skol~ ugodno maloe postoØnnoe qislo. Iz fftih ocenok sleduet, qto na prØmoæ (1.1)

ζ(s; Q) = ^E(s) + O (T^ε) ,

pofftomu zadaqa svoditsØ k issledovani¸ porØdka ^E(s) na fftoæ prØmoæ. PoØsnim skazannoe prostym primerom. Rassmotrim formu γ(x_1 , . . . , x_k), matrica kotoroæ A = A_γ ØvlØetsØ qetnoæ unimodulØrnoæ; izvestno, qto togda 8 | k. Imeem ζ(s; γ) = ^E(s) + ^S(s), gde ^E(s) = (2π)^{k/2} Γ (_k 2 ) ζ (_k 2 ) ζ(s) ζ ( s + 1 − k 2 ) . Iz rezul~tatov raboty [3] sleduet, qto ζ ( 1 2 + it ) ≪ T^{9/56+ε}, (1.4)

pofftomu ζ ( k 2 − 1 2 + it; γ ) ≪ T^{9/56+ε}. Oqevidno, v sluqae spravedlivosti gipotezy Lindelœfa dlØ

ζ(s) imeet mesto sledu¸wiæ fakt: ζ ( k 2 − 1 2 + it; γ ) ≪ T^ε.

208 O. M. FOMENKO Analogiqnye fakty spravedlivy dlØ obwih celoqislennyh kvadratiqnyh form ot k ¿ 4 peremennyh. Metod dokazatel~stva oqen~ prost v sluqae qetnyh k ¿ 4, no bolee sloßen dlØ neqetnyh k ¿ 5.

Sformuliruem teper~ poluqennye rezul~taty.

Teorema 1. Pust~ Q(x1, . . . , xk) – celoqislennaØ poloßitel~naØ

kvadratiqnaØ forma ot k peremennyh s qetnoæ matriceæ A. Togda ζ ( k 2 − 1 2 + it; Q ) ≪ T^{α+ε}, gde

α = 9 56 , esli k– qetnoe ¿ 4; 1 6 , esli k– neqetnoe ¿ 9; 3 16 , esli k = 7.

Teorema 2. Pust~ Q(x1, . . . , xk) = D1x^2_1 +· · ·+Dk x^2_k, gde D1, . . . , Dk

– neqetnye poparno vzaimno prostye poloßitel~nye celye qisla. Togda pri k = 5, 7 ζ ( k 2 − 1 2 + it; Q ) ≪ T^{1/6+ε}. Teorema 3. Pust~ Q(x1x2x3) = x^2_1 + x^2 + x^2_3. Togda

ζ(1 + it; Q) ≪ T^{5/12} log^3 T.

Teorema 4 (Titqmarx). Pust~ Q(x1, x2) = x^2_1 + ax^2, a > 0 vewe-

stvennoe. Togda ζ(1 + it; Q) ≪ T^{1/3+ε}. Zameqanie 1. 1) Pust~ χ – harakter Dirihle (mod q). Obobwen-

noæ gipotezoæ Lindelœfa nazyvaetsØ utverßdenie vida L ( 1 2 + it, χ ) ≪ (qT )^ε.

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 209 V sluqae spravedlivosti obobwennoæ gipotezy Lindelœfa dlØ vseh L-rØdov Dirihle teoremy 1 i 2 usiliva¸tsØ do ζ ( k 2 − 1 2 + it; Q ) ≪ T^ε. 2) Teorema 3 moßet byt~ obobwena na sluqaæ poloßitel~noæ ternarnoæ kvadratiqnoæ formy s vewestvennymi kofffficientami x^2_1 + ax^2 + bx^2_3.

§2. Dokazatel~stvo teorem 1 i 2

2.1. V fftom podparagrafe dokaßem teoremu 1. Rassmotrim sna-

qala sluqaæ qetnyh k ¿ 4. RØd �æzenxteæna E(z) ØvlØetsØ modulØrnoæ formoæ vesa k/2 i stupeni N . Po teoreme 44 [3] ^E(s) predstavim v vide lineænoæ kombinacii rØdov vida

(t_1t_2)^{−s}L(s, χ_1)L ( s − k 2 + 1, χ_2 ) , gde t_1, t_2 – poloßitel~nye deliteli stupeni N , χ_1 i χ_2 – haraktery Dirihle mod N/t_1 i mod N/t_2 sootvetstvenno; pri fftom dolßny vypolnØt~sØ nekotorye usloviØ na haraktery. Ocenka (1.4) perenositsØ na sluqaæ L-rØdov Dirihle s postoØnnym modulem: L ( 1 2 + it, χ ) ≪ T^{9/56+ε}, gde ≪-konstanta zavisit ot modulØ haraktera. SoedinØØ skazannoe, poluqaem nußnu¸ ocenku: ζ ( k 2 − 1 2 + it, Q ) ≪ T^{9/56+ε}. Perehodim k neqetnym k ¿ 9. Vyrazim n-yæ kofffficient Fur~e rØda �æzenxteæna e(n) qerez singulØrnyæ rØd. Pust~ D – opredelitel~ formy Q(x_1, . . . , x_k). Imeem (sm. [4]) e(n) = π^{k/2} √ D Γ (_k 2 ) n^{k/2−1}H(Q; n), gde H(Q; n) = ∞∑ q=1 { ∑ h(mod q) ′ q^{−k}S(hQ; q) e^{−2πi nhq} }

210 O. M. FOMENKO – singulØrnyæ rØd; ∑_′ oznaqaet, qto summirovanie idet po privedennoæ sisteme vyqetov, S(Q; q) = q−1∑ x1 ,... ,x_k=0 e^{2πiQ(x1 ,... ,xk)} q – gaussova summa. Rassmotrim rØd ^E(k/2 − 1 + s), Re s > 1. Imeem ^E ( k 2 − 1 + s ) = π^{k/2} √ D Γ(k/2) ∞∑ n=1 1 n^s ∞∑ q=1 ∑ h(mod q) ′ q^{−k}S(hQ; q) e^{−2πi nhq} . Pust~ (n, q) = d, n = n_1d, q = q_1d, (n_1, q_1) = 1; n_1 = n_2q_1 + l, gde (q_1, l) = 1. Imeem ^E ( k 2 − 1 + s ) = ∞∑ d=1 1 d^s ∞∑ q1=1 ∑ h(mod d q1) ′ S(hQ; q_1d) (q_1d)^k ·

· ∑ l(mod q1) ′ e^{−2πi hlq1} 1 φ(q_1) ∑ χ(mod q1) χ(l) ∞∑ n1=1

χ(n_1) n^s_1 . Izvestno [4], qto S ( hQ; q ) ≪ q^{k/2}, (2.1) gde ≪-konstanta zavisit tol~ko ot formy Q.

V rabote [5] bylo zameqeno, qto metod van der Korputa privodit k sledu¸weæ ravnomernoæ ocenke (q – modul~ haraktera χ): L ( 1 2 + it, χ ) ≪ q^{1/2} T^{1/6} ( log(qT ) ) . (2.2)

Ocenki (2.1) i (2.2) pozvolØ¸t pri k ¿ 9 analitiqeski prodolßit~ rØd ^E(k/2−1+s) v oblast~, soderßawu¸ prØmu¸ Re s = 1/2, i poluqit~ trebuemyæ rezul~tat. Imeem ^E ( k 2 − 1 2 + it ) ≪ ∑ d 1 d^{1/2} ∑ q1 φ(dq_1) 1 (q_1d)^{k/2} ·

·φ(q_1) 1 φ(q_1) φ(q_1) q^{1/2+ε}_1 T^{1/6+ε} ≪ T^{1/6+ε}.

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 211 V sluqae k = 7 primenØem sledu¸wu¸ ocenku (sm. [5]): L ( 1 2 + it, χ ) ≪ ( qT )_{3/16+ε} . Tem samym, ^E(3 + it) ≪ T^{3/16+ε}. Teorema 1 dokazana.

2.2. V fftom podparagrafe dokaßem teoremu 2. OgraniqimsØ slu-

qaem k = 5; k = 7 rassmatrivaetsØ analogiqno. Pust~ a, b – l¸- baØ para vzaimno prostyh celyh qisel i b > 0. DlØ neqetnogo b > 0 χ_b(a) = (a/b) oznaqaet simvol Leßandra–˚kobi. Pust~

Q(x_1, . . . , x_k), k ¿ 5, – celoqislennaØ poloßitel~naØ kvadratiq-

naØ forma s qetnoæ matriceæ A, |A| = D. Poloßim H ( a b ) = D^{−1/2} b^{−k/2}S(aQ; b), gde (a, b) = 1, b > 0. Zigel~ [6] dokazal, qto v polose 1 < σ < k/2−1 ^E(s) = π^s Γ(k/2 − s) Γ(k/2) ∑ a,b a^{s−k/2} b^{−s}·

· { e^{πi/4(2s−k)}H ( a b ) + e^{πi/4(k−2s)}H ( −a b )} , gde a, b probega¸t vse pary poloßitel~nyh vzaimno prostyh celyh qisel.

Rassmotrim teper~ sluqaæ diagonal~noæ matricy A = = {2D_1, . . . , 2D_5}, gde D_1, . . . , D_5 – neqetnye poparno vzaimno prostye poloßitel~nye celye qisla; D = 2^5D_1 · · · D_5. Vyqislim sootvetstvu¸wie gaussovy summy. Rassmotrim 3 sluqaØ.

1) a > 0 – l¸boe celoe, b > 0 – neqetnoe; pust~ (D_i, b) = d_i (i = 1, . . . , 5). Imeem H ( a b ) = (D/d_1 · · · d_5)^{−1/2} i

(_{b/d1} �_1 2 )_{2 +···+}(_{b/d5} �_1 2 )_2 ·

· ( aD_1/d_1 b/d_1 ) · · · ( aD_5/d_5 b/d_5 ) .

212 O. M. FOMENKO

2) a > 0 – neqetnoe, b > 0 – qetnoe; pust~ (2D_i, b) = d_i (i = 1, . . . , 5). Imeem H ( a b ) = 0, esli 2 || b; H ( a b ) = ( D/d_1 · · · d_5 )_{−1/2} e^{5πi4} i (_{2aD1/d1} �_1 2 )_{2+···+}(_{2aD5 /d5} �_1 2 )_2 · · ( −b/d_1 2aD_1/d_1 ) · · · ( −b/d_5 2aD_5/d_5 ) , esli b = 4b_1.

3) a > 0 – neqetnoe, b > 0 – qetnoe; pust~ (2D_i, b) = d_i (i = 1, . . . , 5). Imeem H ( −a b ) = 0, esli 2 || b; H ( −a b ) = ( D/d_1 · · · d_5 )_{−1/2} e^{5πi4} i (_{2aD1/d1} �_1 2 )_{2 +···+}(_{2aD5 /d5}�_1 2 )_2 · · ( b/d_1 2aD_1/d_1 ) · · · ( b/d_5 2aD_5/d_5 ) , esli b = 4b_1.

Ots¸da sleduet, qto kaßdyæ iz rØdov (1 < σ < 3/2) ∑ a,b a^{s−k/2} b^{−s} H (a b ) , ∑ a,b a^{s−k/2} b^{−s} H ( −a b ) , (2.3)

gde a, b probega¸t vse pary poloßitel~nyh vzaimno prostyh celyh qisel, vyraßaetsØ v vide lineænoæ kombinacii koneqnogo qisla rØdov vida ∑ b f(b) b^{−s} L ( 5 2 − s, χ ) , (2.4)

gde χ – harakter Dirihle (mod b^′), b^′ = c · b, c ne prevoshodit nekotoroæ konstanty; |f(b)| 6 1. RØdy (2.3) qerez posredstvo rØdov (2.4) analitiqeski prodolßa¸tsØ v oblast~, soderßawu¸ prØmu¸ Re s = 2. Na osnovanii ocenki (2.2) imeem ^E(2 + it) ≪ T^{1/6+ε}. Teorema dokazana.

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 213

§3. Dokazatel~stvo teoremy 3

Pust~ Q(x_1, x_2, x_3) = x^2_1 + x^2 + x^2_3. Priblißennoe funkcional~- noe uravnenie dlØ ζ(s; Q) (sm. [7]) daet: pust~ |t| > C > 0 i

m^2 + n^2 + k^2 = R, gde m, n, k – celye qisla, togda

ζ(1 + t; Q) = ∑ m,n,k 16R6|t|/π 1 ( m^2 + n^2 + k^2 )_{1+it} + π^{2s−3/2} Γ(3/2 − s)

Γ(s) ·

· ∑ m,n,k 16R6|t|/π 1 ( m^2 + n^2 + k^2 )_{1/2−it} + O ( log |t| ) . (3.1)

DlØ opredelennosti rassmotrim t > C i qast~ xara

x^2_1 + x^2 + x^2_3 6 t π , x_1 ¿ 0, x_2 ¿ 0, x_3 ¿ 0. (3.2)

Pust~ 1 6 M 6 N 6 K i M^′ 6 2M , N^′ 6 2N , K^′ 6 2K.

Rassmotrim summu

S_1 = ∑ M6m6M0 ∑ N6n6N0 ∑ K6k6K0 1 ( m^2 + n^2 + k^2 )_{1+it} . Oqevidno, moßno sqitat~, qto K < ( t/π )_{1/2} . Ocenim snaqala summu

S_0 = ∑ M6m6M0 1 ( m^2 + n^2 + k^2 )_{it} . Primenim metod van der Korputa. Sformuliruem ego rezul~tat po knige ([8], teorema 5.11):

Pust~ funkciØ f(x) vewestvennaØ i imeet nepreryvnye proizvodnye vplot~ do tret~ego porØdka, i pust~

λ_3 6 f^{′′′}(x) 6 hλ_3 (3.3) ili λ_3 6 −f^{′′′}(x) 6 hλ_3

214 O. M. FOMENKO i b − a ¿ 1. Togda ∑ a<n6b^e 2πif (n) = O { h^{1/2}(b − a)λ^{1/6}_3 } + O { (b − a)^{1/2}λ^{−1/6}_3 } , priqem O-konstanty ØvlØ¸tsØ absol¸tnymi.

Poloßim

f(x_1 , x_2, x_3) = − t 2π log ( x^2_1 + x^2 + x^2_3 ) . VyqisleniØ da¸t

f^{′′′}_{x1 x1x1} (x_1, x_2, x_3) = 2t π x_1 ( 3x^2 + 3x^2_3 − x^2_1 ) (x^2_1 + x^2 + x^2_3)^3 . DlØ l¸byh toqek (x_1, x_2, x_3) Øwika

M 6 x1 6 M^′, N 6 x2 6 N^′, K 6 x3 6 K^′

imeem 3x^2 + 3x^2_3 − x^2_1 ≍ K^2.

Primenim rezul~tat van der Korputa. Uslovie (3.3) vypolnØetsØ, priqem

λ_3 ≍ tM K^4 ; imeem

S_0 ≪ M ( tM K^4 )_{1/6} + M^{1/2} ( K^4 tM )_{1/6} = = M^{7/6} K^{2/3} t^{1/6} + M^{1/3} K^{2/3} t^{−1/6} 6 K^{1/2} t^{1/6} + KT^{−1/6}.

Po abelevu summirovani¸, ∑ M6m6M0 1 (m^2 + n^2 + k^2)^{1+it} ≪ K^{−2} ( K^{1/2} t^{1/6} + Kt^{−1/6} ) . Tem samym,

S_1 ≪ K^{1/2} t^{1/6} + Kt^{−1/6} ≪ t^{5/12}.

Vs¸ summu po qasti xara (3.2) S = ∑ m¿0,n¿0,k¿0 16R6t/π 1 (m^2 + n^2 + k^2)^{1+it}

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 215 razob¨em na sledu¸wie podsummy:

1) summa slagaemyh s m = 0 ili n = 0 ili k = 0

(eœ vklad ≪ t^ε);

2) summa slagaemyh S_1 s Øwikami vida

M 6 x1 6 2M, N 6 x2 6 2N, K 6 x3 6 2K, (3.4)

celikom raspoloßennymi vnutri xara;

3) summa slagaemyh Š_1, analogiqnyh S_1, u kotoryh qast~ Øwika vida (3.4) nahoditsØ vnutri xara, a drugaØ qast~ (eœ my ne uqityvaem pri summirovanii) – vne xara; oqevidno Š_1 ≪ t^{5/12}.

Obwee koliqestvo slagaemyh tipa 2) i 3) ≪ log^3 t.

Pofftomu

S ≪ t^{5/12} log^3 t.

Summy, vzØtye po ostal~nym qastØm xara: x_1 < 0, x_2 ¿ 0, x_3 ¿ 0;

x_1 ¿ 0, x_2 < 0, x_3 ¿ 0; . . . , oceniva¸tsØ analogiqno. VtoraØ

summa v (3.1) traktuetsØ analogiqno. Teorema dokazana.

§4. Dokazatel~stvo teoremy 4

4.1. Ispol~zuem metod raboty [9]. Pust~ Q(x1, x2) = x^2_1 + ax^2,

a > 0 vewestvennoe. Oboznaqim x = (x_1, x_2), togda Q(x_1, x_2) = Q(x). Funkcional~noe uravnenie dlØ ζ(s; Q) imeet vid ξ(s) = ξ(1 − s), gde ξ(s) = a^{12 s}π^{−s}Γ(s) ζ(s; Q).

Oboznaqim G(s) = a^12^sπ^{−s}Γ(s). Pust~ s = 1/2 + it, t ¿ 2,

W_0(x) = W_0(x, t) = 1 2πi 1+i∞∫

1−i∞ x^{−w} G(s + w) G(s) e^{w 2} dw w . Obyqnymi metodami dokazyvaem, qto | |ζ ( 1 2 + it; Q )| | 6 2^∑_m Q(m)^{−1/2−it} W0 (Q(m)) + O(1),

216 O. M. FOMENKO gde zdes~ i niße ∑ m oznaqaet summirovanie po vsem celoqislen-

nym vektoram m = (m_1, m_2) ≠ (0, 0) i W_0(x) imeet proizvodnye vseh porØdkov i udovletvorØet uslovi¸

d^kW_0(x) dx^k ≪_k x^{−k} min ( 1, tx^{−1} ) . Dalee vvodim funkcii

ω_0(x) = exp ( − 1 x(1 − x) ) , 0 < x < 1, 0 v protivnom sluqae, i ω(x) = {^1∫ 0 ω_0(y)dy }_{−1} ω_0(x).

Togda ω(x) imeet proizvodnye vseh porØdkov i obladaet svoæstvami: ω^{(k)}(x) ≪_k 1, ω(x) = 0 (x 6 0 ili x ¿ 1); ∞∫ −∞ ω(x)dx = 1. Imeem ∑ m Q(m)^{−1/2−it}W_0 (Q(m)) = ∞∫ 0 S_0(x) dx, gde S_0(x) = ∑ m Q(m)^{−1/2−it}W_0 (Q(m)) ω (x − log Q(m)) . PodstavlØØ x = log y, prihodim k neravenstvu: pust~ t ¿ 2, togda | |ζ ( 1 2 + it; Q )| | 6 ∞∫ 0 | S_1(y) | dy + O(1), gde S_1(y) = ∑ m ( Q(m) )_{−it} W_1 ( Q(m), t, y ) ,

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 217 W_1(u) = W_1(u, t, y) imeet proizvodnye vseh porØdkov otnositel~-

no u ∈ R;

∂^kW_1 ∂u^k ≪_k y^{−3/2−k} min(1, ty^{−1})

i W_1 = 0, esli ne vypolnØetsØ uslovie e^{−1}y < u < y.

Vvedem neskol~ko oboznaqeniæ. Pust~ u = (u_1, u_2) – vektor s vewestvennymi u_1, u_2; |u| – dlina vektora u; ρ_1(u) = u_1 + iu_2,

ρ_2(u) = u_1 − iu_2; u(x) = (x_1, √ a x_2) = xU , gde U =

(_{1 0} 0 √ a ) ; k = (k_1, k_2), k = k_1 + k_2,

D^k_u = ∂^k ∂^{k1} u_1∂^{k2} u_2 . Poloßim (u ∈ R^2)

W_2(u) = W_1 (ρ_1(u)ρ_2(u)) .

Skazannoe vyxe daet sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 1. Pust~ t ¿ 2, togda ζ ( 1 2 + it; Q ) ≪ 1 + ∞∫ 1 | S_2(y) | dy, gde S_2(y) = ∑ m Q(m)^{−it}W_2 (u(m)) , W_2(u) = W_2(u, t, y) udovletvorØet uslovi¸

D^k_uW_2 ≪ Y^{−k} y^{−3/2} min(1, ty^{−1}), Y = √ y, priqem funkciØ W_2(u) otliqna ot nulØ lix~ v oblasti

R(Y ) : c_1Y < √ u^2_1 + u^2 < c_2Y, (4.1)

0 < c_1 < c_2 – nekotorye konstanty.

4.2. Osnovu metoda raboty [9] sostavlØet ≪ A process ≫ van

der Korputa. DlØ l¸bogo h ∈ Z^2 imeem

S_2(y) = ∑ m∈Z^{2 Q(m + h)} −it W_2 (u(m + h)) .

218 O. M. FOMENKO Esli 1 6 H 6 Y i

H_1 = # { h ∈ Z^2 : |h| 6 H^}, (4.2)

poluqaem

H_1S_2(y) = ∑ m ∑ |h|6H^{Q(m + h)} −it W_2 (u(m + h)) . Neravenstvo Koxi daet (l ∈ Z^2)

H^2_1 | S_2(y) |_2 ≪ ≪ Y^2H_1 ∑ |l|62H | | ∑ m ( Q(m + l) Q(m) )_{it} W_2(u(m + l))W_2(u(m)) | | =

= Y^2H_1 ∑ |l|62H | | ∑ (l, y) | |. (4.3)

Po formule Puassona imeem ∑ (l, y) = ∑ p∈Z^{2 F (l, p),} (4.4) gde F (l, p) = ∫ R^2 e^{2πip·x} ( Q(x + l Q(x) )_{it} W_2(u(x + l))W_2(u(x)) dx_1dx_2; (4.5)

p · x oznaqaet skalØrnoe proizvedenie.

Uprostim vyraßenie za sqet podstanovki u = u(x). Pust~

W_3(u) = W_3(u, l, y) = W_2(u + u(l))W_2(u).

W_3(u) imeet nositel~ v oblasti R(Y ) i eœ qastnye proizvodnye

udovletvorØ¸t uslovi¸:

D^k_uW_3 ≪_k ΔY^{−k}

ravnomerno po |l| 6 2H, Δ = y^{−3} min ( 1, t^2y^{−2} ) . (4.6) Poloßim

λ = l U, μ = p(U^T )^{−1},

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 219 togda |l| ≪ |λ| ≪ |l|, |p| ≪ |μ| ≪ |p|. Imeem e^{2πip·x} = e^{2πiμ·u}, Q(x + l) Q(x) = ρ_1(u + λ)ρ_2(u + λ) ρ_1(u)ρ_2(u) . (4.5) prinimaet vid F (l, p) = 1 √ a ∫ R^2

e^{iφ(u)}W_3(u)du_1du_2, (4.7) gde φ(u) = φ(u_1, u_2) =

= 2π(μ_1u_1 + μ_2u_2) + t log { (u_1 + λ_1)^2 + (u_2 + λ_2)^2

u^2_1 + u^2 } . (4.8)

4.3. Ocenim integral v (4.7) pri bol~xih p. Sformuliruem

lemmu, dokazatel~stvo kotoroæ sm. v [9].

Lemma 2. Pust~ W : R → R imeet nositel~ v (a, b) i pust~

φ : [a, b] → R. Predpoloßim, qto W i φ ime¸t proizvodnye vseh porØdkov, i pust~

Φ = inf { |φ^′(x)| : a < x < b } . Predpoloßim dalee, qto d^kW dx^k ≪_k (b − a)^{−k} (x ∈ R, k ¿ 0) i d^kφ dx^k ≪_k (b − a)^{1−k}Φ (x ∈ (a, b), k ¿ 1). Togda dlØ l¸bogo celogo N ¿ 0 b∫ a e^{iφ(x)}W (x) dx ≪_N (b − a)^{1−N} Φ^{−N} . VernemsØ k (4.7). Pust~

ν_j = |ρ_j(λ)| (j = 1, 2);

220 O. M. FOMENKO oqevidno, ν_1 = ν_2. Suwestvuet konstanta c_3 > 0 takaØ, qto, berØ

H 6 c3Y , poluqaem νj 6^1_2 c1Y (c1 figuriruet v (4.1)). Sledova-

tel~no, |ρ_j (u + λ)| ¿^1_2 c_1Y dlØ vseh u ∈ R(Y ). Iz (4.8) sleduet ravenstvo ∂φ ∂u_j = 2πμ_j + O ( tν_j Y^2 ) , u ∈ R(Y ). Takim obrazom, suwestvue~ konstanta c_4 > 0 takaØ, qto | | ∂φ ∂u_j | | ¿ π|μj | dlØ kaßdogo j s usloviem |μ_j| ¿ c_4tY^{−2}ν_j. (4.9) Togda ∂^lφ ∂u^l_j ≪_l tν_j Y^{l+1} ≪ |μ_j| Y^{l−1} . Esli suwestvuet indeks j s usloviem (4.9), to po lemme 2 ∞∫ −∞ e^{iφ(u)}W_3(u)du_j ≪_N ΔY^{1−N} |μ_j|^{−N} . Takim obrazom, suwestvuet konstanta c_4 > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo celogo N ¿ 0

F (l, p) ≪_N ΔY^2 (Y |μ_j|)^{−N} , (4.10)

esli vypolnØetsØ (4.9).

4.4. Poluqim teper~ ocenku F (l, p), ispol~zuemu¸ niße pri ma-

lyh p. Vvodim veliqinu

L_j = min ( 1 8 c_1Y, ( tν_j/Y^3 )_{−1/2}) (j = 1, 2);

oqevidno, L_1 = L_2. Pust~

L = L_1L_2 i W_4(x) = ω(x_1/L_1) ω (x_2/L_2),

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 221 gde ω opredelena v §4.1.

Togda ∫

R^2

W_4(x)dx_1dx_2 = L,

tak qto ∫

R^2

e^{iφ(u)}W_3(u)du_1du_2 =

= L^{−1} ∫ R^2 ∫ R^2

e^{iφ(u)}W_3(u) W_4(u − x)du_1du_2dx_1dx_2 =

= L^{−1} ∫ R^2

I(x)dx_1dx_2. (4.11)

Ocenim I(x). Oqevidno, I(x) = 0, esli ne vypolnØetsØ |x| ≪ Y . Ves W_5(u) = W_5(u, x) = W_3(u)W_4(u − x) udovletvorØet uslovi¸

∂^kW_5 ∂u^k_j ≪_k ΔL^{−k}_j . Pust~ B(x) oznaqaet Øwik { u ∈ R^2 : 0 6 u1 − x1 6 L1, 0 6 u2 − x2 6 L1^}.

Esli u ∈ B(x) ∩ R(Y ), to | ρ_j (u) − ρ_j (x)

| 6^1_4c1Y.

Vyxe govorilos~,qto pri H 6 c_3Y imeem |ρ_j(λ)| 6 1 2 c_1Y. Po (4.1) imeem |ρ_j(u) ¿ c_1Y . Sledovatel~no, Y ≪ |ρ_j(u)|, |ρ_j(x)|, |ρ_j (u + λ)|, |ρ_j (x + λ)| ≪ Y (u ∈ B(x) ∩ R(Y )). (4.12) Esli x^′ – drugaØ toqka, dlØ kotoroæ B(x^′) ∩ R(Y ) ≠ ?, to Y ≪ |ρ_j(x + x^′ + λ)| ≪ Y

222 O. M. FOMENKO pri uslovii, qto

|ρ_j(x) − ρ_j (x^′)| 6 1 2 c_1Y. Po (4.8) i (4.12) imeem ∂φ ∂u_j (u) − ∂φ ∂u_j (x) ≪ tν_jL_j Y^{−3} (u ∈ B(x) ∩ P (Y )) . Sledovatel~no, suwestvuet absol¸tnaØ konstanta c_5 takaØ, qto | | ∂φ ∂u_j (x) | | ≪ | | ∂φ ∂u_j (u) | | ≪ | | ∂φ ∂u_j (x) | | (u ∈ B(x) − R(Y )) vsØkiæ raz, kogda | | ∂φ ∂u_j (x) | | ¿ c5tνjLj Y^{−3}. Tak kak L_j ≪ Y , to ∂^kφ ∂u^k_j (u) ≪_k tν_j Y^{k+1} ≪ ( tν_jL_j Y^{−3} ) L^{1−k}_j ≪ | | ∂φ ∂u_j (x) | |L^{1−k}_j pri k ¿ 2 i u ∈ B(x) ∩ R(Y ).

Predpoloßim, qto suwestvuet indeks j, dlØ kotorogo | | ∂φ ∂u_j (x) | | ¿ Ψtνj LjY^{−3} (4.13) pri Ψ ¿ c_5, i odnovremenno vypolnØetsØ neravenstvo

ν_j ¿ 64 c^2_1

Y t^{−1} (4.14)

(poslednee neravenstvo vleqet L_j = (tν_j/Y^3)^{−1/2}). Iz lemmy 2 teper~ sleduet ∞∫ −∞ e^{iφ(u)}W_5(u) du_j ≪_N ΔL_jΨ^{−N} .

Pofftomu I(x) ≪_N ΔLΨ^{−N} ,

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 223 tak qto obwiæ vklad takih x v (4.11)

≪_N ΔY^2 Ψ^{−N} .

OstaetsØ rassmotret~ mnoßestvo X teh x, dlØ kotoryh (4.13) ne vypolnØetsØ odnovremenno dlØ j = 1, 2, a (4.14) vypolnØetsØ. Obwiæ vklad takih x v (4.11) est~ O(Δ mes (X)), gde mes (X) – mera Lebega mnoßestva X. Prostoe, no izØwnoe vyqislenie His- Brauna ([9, s. 336]) daœt ocenku

mes (X) ≪ Ψ^2Y^3t^{−1} ν^{−1/2}_1 ν^{−1/2}_2 .

Takim obrazom, suwestvuet konstanta c_5 > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo celogo N ¿ 0

F (l, p) ≪_N ΔY^2Ψ^{−N} + ΔΨ^2Y^3t^{−1} ν^{−1/2}_1 ν^{−1/2}_2 , (4.15)

esli Ψ ¿ c_5.

4.5. Ocenim^∑(l, y) (sm. (4.4)). Poskol~ku νj ≪ H, neravenstvo

(4.10) moßet byt~ ispol~zovano pri |μ_j| ≫ tHY^{−2}. V silu (4.10),

F (l, p) ≪_N ΔY^2 ( Y |p| )_{−N} , esli |p| ≫ tHY^{−2}. BerØ N = 3, imeem vklad v (4.4) ≪ ΔY^{−1} ∑ p≠0 |p|^{−3} ≪ ΔY^{−1}. DlØ |p| ≪ tHY^{−2} ispol~zuem (4.15). Pust~ Ψ = c_5Y^{ε/2} i N ¿ 4/ε, togda imeem

F (l, p) ≪ Δ + ΔY^{3+ε} t^{−1} ν^{−1/2}_1 ν^{−1/2}_2 .

Ots¸da imeem ∑ p F (l, p) ≪ Δ { 1 + (tHY^{−2})^2 } · { 1 + Y^{3+ε} t^{−1} ( l^2_1 + al^2 )_{−1/2}} , gde summirovanie idœt v predelah: 0 < |p| < tHY^{−2}. Sledovatel~no, ∑ (l, y) ≪ Δt^2 H^2 Y^{−4} + ΔtH^2Y^{−1+ε} ( l^2_1 + l^2 )_{−1/2}

224 O. M. FOMENKO pri uslovii, qto max ( 1, Y^2 t^{−1}

) 6 H 6 c3Y. (4.16)

Esli l = 0, to trivial~no imeem ∑ (0, y) = ∑ m W_3(u(m)) ≪ ΔY^2,

otkuda ∑ |l|62H | | ∑ (l, y) | | ≪ ≪ Δ { Y^2 + t^2H^4Y^{−4} + tH^2Y^{−1+ε} ∑ 0<|l|62H ( l^2_1 + al^2 )_{−1/2}} . (4.17)

Imeet mesto neravenstvo ∑ 0<|l|62H ( l^2_1 + al^2 )_{−1/2} ≪ HY^ε, pofftomu (4.17) daet ocenku ∑ |l|62H | | ∑ (l, y) | | ≪ Δ { Y^2 + t^2 H^4 Y^{−4} + tH^3 Y^{−1+2ε} } . Tak kak H_1 ≫ H^2 (sm. (4.2)), iz (4.3) vyvodim:

S_2(y) ≪ Δ^{1/2} { H^{−1} Y^2 + tHY^{−1} + t^{1/2}H^{1/2}Y^{1/2+ε} } (4.18)

v oblasti (4.16). Vyberem H = Y t^{−1/3}, kotoroe udovletvorØet (4.16), esli t ¿ c^{−3}_3 i t^{1/3} 6 Y 6 t^{2/3}. DlØ takih Y (4.18) svoditsØ k S_2(y) ≪ t^{1/3} y^{−1+ε/2} min(1, ty^{−1}) (4.19)

vvidu (4.6) i opredeleniØ Y = √y. Imeet mesto trivial~naØ ocenka

S_2(y) ≪ ∑ m∈Z^{2 W2(u(m)) ≪ Y} 2 y^{−3/2} min ( 1, ty^{−1} ) , tak qto (4.19) spravedlivo takße dlØ Y 6 t^{1/3}. Lemma 1 teper~ daœt ζ ( 1 2 + it; Q ) ≪ 1 + t4^/3∫

1 t^{1/3} y^{−1+ε/2} min ( 1, ty^{−1} ) dy+

POR˚DOK DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 225 + ∞∫ t4^/3

y^{−1/2} min ( 1, ty^{−1} ) dy ≪ t^{1/3+ε/2}, i teorema dokazana.

Literatura

1. E. C. Titchmarsh, On Epstein’s zeta-function, Proc. London Math. Soc. (2) 36 (1934), 485–500.

2. E. Bombieri, H. Iwaniec, On the order of ζ(1/2 + it), Ann. Scuola Norm. Sup.

Pisa Cl. Sci. (4) 13 (1986), 449–472.

3. E. Hecke, Über Modulfunktionen und Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produktentwicklung, I, II, Math. Ann. 114 (1937), 1–28; 316–351. E. Hecke, Mathematische Werke, Göttingen, 1983, 644–671; 672–707.

4. A. V. Malyxev, O predstavlenii celyh qisel poloßitel~nymi kvadratiqnymi formami , Tr. Mat. in-ta AN SSSR 65 (1962), 212 s.

5. D. R. Heath-Brown, Hybrid bounds for Dirichlet L-functions, I, Invent. Math.

47, No. 2 (1978), 149–170; II, Quart. J. Math. 31, No. 122 (1980), 157–167.

6. C. L. Siegel, Contribution to the theory of the Dirichlet L-series and the Epstein zeta-functions, Ann. Math. 44 (1943), 143–172.

C. L. Siegel, Gesammelte Abhandlungen. Band II, Berlin etc., 1966, 360–389. 7. K. Chandrasekharan, R. Narasimhan, The approximate functional equation for a class of zeta-functions, Math. Ann. 152, No. 1 (1963), 30–64.

8. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function. Second edition, Oxford , 1986. Russkiæ perevod 1-go izdaniØ: E. K. Titqmarx, TeoriØ dze-

ta-funkcii Rimana, M., 1953.

9. D. R. Heath-Brown, The growth rate of the Dedekind zeta-function on the critical line, Acta Arithm. 49, No. 4 (1988), 323–339.

Postupilo 23 noØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@ pdmi.ras.ru