Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

O. M. Fomenko RASPREDELENIE CELYH TOQEK NA QETYREHMERNO` SFERE 1. Pust~ n – natural~noe qislo, l = 2k ¿ 4 – fiksirovannoe

qœtnoe qislo, r_l(n) – koliqestvo predstavleniæ n summoæ l kvadratov celyh qisel, 0 < A < 1 – postoØnnoe qislo; r(n, A) = ∑ −A6w/^√n6A r_{l−1} (n − w^2)

– koliqestvo celyh toqek v sferiqeskom poØse l-mernoæ sfery E_l(x_1, . . . , x_l) = n, gde

E_l(x_1, x_2, . . . , x_l) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_l .

V rabote [1] bylo dokazano: pri (n, 2) = 1 ∑ −A6w/^√n6A r_{l−1} (n − w^2) = μ_l(A)r_l(n) + O ( n^{l2 −1−α(l)+ε} ) , gde α(l) = l − 2 2l + 2

; (1)

μ_l(A) = A∫ −A (1 − w^2)^l

�3_2 dw /_1∫ −1 (1 − w^2)^l

�3_2 dw,

O( ) = O_{l,A,ε}( ); zdes~ i niße ε – skol~ ugodno maloe postoØnnoe poloßitel~noe qislo.

SoqetaØ metod raboty [1] s teoremoæ 2 [2], moßno usilit~ rezul~tat (1) do α(l) = l − 2 2l . Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 99-01-00099). 226

RASPREDELENIE CELYH TOQEK 227 Sformuliruem ffto utverßdenie dlØ l = 4: pri (n, 2) = 1 imeem ∑ −A6w/^√n6A r_3 (n − w^2) = μ_4(A) r_4(n) + O ( n^{34 +ε} ) . (2)

Sravnim (2) s klassiqeskoæ problemoæ xara: ∑ n6N^{r3(n) =} 4 3 πN^{3/2} + O ( N^{β+ε} ) , gde β = 2 3 (I. M. Vinogradov [3] i Qen [4]); β = 29 44 (Qamizo i Ivanec [5]); β = 21 32 (His-Braun [6]).

Cel~ nastoØweæ raboty – uluqxit~ (2).

Teorema. Pri (n, 2) = 1 imeem ∑ −A6w/^√n6A r_3 (n − w^2) = μ_4(A) r_4(n) + O ( n^{14872000} ) . (3)

gde O( ) = O_A( ).

Pri poluqenii (3) my usoverxenstvovali sposob dokazatel~- stva (2) za sqet soqetaniØ ego s metodom raboty E. P. Golubevoæ [7]; podrobnee ob fftom skazano niße. Dokazatel~stvo teoremy soderßitsØ v p.p. 2–4.

2. DlØ dokazatel~stva teoremy neobhodimo vvesti v rassmotre-

nie sglaßennu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸ otrezka [−A, A], oboznaqaemu¸ qerez χ_Δ(t) i postroennu¸ v [8]; budem rassmatrivat~ l¸boe qetnoe l = 2k ¿ 4.

Pust~ χ(t) – harakteristiqeskaØ funkciØ otrezka [−A, A], Δ – maloe poloßitel~noe qislo. χ_Δ(t) – sglaßennaØ harakteristiqeskaØ funkciØ otrezka [−A, A], oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami: χ_Δ(t), |t| < ∞, – qetnaØ funkciØ; χ_Δ(t) = 1, esli |t| 6 A; χ_Δ(t) = 0, esli |t| ¿ A + Δ; 0 6 χ_Δ (t) 6 1, esli A 6 |t| 6 A + Δ, priqem na −A − Δ 6 t 6 −A funkciØ χ_Δ(t) vozrastaet ot 0 do

228 O. M. FOMENKO 1 i predstavlØetsØ mnogoqlenom stepeni 2r + 1 (r > 0 – proizvol~noe fiksirovannoe celoe qislo) takim, qto χ^{(f )}_Δ (−A−Δ) = 0, χ^{(f )}_Δ (−A) = 0, priqem

χ^{(f )}_Δ (t) = O ( 1 Δ^f ) , −A − Δ 6 t 6 −A (f = 1, . . . , r); na A 6 t 6 A + Δ funkciØ χ_Δ(t) ubyvaet ot 1 do 0 i obladaet analogiqnymi svoæstvami.

Razloßim funkci¸ χ_Δ (t) po mnogoqlenam Gegenbauffra C^{k−1}_m (t),

|t|61, m =0, 1, 2, . . ., kotorye obrazu¸t ortogonal~nyæ bazis pro-

stranstva L^2([−1, 1]; (1 − t^2)^{k−3/2}dt). Oboznaqim qerez (f, g) skalØrnoe proizvedenie v fftom prostranstve. Imeem

χ_Δ (t) = ∞∑ m=0 α_m C^{k−1}_m (t), (4) gde α_m = 1 N_m 1∫ −1 χ_Δ(t)C^{k−1}_m (t) ( 1 − t^2 )_{k−3/2} dt,

N_m = ( C^{k−1}_m (t), C^{k−1}_m (t) ) . Kak pokazano v [8], dlØ l¸byh m ¿ 1 i r = 0, 1, 2, . . . α_m = O_{r,A} ( 1 (Δ_m)^r m^{k−1} ) . VernemsØ k sluqa¸ l = 4. Imeem r(n, A) = ∑ −16w/^√n61 r_3(n − w^2) χ ( w √ n ) ; pust~ S_4 = ∑ −16w/^√n61 r_3 (n − w^2) χ_Δ ( w √ n ) . (5)

Imeem r(n, A) − S_4 = −2 ∑ A<w/ √ n6A+Δ r_3 (n − w^2) χ_Δ ( w √ n ) .

RASPREDELENIE CELYH TOQEK 229 Naædem asimptotiku dlØ fftoæ veliqiny. Zdes~ nam potrebuetsØ metod E. P. Golubevoæ [7]. Pust~ S(E_3 , a, q) = ∑ x,y,x(mod q) e^{2πia E3(x,y,z)} q – gaussova summa. Izvestno (sm. [9]), qto r_3(n) = 2π √ n S3(n), gde S3(n) =^{∞∑}_{q=1} q^{−3 ∑}_{a(mod q)}^′ S(E3, a, q)e^{− 2πian}q =^{∞∑}_{q=1} q^{−3} R(n, q)

– singulØrnyæ rØd; ∑ a(mod q)

′ oznaqaet summirovanie po privedennoæ sisteme vyqetov. Izvestno takße [9], qto r_4(n) = π^2n S_4(n), gde S4(n) =^{∞∑}_{q=1} q^{−4 ∑}_{a(mod q)}^′ S(E4 , a, q) e^{− 2πianq} =^{∞∑}_{q=1} q^{−4} R1(n, q)

– singulØrnyæ rØd, S(E_4, a, q) = ∑ x,y,x,w(mod q) e^{2πia E4(x,y,z,w)} q – gaussova summa. E. P. Golubeva vyqislila asimptotiku summy

(2k ¿ 2 – qetnoe qislo)_∑ m=n−w^{2k} 06w6An^12k √ m ρ(m), (6)

gde ρ(m) – singulØrnyæ rØd zadaqi

m = Q(x, y, z), Q(x, y, z) = a_1x^2 + a_2y^2 + a_3z^2, a_i > 0 (i = 1, 2, 3) – celye qisla, D = a_1a_2a_3. Pust~ L ( s, ( −m · )) = ∞∑ r=1 ( −m r ) r^{−s} (Re s > 1)

230 O. M. FOMENKO – L-rØd Dirihle s kvadratiqnym harakterom (_{−m} · ) . Rassmotrim prØmougol~nik

σ 6 Re s 6 1, | Im s| < T^(σ >^1_2 , T > 1^) . (7)

E. P. Golubeva zametila, qto pri otsutstvii nuleæ u L ( s, (_{−4mD/d2} · )) , d^2|m, (d, 2) = 1, singulØrnyæ rØd ρ(m) = ∞∑ q=1 R(m, q) / q^3, gde R(m, q) = ∑ a(mod q) ′ S(Q, a, q) e^{− 2πiamq} ,

S(Q, a, q) – gaussova summa, horoxo priblißaetsØ korotkim otrezkom ∑ q6M^{R(m, q)} / q^3.

SvØz~ ρ(m) s L-rØdami zadaetsØ sootnoxeniem (Re s > 0) ∞∑ q=1 R(m, q) q^{3+s} = C(m, s) ∑ d^2|m (d,2)=1

( 1 + s, (_{−4mD/d2} · )) d^{1+2s} ,

gde C(m, s) – nesuwestvennyæ mnoßitel~.

Vklad teh m = n − w^{2k}, 0 6 w 6 n^12k , v (6), dlØ kotoryh L ( s, (_{−4mD/d2} · )) , d^2|m, (d, 2) = 1, vozmoßno, ime¸t nuli v (7), ocenivaetsØ sverhu posredstvom bol~xogo rexeta (sm. plotnostnye teoremy Montgomeri v [10]).

Budem primenØt~ rezul~taty E. P. Golubevoæ v forme V. A. Bykovskogo (sm. [11, lemma 3]).

Pust~ I = ∑ A √ n<w6A^√n+Δ^√n √ n − w^2 S_3(n − w^2)χ_Δ ( w √ n ) .

RASPREDELENIE CELYH TOQEK 231 Po [7] i [11] imeem I = ∑ A √ n<w6A^√n+Δ^√n (_∞ ∑ q=1 R(n − w^2, q) q^3 exp ( −q M )) ·

·χ_Δ ( w √ n ) + O(R), gde R = n^{1/2+ε} ( n^{4(1} �σ)_σ + Δ √ nM^{−(1−σ)} ) , 1/2 < σ < 1, M ¿ 1. MenØem porØdok summirovaniæ: I = ∞∑ q=1 1 q^3 exp ( −q M ) ∑ a(mod q) ′ S(E_3, a, q)·

·e^{− 2πianq} ∑ A √ n<w6A^√n+Δ^√n √ n − w^2 χ_Δ ( w √ n ) e^{2πiaw2q} + O(R). Rassmotrim summu

I_1 = ∑ A √ n<w6A^√n+Δ^√n √ n − w^2 χ_Δ ( w √ n ) e^{2πiaw2q} . Pust~ w = w_2q + w_1. Togda

I_1 = ∑ w_1(mod q) ( n q A+Δ∫ A √ 1 − w^2 χ_Δ(w) dw + O ( n^{1/2+ε} )) e^{2πiaw} 2 1 q , gde O-konstanta ot q i w_1 ne zavisit. Ots¸da sleduet: I = n A+Δ∫ A √ 1 − w^2 χ_Δ(w) dw · ∞∑ q=1 1 q^4 exp ( −q M ) ·

· ∑ a(mod q) ′ S(E_4 , a, q) e^{− 2πianq} + O(L), gde L = n^{1/2+ε} ( M + n^{4(1} �σ)_σ + Δ √ n M^{−(1−σ)} ) .

232 O. M. FOMENKO Imeem (c > 0)

I_2 = ∞∑ q=1 1 q^4 exp ( −q M ) R_1(n, q) =

= 1 2πi ∫ Re s=c Γ(s) M^s (_∞ ∑ q=1 R_1(n, q) q^{4+s} ) ds. Izvestno (sm., naprimer, [12]), qto ∞∑ q=1 R_1(n, q) q^{4+s} = ∏ p|2n X_p(n, s) · L^{−1} (s + 2, χ_0) ,

gde χ_0 – glavnyæ harakter (mod2), X_p(n, s) – vs¸du golomorfnyæ mnoßitel~, vyraßenie dlØ kotorogo daœtsØ v [12]. Po teoreme o vyqetah poluqaem

I_2 = S_4(n) + ∫ Re s=−1+ε Γ(s) M^s (_∞ ∑ q=1 R_1(n, q) q^{4+s} ) ds = = S4(n) + O (n^ε/M ) , (8)

poskol~ku ∏ p|2n X_p(n, −1 + ε) ≪ n^ε. Imeem teper~

I = n S_4(n) A+Δ∫ A √ 1 − w^2 χ_Δ(w) dw + O(L),

ibo v silu dal~neæxego vybora parametrov qlen O(n^ε/M ) v (8) moßno ne uqityvat~. Sledovatel~no, r(n, A) − S_4 = −4π A+Δ∫ A √ 1 − w^2 χ_Δ(w) dw · n S_4(n) + O(L). (9)

RASPREDELENIE CELYH TOQEK 233

3. Izuqim teper~ summu S4. V silu (4) i (5) imeem

S_4 = α_0 r_4(n) + ∞∑ m=1 α_m ∑ x^2+y^2 +z^2 +w^2=n

C^1_m ( w √ n ) =

= α_0 r_4(n) + ∞∑ m=1 α_m R_m(n), (10) gde α_0 r_4(n) = 1 N_0 A+Δ∫ A √ 1 − w^2 dw · r_4(n)+

+ 2 π 2 A+Δ∫ A √ 1 − w^2 χ_Δ(w) dw · r_4(n). (11)

Pust~ S_l(Γ_0(N ), χ) oznaqaet prostranstvo Γ_0(N )-paraboliqeskih form vesa l i haraktera χ; ⟨ , ⟩ – skalØrnoe proizvedenie v fftom prostranstve. Veliqina

c_m(n) = n^{m/2} α_m R_m(n)

est~ kofffficient Fur~e teta-rØda so sferiqeskoæ funkcieæ ϑ(z) = ∞∑ n=1 c_m(n) e^{2πinz}; ϑ(z) ∈ S_{m+2} ( Γ_0(4), 1 ) . V [1] byla poluqena ocenka c_m(n) ≪ n^{m/2} 1 (Δm)^r + n^{m/2} n 1 (Δm)^r 1 m (r = 0, 1, 2, . . .), na osnovanii kotoroæ prØmym vyqisleniem bylo oceneno skalØrnoe proizvedenie Petersona: ⟨ ϑ(z), ϑ(z) ⟩ ≪ ( 1 (Δm)^r

)_2 m! (4π)^m

. (12)

V rabote [2] bylo dokazano sledu¸wee predloßenie.

234 O. M. FOMENKO

Pust~ f(z) ∈ S_l (Γ_0(N ), χ), gde l ¿ 2 – celoe qislo, χ – harakter (mod N ); f(z) = ∞∑ n=1 ^f (n) e^{2πinz}. Togda dlØ n s usloviem (n, N ) = 1 imeem | ^f(n)| ≪ d(n) n^l �1_2 ⟨ f(z), f(z) ⟩^{1/2} · (4π)^l

�1_2 (Γ(l − 1))^{1/2}

, (13)

gde ≪-konstanta absol¸tnaØ, d(n) = ∑ d|n,d>0 1. VstavlØØ (12) v (13), poluqaem

α_m R_m(n) ≪ n^{1/2} d(n) 1 (Δm)^r , m = 1, 2, 3, . . . ; r = 0, 1, 2, . . . . (14) Ocenim summu_∞ ∑ m=1 α_m R_m(n), ispol~zuØ (14). DlØ fftogo razob¨em ee na dve: ∞∑ m=1 α_m R_m(n) =

= ∞∑ m61/Δ^{1+ε}

α_m R_m(n) + ∞∑ m>1/Δ^{1+ε} α_m R_m(n) = ∑ 1 + ∑ 2 . Δ my budem brat~ v vide Δ = 1/n^c, c > 0; pofftomu za sqet vybora r ≫ 1 my vsegda moßem sdelat~ ∑ 2 veliqinoæ ≪ ∑ 1. Summu ∑ 1 ocenivaem, berØ v (14) r = 0: ∑ 1 ≪ n^{1/2} d(n) Δ^{1+ε}

. (15) SobiraØ vmeste (9), (10), (11), (15), poluqaem r(n, A) = μ_4(A) r_4(n) + O(L_1), gde L_1 = L + n^{1/2+ε} Δ .

RASPREDELENIE CELYH TOQEK 235

4. Imeem

L_1 = n^{1/2+ε} ( M + n^{4(1−σ)/σ} + Δ √ n M^{−(1−σ)} ) + n^{1/2+ε} Δ . OstaetsØ optimal~no vybrat~ parametry. Poloßim Δ √ n = n^{12}– .

Iz ravenstva M = n^{12}– M^{−(1−σ)} sleduet, qto M = n^{12}–^{(2}�^{σ)} .

OpØt~ priravnivaem:

n^{4(1−σ)/σ} = n^{12}–^{(2}�^{σ)} ,

otkuda sleduet, qto parametr σ udovletvorØet uravneni¸

8k(1 − σ)(2 − σ) = σ. (16)

Pri izmenenii parametra – v predelah

1, 925 < – < 2, 008

rexenie uravneniØ (16) ocenivaetsØ sledu¸wim obrazom: 1 − 229 2048– < σ < 1 − 228 2048– . VvodØ v rassmotrenie ewe i qlen n^{1/2+ε}/Δ, optimal~no vybira-

em –. Pri – = 1, 94897 . . . imeem 1 − 1 2–^{= 0, 74345 . . . < 1487}2000^.

Teorema dokazana.

Literatura

1. O. M. Fomenko, O ravnomernom raspredelenii celyh toqek na mnogomernyh ffllipsoidah, Zap. nauqn. semin. LOMI 154 (1986), 144–153.

2. O. M. Fomenko, PrimeneniØ formuly Petersona dlØ bilineænoæ formy ot kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 143–166.

3. I. M. Vinogradov, K voprosu o qisle celyh toqek v xare, Izv. AN SSSR. Ser. mat. 27 (1963), 957–968.

236 O. M. FOMENKO

4. Chen Jing-Run, Improvement on the asymptotic formulas for the number of lattice points in a region of the three dimensions. II, Sci. Sinica 12, No. 6 (1963), 751–764.

5. F. Chamizo, H. Iwaniec, On the sphere problem, Revista Mathem. Iberoamericana

11, No. 2 (1995), 417–429.

6. D. R. Heath-Brown, Lattice points in the sphere, Number Theory in Progress.

Proc. Intern. Conf. on Number Theory, Zakopane, Poland, June 30–July 9, 1997. Vol. II. Berlin etc., 1999, 883–891.

7. E. P. Golubeva, O probleme Varinga dlØ ternarnoæ kvadratiqnoæ formy i proizvol~noæ qetnoæ stepeni, Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 27–37.

8. E. P. Golubeva, O. M. Fomenko, Primenenie sferiqeskih funkciæ k odnoæ zadaqe teorii kvadratiqnyh form, Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 38–45.

9. P. T. Bateman, On the representations of a number as the sum of three squares, Trans. Amer. Math. Soc. 71, No. 1 (1951), 70–101.

10. G. Montgomeri, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel, M., 1974. 11. V. A. Bykovskiæ, Plotnostnye teoremy i srednee znaqenie arifmetiqeskih funkciæ na korotkih intervalah, Zap. nauqn. semin. POMI 212 (1994), 56–70.

12. T. V. Vephvadze, K analitiqeskoæ teorii kvadratiqnyh form, Trudy Tbilisskogo mat. in-ta 72 (1983), 12–31.

Postupilo 15 dekabrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@ pdmi.ras.ru