Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

M. Belixev

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII IZOMORFIZMOV

0. Vvedenie

Predmet raboty – predloßennaØ v [1] operatornaØ konstrukciØ (t.n. amplitudnyæ integral) i ee priloßenie v zadaqe treugol~noæ faktorizacii. Klass faktorizuemyh operatorov – izomorfizmy gil~bertova prostranstva. DlØ nih vvoditsØ kontinual~nyæ analog diagonali; ustanavlivaetsØ edinstvennost~ faktorizacii, v kotoroæ odin iz faktorov imeet zadannu¸ diagonal~. Pri dopolnitel~nyh usloviØh na operator poluqeno predstavlenie dlØ faktorov qerez amplitudnyæ integral. �to predstavlenie – ffffektivnoe sredstvo faktorizacii. V rØde sluqaev my obobwaem klassiqeskie rezul~taty [5], otnosØwiesØ k faktorizacii operatorov vida “ediniqnyæ pl¸s kompaktnyæ”.

Rabota prodolßaet naqatoe v [2] izuqenie abstraktnoæ versii amplitudnogo integrala. Interes stimuliruetsØ priloßeniØmi: integral ispol~zuetsØ pri rexenii dinamiqeskih obratnyh zadaq [3, 4].

1. Treugol~naØ faktorizaciØ 1.1. OpredeleniØ.

Pust~ H est~ gil~bertovo prostranstvo; B – algebra ograniqennyh operatorov v H; I ⊂ B – klass ograniqenno obratimyh operatorov (izomorfizmov).

Semeæstvo podprostranstv H^ξ ⊂ H, 0 6 ξ 6 T (T < ∞) so svoæstvami H^0 = {0}, H^{ξ′} ⊂ H^{ξ′′} pri ξ^′ < ξ^{′′}; H^T = H nazovem cepoqkoæ [5]. Qerez P^ξ oboznaqa¸tsØ sootvetstvu¸wie ortogonal~nye proektory: P^ξH = H^ξ .

Operator V ∈ B nazyvaetsØ treugol~nym (otnositel~no ce-

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00107. 33

34 M. BELIXEV poqki {H^ξ })^1, esli V H^ξ ⊂ H^ξ dlØ vseh ξ ili, qto ravnosil~no,

V P^ξ = P^ξV P^ξ, 0 6 ξ 6 T. (1.1)

Klass treugol~nyh operatorov oboznaqaem qerez T .

Operator V ∈ T nazyvaetsØ sil~no treugol~nym, esli

clos V H^ξ = H^ξ, 0 6 ξ 6 T ; (1.2)

klass sil~no treugol~nyh operatorov oboznaqaem qerez T_s.

Oboznaqim V^{[−1]}H^ξ := { x ∈ H | V x ∈ H^ξ } . Operator V ∈ T_s nazyvaetsØ vpolne treugol~nym, esli

V^{[−1]}H^ξ = H^ξ , 0 6 ξ 6 T ; (1.3)

klass vpolne treugol~nyh operatorov oboznaqaem qerez T_s.

Po opredeleniØm imeem: T_c ⊂ T_s ⊂ T ; poskol~ku dlØ izomorfizma svoæstva (1.2) i (1.3) ravnosil~ny, klassy T_s ∩ I i T_c ∩ I sovpada¸t.

Operator B ∈ B nazovem privodimym, esli

BP^ξ = P^ξB, 0 6 ξ 6 T. (1.4)

Predstavlenie operatora C ∈ B v vide

C = V^∗_# V, (1.5)

gde V_#, V ∈ T nazyvaetsØ treugol~noæ faktorizacieæ; operatory V_# i V sut~ levyæ i pravyæ faktory. V sluqae V_#, V ∈ T_s (∈ T_c) faktorizaciØ nazyvaetsØ sil~no treugol~noæ (vpolne treugol~- noæ).

1.2. Diagonal~. Pust~ W ∈ B; F^ξ, G^ξ ∈ B, 0 6 ξ 6 T sut~ dva

operatornyh semeæstva v H. Pust~ Ξ := { ξ }_N j=1, 0 = ξ_0 < ξ_1 < . . . < ξ_N = T est~ koneqnoe razbienie intervala [0, T ]; r(Ξ) := max_j (ξ_j − ξ_{j−1}) – ego rang. Oboznaqim ΔF^{ξj} := F^{ξj} − F^{ξj−}1, ΔG^{ξj} :=

G^{ξj} − G^{ξj−}1. Opredelim (operatornyæ) integral T∫ 0 dF^ξ W dG^ξ := w − lim_{r(Ξ)→0} ∑ ξj ∈Ξ ΔF^{ξj} W ΔG^{ξj} (1.6)

1Niße v oboznaqeniØh i terminah my opuskaem ukazanie na cepoqku, predpolagaØ ee fiksirovannoæ.

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII IZOMORFIZMOV 35 (shodimost~ v slaboæ operatornoæ topologii).

Integral_T ∫ 0 dP^ξ W dP^ξ =: D_W (1.7)

nazyvaetsØ diagonal~¸ operatora W (vdol~ cepoqki {H^ξ}). Sootvetstvie ^D : W → D_W est~ lineænyæ transformator v B; privedem ego obwie svoæstva [2]:

(i) transformator ^D opredelen ne vs¸du: v [2] priveden primer operatora, dlØ kotorogo integral (1.6) rashoditsØ;

(ii) D_{1I} = 1I, t.e. ^d(1I) = 1I;

(iii) po ortogonal~nosti P^ξ imeem: ‖ ‖ ‖ ∑ ξj∈Ξ ΔP^{ξj} W ΔP^{ξj} x ‖ ‖ ‖^2 = ∑ ξj∈Ξ ‖ ‖ ‖ΔP^{ξj} W ΔP^{ξj} x ‖ ‖ ‖^2 6 6 ‖W ‖^{2 ∑}_{ξj ∈Ξ}^‖ΔP^{ξj} x^‖^2 = ‖W ‖^2‖x‖^2, otkuda sleduet apriornaØ ocenka ‖D_W ‖ 6 ‖W ‖, v silu kotoroæ ^D est~ sßatie v B;

(iv) spravedlivo ravenstvo

D_W ∗ = (D_W )^∗, (1.8)

t.e. ^D kommutiruet s soprØßeniem;

(v) esli dlØ B ∈ B vypolneno (1.4), to

D_{BW} = BD_W ; D_{W B} = D_W B,

t.e. ^D kommutiruet s umnoßeniem na privodimyæ operator; v qastnosti ^DP^ξ = P^ξ ^D;

(vi) iz poslednego, s uqetom (ii), sleduet: ^D^2 = ^D, t.e. ^D est~ (ograniqennyæ) proektor;

(vi) esli W ∈ S_∞ – kompaktnyæ operator, a cepoqka {H^ξ} nepreryvna: P^ξ = s − lim_{τ→ξ} P^τ , to

D_W = O, (1.9)

t.e. S_∞ ⊂ ker ^D. �tot fakt prØmo sleduet iz [5; gl. 4; Lemma 5.1].

36 M. BELIXEV

1.3. Osnovnye rezul~taty. Predstavlenie (1.5), oqevidno, ne-

edinstvenno: esli B est~ privodimyæ izomorfizm, to para ( B^{−1} )_∗ V_#, BV takße opredelØet treugol~nu¸ faktorizaci¸ operatora C.

S drugoæ storony, v teorii matric izvesten sledu¸wiæ fakt: esli C = { c_{ik} }_n i,k=1, det C ≠ 0, to predstavlenie C = V ∗ #V s

V_# = { v_{#ik} }_n i,k=1, V = { v_{ik} }_n i,k=1 : v#ik = vik = 0 pri i > k sta-

novitsØ edinstvennym, esli fiksirovat~ diagonal~ odnogo iz faktorov, naprimer, pravogo. Toqnee, esli C = V^∗_#V = Z^∗_#Z sut~ dve treugol~nye faktorizacii nevyroßdennoæ matricy C, to ravenstvo v_{ii} = z_{ii}, i = 1, . . . , n vleqet V = Z, V_# = Z_#. Osnovnoæ rezul~tat naxeæ raboty – sledu¸wiæ kontinual~nyæ analog fftogo fakta.

Teorema 1. Pust~ C = V^∗_#V = Z^∗_#Z sut~ dve treugol~nye fak-

torizacii operatora C ∈ I s faktorami V , V_#, Z, Z_# ∈ T_s ∩ I. Esli D_V , D_Z ∈ I i D_V = D_Z , to faktorizacii sovpada¸t: V = Z, V_# = Z_#.

Pri dopolnitel~nyh usloviØh na operator udaetsØ naæti predstavlenie dlØ faktorov qerez integral (1.6). Opixem rezul~tat.

Pust~ e^ξ est~ vloßenie H^ξ v H : ( e^ξ )_∗ e^ξ = 1I_H¸ , e^ξ ( e^ξ )_∗ = P^ξ;

qerez

C^ξ := ( e^ξ )_∗ Ce^ξ, 0 6 ξ 6 T (C^T = C) oboznaqim blok operatora C v podprostranstve H^ξ . Operator C nazovem nevyroßdennym (otnositel~no cepoqki), esli vse C^ξ sut~ izomorfizmy v sootvetstvu¸wih H^ξ . Otmetim, qto v matriqnom sluqae C dopuskaet treugol~nu¸ faktorizaci¸, esli i tol~ko esli on nevyroßden [5]. Nevyroßdennyæ C opredelØet operatornoe semeæstvo {P^ξ } ⊂ B:

P^0 := O, P^ξ := e^ξ [C^ξ]^{−1} ( e^ξ )_∗ C, 0 < ξ 6 T. (1.10)

Skaßem, qto treugol~naØ faktorizaciØ C = E^∗_#E ØvlØetsØ kanoniqeskoæ, esli E_#, E ∈ T_s ∩ I i D_E# = 1I.

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII IZOMORFIZMOV 37

Teorema 2. Esli operator C nevyroßden i dopuskaet kanoniqe-

sku¸ faktorizaci¸, to spravedlivy predstavleniØ:

E = T∫ 0 dP^ξCdP^ξ; E_# = [ E^∗ ]_{−1} C^∗. (1.11)

PredstavleniØ (1.10) opredelØ¸tsØ operatorom C, qto delaet ih ffffektivnym instrumentom faktorizacii.

V ostavxeæsØ qasti raboty my dokazyvaem teoremy 1 i 2. Nekotorye lemmy dokazyva¸tsØ v usloviØh bolee obwih, neßeli ffto neobhodimo dlØ poluqeniØ osnovnyh rezul~tatov: my nadeemsØ na dal~neæxie obobweniØ.

2. Edinstvennost~ faktorizacii 2.1. SvØz~ meßdu faktorizaciØmi. Oboznaqim H^ξ_⊥ := H ⊖ H^ξ ;

pust~ P^ξ_⊥ : 1I − P^ξ est~ proektor na H^ξ_⊥.

Lemma 1. Pust~ C = V^∗_#V = Z^∗_#Z sut~ dve faktorizacii, s V ,

V_#, Z, Z_# ∈ T_s. Togda:

(i) suwestvuet lineænyæ obratimyæ zamykaemyæ operator B, Dom B = Ran V , takoæ, qto Z = BV ;

(ii) na oblasti opredeleniØ operatora BP^ξ_⊥ vypolneno sootnoxenie:

BP^ξ_⊥ = P^ξ_⊥BP^ξ_⊥, 0 6 ξ 6 T ; (2.1)

(iii) esli faktor V vpolne treugolen, to na oblasti opredeleniØ operatora BP^ξ vypolneno sootnoxenie:

BP^ξ = P^ξB, 0 6 ξ 6 T. (2.2)

Dokazatel~stvo. (i) V H × H rassmotrim lineal RV Z := {{V x, Zx} | x ∈ H}. Pust~ V x = 0; togda 0 = V^∗_# V x = Z^∗_# Zx,

otkuda Zx = 0 v silu Ker Z^∗_# = H ⊖ clos Ran Z_# = {0} (sm. (1.2) dlØ ξ = T ). Sledovatel~no, R_{V Z} est~ grafik; pust~ B : V x → Zx est~ sootvetstvu¸wiæ operator; togda BV = Z.

MenØØ rolØmi V i Z, legko ponØt~, qto B obratim i B^{−1}Z = V .

38 M. BELIXEV

Iz ravenstv ( BV x, Z_#y ) = ( Zx, Z_#y ) = (Cx, y) = ( V x, V_#y ) sleduet: Dom B^∗ ⊃ Ran Z_#, B^∗Z_# = V_#. Takim obrazom, B^∗ plotno zadan; znaqit B zamykaem.

(ii) Spravedlivy ravenstva: ( P^ξBV x, Z_#P^ξy ) = ( BV x, P^ξZ_#P^ξy ) = ⟨sm. (1.1)⟩ = = ( Zx, Z_#P^ξy ) = ( V x, V_#P^ξy ) = ⟨sm. (1.1)⟩ = ( P^ξV x, V_#P^ξy ) , po kotorym vkl¸qenie V x ∈ H^ξ_⊥ vleqet (P^ξBV x, Z_#P^ξy) = 0 dlØ l¸bogo y ∈ H. Poskol~ku Z_#H^ξ plotno v H^ξ (sm. (1.2)), iz poslednego ravenstva sleduet: P^ξBV x = 0, t.e. BV x ∈ H^ξ_⊥. Itak, vkl¸qenie V x ∈ H^ξ_⊥ vleqet BV x ∈ H^ξ_⊥, qto ravnosil~no (2.1).

(iii) Pust~ V ∈ T_c i V x ∈ H^ξ; togda soglasno (1.3) imeem: x ∈ H^ξ , otkuda BV x = Zx ∈ H^ξ . Znaqit vkl¸qenie V x ∈ H^ξ privodit k BV x ∈ H^ξ , qto ravnosil~no sootnoxeni¸

BP^ξ = P^ξBP^ξ, 0 6 ξ 6 T (2.3)

na oblasti opredeleniØ BP^ξ .

Na toæ ße oblasti imeem:

P^ξB = P^ξBP^ξ + P^ξBP^ξ_⊥ = ⟨sm. (2.1), (2.3)⟩ = BP^ξ,

qem ustanovleno (2.2). Lemma dokazana.

V dopolnenie k poluqennomu rezul~tatu otmetim sledu¸wee. Esli operator B, svØzyva¸wiæ sil~no treugol~nye faktory V i Z ograniqen, to (2.2) vypolneno bez predpoloßeniØ o polnoæ treugol~nosti V . V samom dele, v fftom sluqae, soglasno (1.2), dlØ V x ∈ H^ξ naædetsØ posledovatel~nost~ x_j ∈ H^ξ takaØ, qto V x_j → V x. Togda po nepreryvnosti B imeem:

BV x = lim BV x_j = lim Zx_j ∈ H^ξ ,

t.e. iz V x ∈ H^ξ sleduet BV x ∈ H^ξ. Poslednee ravnosil~no (2.3) i, vmeste s (2.1), vedet k (2.2). Znaqit, ograniqennyæ operator, svØzyva¸wiæ faktory klassa T_s, obØzatel~no privoditsØ cepoqkoæ.

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII IZOMORFIZMOV 39

2.2. FaktorizaciØ izomorfizmov. Sledu¸wiæ vspomogatel~-

nyæ rezul~tat otnositsØ k situacii lemmy 1 i zakl¸qitel~nomu zameqani¸ p. 2.1.

Lemma 2. Pust~ C = V^∗_#V = Z^∗_#Z sut~ dve faktorizacii s V ,

V_#, Z, Z_# ∈ T_s, priqem operator B, svØzyva¸wiæ V i Z ograniqen. Togda V i Z ime¸t ili ne ime¸t diagonali odnovremenno i vypolneno ravenstvo:

D_Z = BD_V . (2.4)

Dokazatel~stvo. DlØ operatornyh summ, sootvetstvu¸wih dia-

gonalØm (sm. (1.6)) imeem: ∑ ξj∈Ξ ΔP^{ξj} ZΔP^{ξj} = ∑ ξj ∈Ξ ΔP^{ξj} BV ΔP^{ξj} =

= ⟨sm. (2.2)⟩ = B ∑ ξj∈Ξ ΔP^{ξj} V ΔP^{ξj} (2.5)

po privodimosti B. Predel~nyæ perehod v (2.5) daet (2.4). Lemma dokazana.

Sledstvie. Pust~ v usloviØh lemmy 2 vypolneno DV = DZ =: D,

priqem clos Ran D=H. Togda spravedlivy ravenstva: V =Z, V_#=Z_#.

V samom dele, v fftom sluqae iz (2.4) sleduet B = 1I, otkuda V = Z. Zatem iz ravenstva V^∗_#V = Z^∗_#Z po plotnosti Ran V imeem: V^∗_# = Z^∗_# i, nakonec, V_# = Z_#.

ObratimsØ k dokazatel~stvu teoremy 1. Pust~ C = V^∗_#V = Z^∗_#Z sut~ dve faktorizacii s faktorami iz T_s ∩ I. Togda B = ZV^{−1} ∈ I i, po sledstvi¸ lemmy 2, ravenstvo diagonaleæ vedet k sovpadeni¸ faktorizaciæ. Teorema dokazana.

Kak netrudno videt~, k tomu ße rezul~tatu – edinstvennosti faktorizacii, privodit fiksaciØ diagonali levogo faktora: esli D_V# = D_Z#, to V = Z, V_# = Z_#.

3. KanoniqeskaØ faktorizaciØ 3.1. Semeæstvo Π^ξ. S treugol~noæ faktorizacieæ C = Z^∗_#Z svØ-

ßem operatornoe semeæstvo

Π^ξ_Z#_Z := Z^∗_#P^ξZ, 0 6 ξ 6 T. (3.1)

40 M. BELIXEV Primeqatelen sledu¸wiæ fakt: esli C dopuskaet hotØ by odnu faktorizaci¸ s pravym faktorom klassa T_s ∩ I, to semeæstvo (3.1) opredelØetsØ operatorom C (ne zavisit ot faktorizacii) v sledu¸wem smysle.

Lemma 3. Pust~ C = Z^∗_#Z = V^∗_#V s Z, Z#, V# ∈ T i V ∈ Ts ∩ I;

togda Π^ξ_Z#_Z = Π^ξ_V#_V , 0 6 ξ 6 T.

Dokazatel~stvo. DlØ operatora, svØzyva¸wego faktorizacii

imeem: B = ZV^{−1} ∈ B. Kak otmeqeno v konce p. 2.1, ograniqennost~ B vedet k ego privodimosti: BP^ξ = P^ξB. Iz poslednego zakl¸qaem: Ran P^ξB ⊂ Ran B = Dom B^{−1}.

Iz ravenstv ( BV x, Z_#y ) = ( Zx, Z_#y ) = ( V x, V_#y ) sleduet: B^∗Z_# = V_#, otkuda Z^∗_# = V^∗_#B^{−1} na Dom B^{−1}. Iz poslednego imeem:

Π^ξ_Z#_Z = V^∗_#B^{−1}P^ξBV = V^∗_#P^ξV = Π^ξ_V#_V .

Lemma dokazana.

UslovimsØ, v situacii lemmy 3, v oboznaqenii semeæstva (3.1) opuskat~ nißnie indeksy, ukazyva¸wie na faktorizaci¸. Sledu¸waØ niße lemma 5 usilivaet lemmu 3 dlØ nevyroßdennyh C. V formulirovke uqastvuet operatornoe semeæstvo (1.10) i my naqnem s otnosØwegosØ k nemu vspomogatel~nogo predloßeniØ.

Lemma 4. Operator P^ξ est~ kosoæ proektor v H na H^ξ parallel~-

no podprostranstvu C^{−1}H^ξ_⊥.

Dokazatel~stvo. Ukazannyæ proektor harakterizuetsØ uslovi-

Ømi: ( P^ξ )_2 = P^ξ; Ran P^ξ = H^ξ ; Ker P^ξ = C^{−1}H^ξ_⊥. Legko proverØetsØ, qto pravaØ qast~ (1.10) im udovletvorØet. Lemma dokazana.

Lemma 5. Esli operator C nevyroßden i dopuskaet faktoriza-

ci¸ C = V^∗_#V s V , V_# ∈ T_s ∩ I, to spravedlivo predstavlenie:

Π^ξ = CP^ξ, 0 6 ξ 6 T. (3.2)

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII IZOMORFIZMOV 41

Dokazatel~stvo. Fiksiruem ξ > 0 i vyberem x ∈ H. Po lemme 4

imeem predstavlenie

x = P^ξ x + C^{−1}y

s y ∈ H^ξ_⊥, otveqa¸wee razloßeni¸ v prØmu¸ summu H = H^ξ ˙+C^{−1}H^ξ_⊥. Ots¸da imeem predstavlenie Cx = CP^ξx + y, (3.3) otveqa¸wee razloßeni¸

H = CH^ξ ˙+H^ξ_⊥ (3.4)

(summa prØmaØ po izomorfnosti C).

Pust~ C = V^∗_#V s V , V_# ∈ T_s ∩ I; togda

Cx = V^∗_# ( P^ξ + P^ξ_⊥ ) V x = Π^ξx + V^∗_#P^ξ_⊥V x. (3.5)

Poskol~ku klassy T_s ∩I i T_c ∩I sovpada¸t, faktor V vpolne treugolen. V silu poslednego, naædetsØ fflement x_1 ∈ H^ξ takoæ, qto P^ξV x = V x_1, otkuda Π^ξ x = V^∗_#P^ξV x = Cx_1 ∈ CH^ξ. Iz (1.1) sleduet ravenstvo P^ξV^∗_# = P^ξV^∗_#P^ξ, otkuda imeem: P^ξV^∗_#P^ξ_⊥V x = 0, t.e. V^∗_#P^ξ_⊥V x ∈ H^ξ_⊥. Znaqit, predstavlenie (3.5), kak i predstavlenie (3.3) otveqaet razloßeni¸ (3.4). Po edinstvennosti takogo predstavleniØ zakl¸qaem: CP^ξx = Π^ξx. Lemma dokazana.

3.2. Dokazatel~stvo teoremy 2. Naqnem s prostogo predloße-

niØ obwego haraktera. Esli C = V^∗_#V s V , V_# ∈ T , to spravedlivy integral~nye predstavleniØ ( D_V# )_∗ V = T∫ 0 dP^ξ dΠ^ξ_V#_V ; ( D_V )_∗ V_# = T∫ 0 dP^ξ d ( Π^ξ_V#_V )_∗ , (3.6)

priqem suwestvovanie diagonaleæ ravnosil~no shodimosti integralov. V samom dele, imeem ravenstva ( D_V# )_∗ V = ⟨sm. (1.8)⟩ = D_V ∗#V =

= (^T∫ 0 dP^ξV^∗_#dP^ξ ) V = T∫ 0 dP^ξ dΠ^ξ_V#_V ;

42 M. BELIXEV vtoroe iz ravenstv (3.6) vyvoditsØ analogiqno.

Napomnim usloviØ teoremy 1: operator C nevyroßden i dopuskaet kanoniqesku¸ faktorizaci¸ C = E^∗_#E : E, E_# ∈ T_s ∩ I; D_E# = 1I. V fftom sluqae imeem ravenstva:

E = ( D_E# )_∗ E = ⟨sm. (3.6)⟩ = T∫ 0 dP^ξ dΠ^ξ_E#_E =

= ⟨sm. (3.2)⟩ = T∫ 0 dP^ξCdP^ξ, qto daet pervoe iz predstavleniæ (1.11); vtoroe oqevidno. Teorema dokazana.

3.3. ZameqaniØ. Esli C = 1I + K s K ∈ S∞, a cepoqka {H^ξ}

nepreryvna, to kanoniqeskaØ faktorizaciØ sovpadaet s t.n. special~noæ faktorizacieæ C = (1I + L)^∗(1I + R) s L, R ∈ S_∞, izuqavxeæsØ v [5]. Sovpadenie E_# = 1I + L vytekaet iz sootnoxeniæ

D_{1I+L} = D_{1I} + D_L = ⟨sm. (1.9)⟩ = 1I,

kotorye sut~ sledstviØ svoæstv diagonali.

DlØ operatorov L i R izvestny klassiqeskie predstavleniØ qerez integral treugol~nogo useqeniØ (ITU), priqem nevyroßdennost~ C i shodimost~ ITU neobhodimy i dostatoqny dlØ suwestvovaniØ special~noæ faktorizacii. V smysle skazannogo, naxi rezul~taty obobwa¸t rezul~taty [5] na klass izomorfizmov, no lix~ qastiqno: vopros o dostatoqnosti upomØnutyh usloviæ dlØ suwestvovaniØ kanoniqeskoæ faktorizacii ostalsØ otkrytym. Otmetim takße, qto svØz~ ITU s naxeæ konstrukcieæ (Amplitudnym Integralom) ne ØvlØetsØ prostoæ [2].

Literatura 1. M. Belixev, Graniqnoe upravlenie i prodolßenie volnovyh poleæ. Preprint LOMI I-P-90, Leningrad 1990, 41s.

2. M. I. Belixev, A. B. Puxnickiæ, K treugol~noæ faktorizacii poloßi-

tel~nyh operatorov. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 45–60.

3. M. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics (the BC-method). — Inverse Problems 13, No. 5 (1997), 1–45.

K TREUGOL^NO` FAKTORIZACII IZOMORFIZMOV 43 4. M. I. Belixev, K edinstvennosti vosstanovleniØ mladxih qlenov vol-

novogo uravneniØ po dinamiqeskim graniqnym dannym. — Zap. nauqn.

semin. POMI 249 (1997), 55–76.

5. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, TeoriØ vol~terrovyh operatorov v gil~ber-

tovom prostranstve. Nauka, M. (1967).

Belishev M. I. On the triangular factorization of isomorphisms.

The paper deals with an operator construction (so-called the Amplitude Integral) working in the BC-method for dynamical inverse problems. The AI is applied to the problem of the triangular factorization, the class of factorized operators being isomorphisms of the Hilbert space. A continual analog of matrix diagonal is introduced. Uniqueness of the factorization in which one of the factors has the prescribed diagonal is established. Under additional assumptions on operator, the representation of the factors through the AI is obtained. This representation gives efficient tool of the factorization. Some of the obtained results generalize the classical ones concerning to the factorization of operators of the class “unit plus compact.”

Postupilo 20 oktØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN