Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

I. V. Kamockiæ, S. A. Nazarov

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ I �KSPONENCIAL^NO ZATUHAıWIE REXENI˚ �LLIPTIQESKO` ZADAQI V CILINDRIQESKO` OBLASTI

§1. Vvedenie

Odno iz primeqatel~nyh Øvleniæ v difrakcionnyh processah – vozniknovenie ffksponencial~no zatuha¸wih rexeniæ odnorodnoæ zadaqi (sobstvennyh funkciæ), privodØwee k raznoobraznym fiziqeskim posledstviØm i, v qastnosti, vyzyva¸wee akkumulØci¸ ffnergii v koneqnyh ob¨emah. V sluqae diffrakcii na periodiqeskih granicah ili rexetkah podobnye rexeniØ associiru- ¸tsØ s poverhnostnymi volnami. V poslednee vremØ poØvilos~ znaqitel~noe koliqestvo publikaciæ, posvØwennyh dokazatel~- stvam suwestvovaniØ takih voln (sm. stat~i [1–4] i citirovannu¸ tam literaturu). Vmeste s tem, ffti issledovaniØ opira¸tsØ na variacionnye principy, a znaqit, kak pravilo, ispol~zu¸t simmetrizu¸wie konstrukcii v naibolee interesnoæ situacii “toqeqnyæ spektr na nepreryvnom” (sravni s [1]). Sloßnost~ identifikacii sobstvennyh funkciæ kroetsØ v kraæneæ ih neustoæqivosti – parametry zadaqi trebu¸t “tonkoæ nastroæki”. Imenno pofftomu zatrudneno primenenie konstruktivnyh metodov, v osobennosti, asimptotiqeskih (iz-za neizbeßnogo vozniknoveniØ malyh, no ne upravlØemyh nevØzok). V nastoØweæ stat~e razvivaetsØ inoæ (ne variacionnyæ) podhod k poisku upomØnutyh sobstvennyh funkciæ, osnovannyæ na privleqenii novogo algebraiqeskogo ob¨ekta – rasxirennoæ matricy rasseØniØ, oblada¸weæ sposobnost~¸ podsqityvat~ qislo lineæno nezavisimyh rexeniæ odnorodnoæ zadaqi s predpisannoæ skorost~¸ zatuhaniØ. Perehod k izuqeni¸ koneqnomernyh harakteristik zadaqi uprowaet asimptotiqeskiæ analiz i, qto osobenno vaßno, pozvolØet obosnovat~ asimptotiqeskie formuly. Poslednee

Rabota vypolnena pri podderßke programmy INTAS (grant 96–0876) 66

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 67 ill¸striruetsØ v § 4 na primere prosteæxeæ, no do sih por ne issledovannoæ s obsußdaemoæ toqki zreniØ zadaqi Neæmana dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca v polubeskoneqnoæ oblasti, otsekaemoæ periodiqeskoæ krivoæ. V to ße vremØ neobhodimye postroeniØ i dokazatel~stva privodØtsØ v § 2 i § 3 dlØ suwestvenno rasxirennoæ postanovki zadaqi: mnogomernye oblasti, sistemy uravneniæ, obwie kraevye usloviØ (po povodu dal~neæxih obobweniæ sm. p. 4 § 2).

Podgotovitel~nyæ material, sobrannyæ v § 2, izlagaetsØ konspektivno (podrobnosti sm. v [5]). Kl¸qevym momentom zdes~ ØvlØetsØ razrabotannaØ v [7, 5] postanovka estestvennyh usloviæ izluqeniØ s pomow~¸ bazovyh svoæstv biortogonal~nosti voln [6, 7] (dlØ differencial~nyh uravneniæ s postoØnnymi operatornymi kofffficientami na poluosi v [8, 9] predloßen drugoæ sposob formirovaniØ usloviæ izluqeniØ, privodØwiæ k tem ße konstrukciØm, qto i v [7, 5], lix~ v sluqae algebraiqeskoæ prostoty spektrov voznika¸wih puqkov). Iskusstvennye usloviØ izluqeniØ i rasxirennaØ matrica rasseØniØ vvodØtsØ v § 3, a sqita¸wee svoæstvo fftoæ matricy ustanavlivaetsØ v central~noæ teoreme 3.3. Otmetim, qto dlØ drugih geometriqeskih form (konusy, rebra) shoßie algebraiqeskie konstrukcii ispol~zovalis~ v [10].

§2. Estestvennye usloviØ izluqeniØ

1. Operator kraevoæ zadaqi v vesovyh klassah. Pust~ Q = G × R – cilindr, seqenie G kotorogo ØvlØetsØ oblast~¸ v R^{n−1}

s gladkoæ graniceæ ∂G i kompaktnym zamykaniem G. Pust~ ewe oblast~ Ω ⊂ R^n sovpadaet vne xara B_R = {x : |x| < R} s polucilindrom Q_+ = {x = (y, z) : y ∈ G, z > 0} i imeet gladku¸ (n − 1)- mernu¸ granicu ∂Ω. Vvedem T × T – matricu differencial~nyh operatorov L(x, ∇_x) = (L_{ij} (x, ∇_x)); zdes~ ∇_x = grad, ord L_{ij} = τ_i+τ_j i τ_1, . . . , τ_T ∈ N_0 = N ∪ {0} (celye neotricatel~nye qisla). Predpoloßim, qto dlØ l¸byh u, v ∈ C^∞_0 (Ω)^T spravedliva formula Grina

(Lu, v)_Ω + (Bu, T v)_{∂Ω} − (u, Lv)_Ω − (T u, Bv)_{∂Ω} = 0, (2.1)

v kotoroæ ( , )_Ξ – skalØrnoe proizvedenie v (vektornom) prostranstve L_2(Ξ), B i T – matricy razmerom m × T, m = τ_1 +

68 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV

· · · + τ_T > 0, a differencial~nye operatory B_{qj} , sostavlØ¸wie B, ime¸t porØdki r_q + τ_j.

Rassmotrim kraevu¸ zadaqu

Lu = f v Ω, Bu = g na ∂Ω, (2.2)

gde u = (u_1, . . . , u_T ), f = (f_1, . . ., f_T ) i g = (g_1, . . . , g_m). Kofffficienty operatorov L i B, T – gladkie v Ω i na ∂Ω funkcii, stabiliziru¸wiesØ v Q_+ s ffksponencial~noæ skorost~¸ k gladkim funkciØm peremennyh y ∈ G, t.e. dlØ kaßdogo takogo kofffficienta a(x) vypolneny neravenstva |∇^α_x ( a(y, z) − a^0(y) ) | 6 cα exp(−δ0 z), (2.3)

gde α = (α_1, . . ., α_n) – proizvol~nyæ mul~tiindeks, ∇^α_x = ∂^{|α|}/∂x^{α1}_1 . . . ∂x^{αn}_n , y = (x_1, . . ., x_{n−1}), z = x_n i δ_0 > 0. Predel~nye (z = +∞) operatory oboznaqaem L^0(y, ∇_x), B^0(y, ∇_x) i sqitaem, qto zadaqi {L, B} v Ω (sm. (2.2)) i {L^0, B^0} v Q fflliptiqeskie. Oni formal~no samosoprØßeny v silu (2.1).

Pri l ∈ N_0 (pokazatel~ gladkosti) i β ∈ R (vesovoæ pokazatel~) opredelim prostranstvo W^l_β (Ω) kak popolnenie C^∞_0 (Ω) po norme ||w; W^l_β(Ω)|| = ∑ |α|6l ∫ Ω exp(2βz)|∇^α_x w(x)|^2dx 1/2 . (2.4)

Pri l ∈ N sootvetstvu¸wee sledovoe prostranstvo oboznaqaetsØ W^{l−1/2} β (∂Ω).

Vs¸du dalee l > max{τ_j , r_q + 1}. ˚sno, qto operator zadaqi (2.2) T∏ j=1 W^{l+τj}_β (Ω) ≡ D^l_β W (Ω) ∋ u → A_β u ≡ {L, B}u ∈

R^l_βW (Ω) ≡ T∏ j=1 W^{l−τj}_β (Ω) × m∏ q=1 W^{l−rq −1/2} β (∂Ω) (2.5)

nepreryven. Soglasno [11] (sm. teoremy 3.1.1, 5.1.4 iz [5]) fftot operator fredgol~mov v tom i tol~ko v tom sluqae, esli na prØ-

moæ R+ iβ = {λ ∈ C : Im λ = β} net sobstvennyh qisel puqka C ∋ λ → A(λ) ≡ {L^0(y, ∇y, iλ), B^0(y, ∇y, iλ)} : D^lH(G) → R^lH(G),_{(2.6)}

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 69 poluqa¸wegosØ preobrazovaniem Fur~e (z → λ) iz zadaqi {L^0, B^0} v cilindre Q. V (2.6) vektornye prostranstva soorußa¸tsØ iz sobolevskih klassov H^l(G) i H^{l−1/2}(∂G) analogiqno (2.5).

Soglasno [12] (sm. takße [5], § 1.2) fflliptiqnost~ zadaqi {L^0, B^0} garantiruet, qto v kaßdu¸ polosu

Π(γ) = {λ ∈ C : |Imλ| < γ} (2.7)

popadaet lix~ koneqnoe qislo toqek iz spektra σ puqka A. Nakonec, blagodarØ formal~noæ samosoprØßennosti zadaqi {L^0, B^0} spektr σ obladaet simmetrieæ otnositel~no vewestvennoæ osi.

2. AntisimmetriqnaØ forma i volny. Esli {Φ^{j,0}, . . . Φ^{j,κj −1} |

j = 1, . . ., J} – sistema ßordanovyh cepoqek puqka (2.6), otveqa- ¸waØ λ_0 ∈ σ, to po lemme 3.1.2 [5] funkcii u^{j,k}(x) = e^{iλ0z} k∑ p=0 1 p! (iz)^pΦ^{j,k−p}(y), j = 1, . . . , J, k = 0, . . . , κ_j − 1, (2.8) ØvlØ¸tsØ (ffksponencial~nymi) rexeniØmi zadaqi {L^0, B^0}u = 0 v Q. Svoæstva spektra σ garantiru¸t suwestvovanie takogo δ_1 > 0, qto v polose Π(δ_1) raspoloßeny tol~ko vewestvennye sobstvennye qisla μ_1, . . . , μ_M ∈ R; ih polnu¸ algebraiqesku¸ kratnost~ oboznaqim κ. Otveqa¸wie μ_1, . . . , μ_M ffksponencial~- nye rexeniØ (2.8) soderßat oscilliru¸wie i polinomial~nye somnoßiteli, t.e. ne zatuha¸t ni na odnoæ iz beskoneqnosteæ v cilindre Q. Umnoßim ffti rexeniØ u^{j,k} na srezku χ ∈ C^∞(R^n), ravnu¸ 1 pri z > 2R i 0 pri z < R i obrazuem lineænu¸ oboloqku L proizvedeniæ U^{j,k} = χu^{j,k}; dim L = κ. Teper~ fiksiruem vesovoæ indeks β ∈ (0, min{δ_0, δ_1}), gde veliqina δ_0 vzØta iz (2.3), i vvedem prostranstvo D_β = L u D^l_β W (Ω). Oqevidno, qto D_β ⊂ D^l_{−β} W (Ω).

Po nepreryvnosti formula Grina (2.1) rasprostranØetsØ na proizvol~nye pary u ∈ D^l_{−β} W (Ω), v ∈ D^l_βW (Ω). Oboznaqim ee levu¸ qast~ qerez q(u, v). Zametim, qto {L, B}D_β ⊂ R^l_βW (Ω) v soglasii s sootnoxeniem (2.3) i konstrukcieæ ffksponencial~nyh rexeniæ iz L. Pofftomu antisimmetriqnaØ forma q nepreryvna na D_β × D_β, priqem q(u, v) = 0, esli odna iz funkciæ u, v ∈ D_β prinadleßit D^l_β W (Ω). Sledovatel~no, q moßno sqitat~ oprede-

70 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV lennoæ na W × W, gde W – faktorprostranstvo D_β/D^l_β W (Ω), izomorfnoe L. �lementy prostranstva W nazyvaem volnami.

Soobwim fakty, ustanovlennye v [13, 7] (sm. takße [5], § 5.1– 5.3). Vo-pervyh, polnaØ algebraiqeskaØ kratnost~ κ sobstvennyh qisel μ_1, . . ., μ_M ∈ R qetna, t.e. κ = 2N , i, vo-vtoryh, v L moßno vybrat~ bazis U^{1+}, . . ., U^{N +} , U^{1−}, . . . , U^{N−} tak, qtoby vypolnØlis~ usloviØ biortogonal~nosti i normirovki q(U^{j±}, U^{k±}) = ±iδ_{j,k}, q(U^{j±}, U^{k∓}) = 0, j, k = 1, . . ., N. (2.9) VsØkiæ fflement u prostranstva D_β predstavim v vide u = U^+ c^+ + U^−c^− + ũ, (2.10) gde U^± – stroki (U^{1±}, . . . , U^{N±}), c^± ∈ C^N – stolbcy kofffficientov razloßeniØ i ũ ∈ D^l_βW (Ω). Sqitaem, qto ||u; D_β|| = |c^+| + |c^−| + ||ũ; D^l_βW (Ω)||. (2.11) Smena srezki χ pri sohranenii ee osnovnyh svoæstv ne vliØet na prostranstvo D_β ni algebraiqeski, ni topologiqeski.

Pust~ u → π^±u = c^± – proekcii v D_β i D^±_β = {u ∈ D_β : π^∓u = 0}. ˚sno, qto W = W^+ u W^−, gde W^± = D^±_β /D^l_βW (Ω). Volny iz W^− (iz W^+) nazyvaem uhodØwimi (prihodØwimi).

3. Svoæstva operatorov kraevoæ zadaqi i matrica rasseØniØ.

Pomimo operatorov A_{±β} iz (2.5) sopostavim kraevoæ zadaqe (2.2) nepreryvnoe otobraßenie A_β = {L, B} : D^−_β → R^l_β W (Ω). (2.12)

Vkl¸qenie u ∈ D^−_β oznaqaet, qto v predstavlenii (2.10) figuriru¸t tol~ko uhodØwie volny, t.e. (2.12) – operator zadaqi (2.2) s estestvennymi usloviØmi izluqeniØ.

Oqerednye dva utverßdeniØ dokazany v [7] i [5], § 5.1.

Teorema 2.1. Spravedlivy ravenstva

dim ker A_{−β} = dim ker A_{+β} + N, coker A_{±β} = {(v, T v|_{∂Ω}) : v ∈ ker A_{∓β}},

(2.13)

t.e., v qastnosti, usloviØ razreximosti zadaqi (2.2) v klasse D^l_{−β}W (Ω) ime¸t vid

(f, v)_Ω + (g, T v)_{∂Ω} = 0 ∀v ∈ ker A_β ⊂ D^l_βW (Ω). (2.14)

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 71

Teorema 2.2. Operator (2.12) ØvlØetsØ fredgol~movym s nulevym

indeksom, priqem ker A_β = ker A_β i coker A_β = {(v, T v|_{∂Ω}) : v ∈ ker A_β }, t.e. (2.14) – usloviØ razreximosti zadaqi (2.2) s estestvennymi usloviØmi izluqeniØ.

V silu teoremy 2.2 i formuly (2.13) imeem

ker A_{−β} = ker A_{+β} u L(η), (2.15)

gde L(η) – lineænaØ oboloqka rexeniæ η^1, . . ., η^N odnorodnoæ zadaqi (2.2), sostavlØ¸wih stroku η = (η^1, . . ., η^N ), kotoraØ dopuskaet asimptotiqeskoe predstavlenie

η = U^+ + U^−s + η̃, η̃ ∈ D^l_β W (Ω)^N . (2.16)

Matrica s iz (2.16) imeet razmer N × N i nazyvaetsØ matriceæ rasseØniØ. Soglasno [13, 7] i predloßeni¸ 5.3.4 [5] sootnoxeniØ (2.9) obespeqiva¸t unitarnost~ s.

4. ObobweniØ. DlØ uproweniØ izloßeniØ byla soznatel~no

upuwena vozmoßnost~ rasxirit~ postanovku ishodnoæ zadaqi. Tak, ispol~zuØ rezul~taty [14, 15] (sm. takße [5], § 3.4), moßno rassmotret~ operatory L i B, kofffficienty kotoryh stabiliziru¸tsØ s ffksponencial~noæ skorost~¸ k funkciØm, periodiqeskim po peremennym z. Odnovremenno cilindr Q zamenØetsØ oblast~¸ s periodiqeski izmenØ¸wimsØ seqeniem, normal~nym k osi z. Vmesto odnogo vyhoda Q_+ oblasti Ω dozvolØetsØ imet~ neskol~ko cilindriqeskih ili periodiqeskih vyhodov na beskoneqnost~. Pri fftom vse priemy issledovaniØ i utverßdeniØ sohranØ¸tsØ v polnom ob¨eme, razve qto ffksponencial~nye rexeniØ (2.8) preobrazu¸tsØ v funkcii Floke.

Neznaqitel~nye izmeneniØ nußny i pri perehode k zadaqe, v kotoroæ Q – prizma s usloviØmi periodiqnosti ili kvaziperiodiqnosti na protivopoloßnyh granØh. TakaØ postanovka harakterna dlØ zadaq difrakcii na periodiqeskih strukturah (sm. dalee § 4).

§3. Sqita¸wee svoæstvo rasxirennoæ matricy rasseØniØ

1. Asimptotika rexeniØ i special~nye bazisy. Pust~ uda-

los~ vybrat~ qislo γ ∈ (β, δ_0/2) tak, qto, vo-pervyh, (R+iγ)∩σ =

? i, vo-vtoryh, v polose (2.7) pomimo μ1, . . . , μM raspoloßeny

sobstvennye qisla λ_1, . . . , λ_m i λ_{−1} = λ_1, . . ., λ_{−m} = λ_m, priqem

72 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV

Im λ_j < 0 pri j = 1, . . . , m. Polnu¸ algebraiqesku¸ kratnost~ mnoßestva {λ_1, . . . , λ_m} ⊂ σ oboznaqim κ_γ i poloßim N_γ = N + κ_γ . Pod V^{±1}, . . . , V^{±κγ} podrazumevaem umnoßennye na srezku χ ffksponencial~nye rexeniØ (2.8), otveqa¸wie λ_{±1}, . . ., λ_{±m}, a L_{+γ} i L_{−γ} – ih lineænye oboloqki, soderßawie sootvetstvenno ffksponencial~no rastuwie i ffksponencial~no zatuha¸wie funkcii. Kak i ranee, vvedem vesovoe prostranstvo s otdelennoæ asimptotikoæ D_γ = D^l_γ W (Ω) u L_{−γ} u L u L_{+γ} .

Predloßenie 3.1 (sm. [11] i teoremu 5.1.4 [5]). Esli u ∈

D^l_{−γ} W (Ω) – rexenie zadaqi (2.2) s pravoæ qast~¸ (f, g) ∈ R^l_γ W (Ω), to u ∈ D_γ i vypolnØetsØ neravenstvo ||u; D_γ|| 6 c ( ||(f, g); R^l_γW (Ω)|| + ||u; L_2(Ω_0)^T || ) , gde Ω_0 – kompakt v Ω, mes_n Ω_0 > 0, a postoØnnaØ c zavisit ot Ω_0, no ne ot u i f, g.

�to utverßdenie nadelØet otobraßenie {L, B} : D_γ → R^l_γ W (Ω) svoæstvami operatora A_{−γ} . Vkl¸qenie u ∈ D_γ sleduet interpretirovat~ kak asimptotiqeskoe predstavlenie rexeniØ zadaqi (2.2) s ostatkom iz D^l_γ W (Ω).

V [6] (sm. takße [5], § 3.2) provereno, qto sobl¸denie nekotoryh usloviæ biortogonal~nosti dlØ sistem ßordanovyh cepoqek, sootvetstvu¸wih λ_{+k} i λ_{−k} = λ_k, obespeqivaet ravenstva q(V^{−j}, V^{+k}) = iδ_{j,k}, q(V^{±j}, V^{±k}) = 0, j, k = 1, . . . , κ_γ. Oni ne soglasu¸tsØ s (2.9), odnako posle vvedeniØ v L_{−γ} u L_{+γ} novogo bazisa

U^{N +p±} = 2^{−1/2}(V^{−p} ± V^{+p}), p = 1, . . ., κ_γ , (3.1)

sootnoxeniØ (2.9) okazyva¸tsØ spravedlivymi pri vseh j, k = 1, . . . , N_γ . Pofftomu ponØtie uhodØwih i prihodØwih voln obobwaetsØ na fflementy faktorprostranstv W^±_γ = D^±_γ /D^l_γ W (Ω), gde

D^±_γ = D^l_γ W (Ω) u L^±_γ = {u ∈ D_γ : π^∓_γ u = 0}

i L^±_γ – lineænaØ oboloqka funkciæ U^{1±}, . . . , U^{Nγ±}. OboznaqeniØ π^±_γ , U^±_γ = (U^{1±}, . . . , U^{Nγ±}), A_γ i t.p., uqityva¸wie izmeneniØ vesovogo indeksa i koliqestvo voln v bazise, raznoqteniæ ne vyzyva¸t. Podqerknem, qto po tem ße priqinam, qto i ranee, forma

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 73 q nepreryvna na D_γ × D_γ . Operator A_γ otveqaet zadaqe (2.2) s novymi usloviØmi izluqeniØ, kotorye iz-za prisutstviØ v oblasti opredeleniØ D(A_γ ) ffksponencial~no rastuwih funkciæ nazovem iskusstvennymi.

2. Operator zadaqi s iskusstvennymi usloviØmi izluqeniØ.

NesmotrØ na ffksponencial~nyæ rost funkciæ U^{N +1±}, . . . , U^{Nγ ±}, niqto ne mexaet dokazat~ dlØ A_γ te ße utverßdeniØ, qto i v p.3 § 2. Poskol~ku ih proverka po suti povtorØet rassußdeniØ iz [7, 16] i [5], §5.3, v fftom razdele izloßenie konspektivnoe.

Teorema 3.2. Operator Aγ : D^−_γ → R^l_γ W (Ω) fredgol~movyæ s nu-

levym indeksom, priqem

ker A_γ = ker A_γ , coker A_γ = {(v, T v|_{∂Ω}) : v ∈ ker A_γ },

t.e. ravenstva (2.14), gde β zameneno na γ, obespeqiva¸t razreximost~ zadaqi (2.2) s iskusstvennymi usloviØmi izluqeniØ.

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto v silu vtoroæ formuly

(2.13), gde β zameneno na γ,

dim ker A_γ = dim coker A_{−γ} , dim ker A_{−γ} = dim coker A_γ .

Dobavim k fftim ravenstvam formulu, vyteka¸wu¸ iz teoremy o prirawenii indeksa (sm. teoremy 4.3.3, 5.1.4(4) v [5])

Ind A_{−γ} − 2N_γ = Ind A_γ ≡ dim ker A_γ − dim coker A_γ

(vyqitaemoe sleva – polnaØ algebraiqeskaØ kratnost~ sobstvennyh qisel puqka (2.6) v polose Π(γ)). Teper~ arifmetiqeskie vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

dim ker A_γ = dim ker A_γ + N_γ , Ind A_{−γ} = −Ind A_γ = N_γ . (3.2)

Tak kak operator {L, B} : D_γ → R^l_γ W (Ω) nasleduet osnovnye svoæstva ot A_{−γ} ,

Ind A_γ = Ind A_{−γ} − dim (D_γ /D^−_γ ) = N_γ − N_γ = 0. (3.3)

˚sno, qto ker A_γ ⊂ ker A_γ ; proverim obratnoe vkl¸qenie. Pust~ u = u^0 + ũ ∈ ker A_γ , u^0 = U^−c, c ∈ C^{Nγ} i ũ ∈ D^l_γ W (Ω). Tak kak q(ũ, u) = q(ũ, u^0) = 0, pri pomowi (2.9) vyvodim

0 = q(u, u) = q(u^0, u^0) = N_γ∑

j=1 c_jc̃_j q(U^{j−}, U^{j−}) = −i|c|^2. (3.4)

74 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV Sledovatel~no, c = 0 i u = ũ ∈ D^l_γ W (Ω), qto i trebovalos~.

V silu (3.3) razmernost~ podprostranstva coker A_γ ravna dim ker A_γ = dim ker A_γ . Takoe ße koliqestvo lineæno nezavisimyh usloviæ ukazano formuloæ (2.14), gde vmesto β napisano γ. Poskol~ku A_γ – sußenie operatora A_{−γ} , neobhodimost~ fftih usloviæ razreximosti oqevidna. Teorema dokazana.

3. RasxirennaØ matrica rasseØniØ i prirawenie razmernosti Ødra. Pri uqete predloßeniØ 3.1 poloßim

ker A_{−γ} = ker A_γ u L(ζ), (3.5)

gde ζ = (ζ^1, . . ., ζ^{Nγ} ) – stroka rexeniæ odnorodnoæ zadaqi (2.2). LineænaØ oboloqka stolbcov π^+_γ ζ^1, . . . , π^+_γ ζ^{Nγ} sovpadaet s C^{Nγ} . V samom dele, esli ffto ne tak, to naædetsØ netrivial~noe rexenie u ∈ L(ζ), podqinennoe sootnoxeni¸ π^+_γ u = 0, a znaqit, v silu (3.4) π^−_γ u = 0 i u ∈ ker A_γ , qto protivoreqit (3.5). Itak, funkcii ζ^1, . . . , ζ^{Nγ} moßno podqinit~ uslovi¸

ζ = U^+_γ + U^−_γ S + ζ̃, ζ̃ ∈ D^l_γ W (Ω). (3.6)

(sr. s (2.16)). Matrica S = (S_{jk}) imeet razmery N_γ × N_γ , b&ol~xie, qem u s. Nazovem S rasxirennoæ matriceæ rasseØniØ. Soglasno formulam (2.9), gde j, k = 1, . . ., N_γ , 0 = q(ζ^j , ζ^k) = iδ_{j,k} − i N_γ∑

p=1 S_{jp}S_{kp}, i pofftomu matrica S unitarnaØ.

OqerednaØ teorema opravdyvaet vvedenie rasxirennoæ matricy rasseØniØ i ØvlØetsØ central~noæ dlØ vseæ stat~i.

Teorema 3.3. Spravedlivo ravenstvo

dim(ker A_β /ker A_γ ) = dim ker(S − I_γ) − dim ker(s − I), (3.7)

gde Ii Iγ – ediniqnye matricy razmerami N × N i Nγ × Nγ soot-

vetstvenno.

Dokazatel~stvo teoremy 3.3 privoditsØ dalee v p. 5. RasxirennaØ matrica rasseØniØ S = S_γ moßet byt~ opredelena pri l¸bom indekse γ, udovletvorØ¸wim usloviØm γ ∈ (0, δ_0/2)

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 75

i (R+ iγ) ∩ σ = ?. Esli kofffficienty operatorov L i B ne za-

visØt ot peremennoæ z vne xara B_R, to δ_0 = +∞; inymi slovami, zapretnym dlØ vesovogo pokazatelØ ØvlØetsØ tol~ko sqetnoe mnoßestvo {τ : τ = Im λ, λ ∈ σ}. Iz teoremy 3.3 vytekaet

Sledstvie 3.4. Summa dim ker Aγ +dim ker(Sγ −Iγ) ne zavisit ot

γ, t.e. ØvlØetsØ invariantom kraevoæ zadaqi (2.2).

Pust~ po kakim-libo priqinam okazalos~, qto ker A_γ = {0}. Togda v sootvetstvii s (3.7) qislo (lineæno nezavisimyh) ffksponencial~no zatuha¸wih rexeniæ odnorodnoæ zadaqi (2.2) ravno dim ker A_β = dim ker(S_γ − I_γ) − dim ker(s − I).

4. SvØz~ matric s i S. Vvedem oboznaqeniØ

U^±_{(1)} = (U^{1±}, . . . , U^{N±}), U^±_{(2)} = (U^{N +1±}, . . . , U^{Nγ±}).

Teper~ formula (3.6) perepisyvaetsØ sledu¸wim obrazom:

ζ_{(1)} = U^+_{(1)} + U^−_{(1)}S_{(11)} + U^−_{(2)}S_{(21)} + ζ̃_{(1)}, ζ_{(2)} = U^+_{(2)} + U^−_{(1)}S_{(12)} + U^−_{(2)}S_{(22)} + ζ̃_{(2)},

(3.8)

priqem bloki S_{(11)} i S_{(22)} ime¸t razmery N × N i (N_γ − N ) × (N_γ − N ) sootvetstvenno, S = ( S_{(11)}, S_{(12)} S_{(21)}, S_{(22)} ) . Lemma 3.5. Pust~ h – stolbec i l – stroka iz C^{Nγ −N} . Esli

S_{(22)}h = h i lS_{(22)} = l, to S_{(12)}h = 0 i lS_{(21)} = 0.

Dokazatel~stvo. Proverim utverßdenie dlØ stroki (stolbec

rassmatrivaetsØ analogiqno). Dopolnim l nulØmi sleva do dliny N_γ . Tak kak S – unitarnaØ matrica, poluqaem |(0, l)S| = |l|. S drugoæ storony, |(0, l)S|^2 = |lS_{(21)}|^2 + |lS_{(22)}|^2 = |lS_{(21)}|^2 + |l|^2.

Takim obrazom, |lS_{(21)}| = 0, qto i trebovalos~.

Proverku oqerednogo utverßdeniØ otkladyvaem do sledu¸wego razdela.

76 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV

Predloßenie 3.6. Spravedlivo ravenstvo

s = S_{(11)} − S_{(12)}(I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)}, (3.9)

gde I(2) – ediniqnaØ matrica razmerom (N − Nγ ) × (N − Nγ ).

Podqerknem, qto blagodarØ lemme 3.5 vyqitaemoe v (3.9) opredeleno odnoznaqno daße v tom sluqae, kogda 1 – sobstvennoe qislo matricy S_{(22)}.

5 . Dokazatel~stva. DlØ kratkosti funkcii iz D^l_γ W (Ω) obozna-

qaem mnogotoqiem. V silu (3.1) ravenstva (3.8) preobrazu¸tsØ v takie:

ζ_{(1)} = U^+_{(1)} + U^−_{(1)}S_{(11)} + 2^{−1/2}(V^− − V^+)S_{(21)} + . . . ,

ζ_{(2)} = 2^{−1/2}(V^− + V^+ )+ U^−_{(1)}S_{(12)} + 2^{−1/2}(V^− − V^+)S_{(22)} + · · · =

= 2^{−1/2}V^+ (I_{(2)}− S_{(22)})+ U^−_{(1)}S_{(12)} + 2^{−1/2}V^−(I_{(2)}+ S_{(22)})+ . . .

Zdes~ V^± = (V^{±1}, . . . , V^{±(Nγ −N )}), priqem stroka V^+ (stroka V^−) sostavlena iz ffksponencial~no rastuwih (ubyva¸wih) funkciæ. Umnoßim formulu dlØ ζ_{(2)} sprava na (I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)} i vyqtem rezul~tat iz ζ_{(1)}. Imeem

ζ^0 ≡ ζ_{(1)} − ζ_{(2)}(I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)} =

= U^+_{(1)} + U^−_{(1)}{S_{(11)} − S_{(12)}(I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)}}− (3.10)

− 2^{−1/2}V^−(S_{(21)} + (I_{(2)} + S_{(22)})(I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)}) + . . .

Podqerknem, qto (I_{(2)} −S_{(22)})^{−1} – obratnyæ operator k I_{(2)}−S_{(22)} : J^⊥ → J^⊥, gde C^{Nγ −N} = J^⊥ ⊕ J^0 i J^0 = ker(I_{(2)} − S_{(22)}). Tak kak v silu lemmy 3.5 S_{(21)}C^N ⊂ J^⊥ i S_{(12)}J^0 = {0}, vse predyduwie deæstviØ dopustimy. Po postroeni¸ V^− ∈ D^l_β(Ω)^{Nγ −N} , a znaqit, pri uqete teoremy 3.2 zakl¸qaem, qto stroki η i ζ^0 iz (2.18) i (3.10) sovpada¸t s toqnost~¸ do slagaemyh iz D^l_β W (Ω)^{Nγ −N} . Tem samym formula (3.9) proverena.

Pereædem k dokazatel~stvu osnovnoæ teoremy 3.3. L¸boæ fflement faktorprostranstva kerA_{−γ} /kerA_γ , soderßawego kerA_β /kerA_γ , imeet svoim predstavitelem lineænu¸ kombinaci¸

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 77 faktorprostranstvo

ζ^0 ≡ ζ_{(1)}h_{(1)} + ζ_{(2)}h_{(2)} = = U^+_{(1)}h_{(1)} + U^−_{(1)}(S_{(11)}h_{(1)} + S_{(12)}h_{(2)})+

+ 2^{−1/2}V^+ (S_{(21)}h_{(1)} + (I_{(2)} − S_{(22)})h_{(2)})−

− 2^{−1/2}V^−(S_{(21)}h_{(1)} − (I_{(2)} + S_{(22)})h_{(2)}) + . . .

(3.11)

Vkl¸qenie ζ^0 ∈ D^l_β W (Ω) oznaqaet, qto iz razloßeniØ (3.11) isqeza¸t volny U^±_{(1)} i V^+ . Takim obrazom, ono ffkvivalentno ravenstvam h_{(1)} = 0, S_{(12)}h_{(2)} = 0, S_{(22)}h_{(2)} = h_{(2)}.

V silu lemmy 3.5 poslednee ravenstvo vleqet srednee. Itak,

dim(kerA_β/kerA_γ ) = dim ker(I_{(2)} − S_{(22)}). (3.12)

Ostalos~ ubedit~sØ v tom, qto u sootnoxeniæ (3.7) i (3.12) odinakovye pravye qasti. Pust~ h – stolbec iz C^{Nγ} , a h_{(1)} i h_{(2)} – sostavlØ¸wie ego stolbcy iz C^N i C^{Nγ −N} (h_{(1)} otsekaetsØ sverhu). Esli h ∈ ker(I_γ − S), to v sluqae h_{(1)} = 0 vidim, qto h_{(2)} ∈ ker(I_{(2)} − S_{(22)}), a v sluqae h_{(1)} ≠ 0 prihodim k formulam h_{(2)} = −(I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)}h_{(1)} i

{S_{(11)} − S_{(12)}(I_{(2)} − S_{(22)})^{−1}S_{(21)}}h_{(1)} = h_{(1)},

t.e. vvidu predloßeniØ 3.6 h_{(2)} – netrivial~nyæ fflement podprostranstva ker(I_{(2)} − S_{(22)}). Takim obrazom,

dim ker(I_γ − S) > dim ker(I_{(2)} − S_{(22)}) + dim ker(I− s). (3.13)

Povtorenie rassußdeniæ v obratnom porØdke privodit k zamene znaka ” > ” v (3.13) na ” 6 ”. Teorema 3.3 dokazana.

§4. DifrakciØ ploskoæ volny na periodiqeskoæ granice

1. Postanovka zadaqi. Pust~ H – gladkaØ 2π - periodiqeskaØ

funkciØ i R^2_H = {x = (x_1, x_2) : x_2 > H(x_1)}. Rassmotrim zadaqu o padenii ploskoæ akustiqeskoæ volny na periodiqesku¸ poverhnost~ ∂R^2_H. Izvestno (sm. [17, 18]), qto odnorodnaØ zadaqa Dirihle dlØ operatora Gel~mgol~ca Δ+k^2 v R^2_H ne imeet ffksponencial~no zatuha¸wih pri x_2 → +∞ rexeniæ (poverhnostnyh

78 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV voln). Cel~ fftogo paragrafa – pokazat~, qto v sluqae usloviæ Neæmana takie volny vozmoßny. Kak obyqno, zadaqa uprowaetsØ putem postanovki usloviæ kvaziperiodiqnosti na bokovyh storonah polupolosy Ω = {x ∈ R^2_H : x_1 ∈ (0, 2π)} s krivolineænym osnovaniem Γ = {x ∈ ∂R^2_H : x_1 ∈ (0, 2π)}:

△u(x) + k^2u(x) = 0, x ∈ Ω; ∂_nu(x) = 0, x ∈ Γ;

∂^m_1 u(0, x_2) = exp(2πiα)∂^m_1 u(2π, x_2), m = 0, 1, x_2 > H(0).

(4.1)

Zdes~ ∂_j = ∂/∂x_j i ∂_n – proizvodnaØ vdol~ vnexneæ normali n = (n_1, n_2). Parametry α i k harakterizu¸t ugol padeniØ i dlinu volny. DlØ uproweniØ formul sqitaem, qto

α ∈ (−1/2, 0), k^2 ∈ (α^2, [1 + α]^2). (4.2)

Kak upominalos~ v p.4 § 2, poluqennye v stat~e rezul~taty primenimy k zadaqe (4.1). V sluqae (4.2) sobstvennye qisla puqka (2.6) (obyknovennoe differencial~noe uravnenie na otrezke G = (0, 2π)) okazyva¸tsØ prostymi, priqem λ^±_0 = ±θ_0 , λ^±_n = ±iθ_n, gde n ∈ N i θ_m = |k^2 − (α + m)^2|^{1/2}. Vyberem vesovye pokazateli tak, qtoby 0 < β < θ_1 < γ < θ_2. Togda dimL = 2 i dimL_{±γ} = 1. Krome togo, prØmye vyqisleniØ dostavlØ¸t bazis v lineale W_γ , podqinennyæ usloviØm (2.9):

U^{1±}(x) = (4πθ_0)^{−1/2}exp{iαx_1 ± iθ_0x_2},

U^{2±}(x) = (8πθ_1)^{−1/2}exp{i(1 + α)x_1}[exp(−θ_1x_2) ∓ iexp(θ_1 x_2)].

(4.3)

Nakonec, odno iz figuriru¸wih v (3.5) rexeniæ odnorodnoæ zadaqi (4.1) obladaet asimptotikoæ

ζ^2 = U^{2+} + U^{1−}S_{12} + U^{2−}S_{22} + ζ̃^2, (4.4)

gde |∇^α_xζ̃^2(x)| = O(e^{−θ2x2} ) i (S_{12}, S_{22})^t – pravyæ stolbec rasxirennoæ matricy rasseØniØ (ona imeet razmer 2 × 2).

DlØ dostißeniØ celi vospol~zuemsØ teoremoæ 3.3, obespeqiva¸weæ suwestvovanie poverhnostnoæ volny pri uslovii

S_{22} = 1. (4.5)

V samom dele, blagodarØ predloßeni¸ 3.6 iz (4.5) vyvodim, qto S_{21} = S_{12} = 0 i S_{11} = s, t.e. soglasno formule (3.7)

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 79 dim kerA_β = 1 + dim kerA_γ > 1. V sledu¸wih razdelah budut podobrany poloßitel~nye qisla ε, Λ i funkciØ h, takie, qto pri

k^2 = (1 + α)^2 − Λ^2ε^4, H(x_1) = εh(x_1) (4.6)

uslovie (4.5) vypolnØetsØ. Podqerknem, qto parametr ε mal, t.e. sobstvennoe qislo k^2 iz (4.6) popadaet na nepreryvnyæ spektr [α^2, +∞) zadaqi (4.1). Neobhodimye svoæstva funkcii h formuliru¸tsØ v terminah kofffficientov h_m = h_m rØda Fur~e h(x) = ∑ m∈Z^{hmexp(imx1), (4.7)} t.e. ne pred¨ØvlØ¸tsØ trebovaniØ k simmetrii oblasti. Za sqet sdviga naqala koordinat dobivaemsØ ravenstv h_0 = 0 i h(0) = 0.

2. PromeßutoqnaØ asimptotika. Rassmotrim predel~noe zna-

qenie k^2_0 = (1 + α)^2 parametra k^2 (v oboznaqeniØ vvodim znaqok “o”). Poskol~ku θ_0 = (1 + 2α)^{1/2} i θ_1 = 0, v bazise

U^{1±}_0 (x) = (4πθ_0)^{−1/2}exp{i(αx_1 ∓ θ_0x_2)},

U^{2±}_0 (x) = (4π)^{−1/2}exp{i(1 + α)x_1}(1 ∓ ix_2)

(4.8)

net ffksponencial~no rastuwih voln, t.e. pri k^2 = k^2_0 obyqnaØ matrica rasseØniØ s^0 priobretaet razmer 2 × 2 (v sluqae (4.6) s – skalØr). Stolbec (s^0_{21}, s^0_{22}) soderßit kofffficienty razloßeniØ (2.16) rexeniØ zadaqi (4.1)_0 (poloßili k = k_0)

η^2_0 = U^{2+}_0 + U^1_0 s_{12} + U^{2−}_0 s_{22} + η̃^2_0 . (4.9)

Vvidu slaboæ iskrivlennosti granicy Γ netrudno naæti naqal~- nye qleny asimptotiki η^2_0 = η^2_{00} + εη^2_{01} + ε^2η^2_{02} + . . . V qastnosti, Ω = (0, 2π) × R_+ pri ε = 0 i η_{00}(x) = π^{−1/2}exp{i(1 + α)x_1}. Sledu¸- wie kofffficienty stroØtsØ pri pomowi asimptotiqeskoæ procedury, opisannoæ, naprimer, v [19]. Metod Fur~e daet Øvnye formuly, kotorye pokazyva¸t, qto

s^0_{12} = −2iεX + O(ε^2), s^0_{22} = 1 − 2ε^2Z + O(ε^3), X = θ^{−1/2}_0 (1 + α)h_{−1}, Z = |X|^2 − iτ |X|^2 − iY, (4.10)

τ = θ^{−1}_2 θ_0, Y = (1 + α)^2 ∑ θ^{−1}_{1−m}m^2|h_m|^2

80 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV (summirovanie vedetsØ po m ∈ {±2, ±3, . . .}). Poluqennye asimptotiki obosnovyva¸tsØ po sheme iz [20; § 7.6].

3. Okonqatel~naØ asimptotika. Pri uslovii (4.6) vyqislim

s toqnost~¸ O(ε) veliqiny S_{22} i S_{12} iz (4.4). DlØ fftogo vospol~zuemsØ podhodom, predloßennym v [21]. Poskol~ku kofffficienty operatora zadaqi (4.1)_0 preterpeva¸t vozmuwenie porØdka ε^4 (sm. (4.6)), rexenie (4.9) moßno preobrazovat~ v “horoxee” priblißenie k rexeni¸ (4.4), priqem v ispravlenii nußda¸tsØ razloßeniØ na beskoneqnosti. Soglasno (4.6) θ_0 = (1 + 2α)^{1/2} + O(ε^4) i θ_1 = ε^2Λ. Sledovatel~no, pogrexnost~ v sootnoxeniØh, svØzyva¸wih bazisy (4.3) i (4.8) na mnoßestve {x ∈ Ω : x_2 < clnε}, U^{1±}(x) ≈ U^{1±}_0 (x), (2Λ)^{1/2}(1 ∓ i)U^{2±}(x) ≈

≈ U^{2+}_0 (x) + U^{2−}_0 (x) ± Λε^2(U^{2+}_0 (x) − U^{2−}_0 (x)),

(4.11)

sostavlØet O(ε^4(1 + x^2)). Zamenim v pravoæ qasti (4.4) volny U^{j±} ih priblißeniØmi iz (4.11). SravnivaØ rezul~tat s (4.9) i uqityvaØ formuly (4.10) dlØ s^0_{12} i s^0_{22}, obnarußivaem iskomu¸ asimptotiku

S_{12} = (i − 1)^{−1}(8Λ)^{1/2}(Λ + Z)^{−1}X + O(ε)

S_{22} = i(Λ − Z)(Λ + Z)^{−1} + O(ε).

(4.12)

Obosnovanie asimptotiqeskih formul poluqaetsØ pri pomowi teh ße rassußdeniæ, qto i v [21].

4. Suwestvovanie poverhnostnyh voln. Fiksiruem veliqinu

Y > 0 iz (4.10). Netrudno ubedit~sØ v tom, qto ReS_{22} > 0 pri malom ε. Sledovatel~no, blagodarØ unitarnosti matricy S ravenstvo (4.5) vyvoditsØ iz sootnoxeniæ

S_{12} = 0, ImS_{22} = 0,

kotorye moßno zapisat~ v vide uravneniæ

X = F_1(X, Λ), Λ = F_2(X, Λ) (4.13)

dlØ neizvestnyh X i Λ iz (4.10) i (4.6). V (4.13)

F_1(X, Λ) = X − (8Λ)^{1/2}(i − 1)(Λ + Z)S_{12},

F_2(X, Λ) = Λ − (2Y )^{−1}ImS_{22}.

(4.14)

RASXIRENNA˚ MATRICA RASSE˚NI˚ 81 Pri malom ε > 0 suwestvovanie rexeniØ sistemy (4.13) na mnoßestve K_ρ = {(X, Λ) ∈ C × R : |X| 6 ρ, |Λ − Y | 6 ρ} vytekaet iz teoremy Brauffra o nepodvißnoæ toqke. Zdes~ sleduet upomØnut~ dva fakta. Vo-pervyh, oqevidnaØ nepreryvnaØ zavisimost~ fflementov matricy S ot parametrov h_1 i Λ ne naruxaetsØ dopolnitel~nymi mnoßitelØmi v (4.14) i (4.10). Vovtoryh, soglasno [20, 21] ravenstva iz (4.10) i (4.12), soderßawie beskoneqno malye O(ε^p), moßno zamenit~ ocenkami s maßorantami cε^p, v kotoryh postoØnnye c ne zavisØt ot (X, Λ) ∈ K_ρ� (qislo ρ^∗ > 0 opredelØetsØ veliqinoæ Y > 0). Takim obrazom, nußnye neravenstva |F_j(X, Λ)| 6 ρ pri (X, Λ) ∈ K_ρ dostiga¸tsØ za sqet umen~xeniØ poloßitel~nyh ε i ρ.

Itak, ustanovleno, qto “nastroæka” parametrov Λ, ε i h, ukazannyh v (4.6), formiruet poverhnostnu¸ volnu v zadaqe (4.1). Pri fftom u funkcii h ostavleny svobodnymi vse kofffficienty rØda Fur~e (4.7), za iskl¸qeniem h_{−1} = h_1.

Literatura

1. D. V. Evans, M. Levitin, D. Vassiliev, Existance theorems for trapped modes. J.

Fluid. Mech. 261 (1994), 21–31.

2. A. N. Popov, O suwestvovanii sobstvennyh kolebaniæ rezonatora, otkrytogo v volnovod. ȷ.T.F. 56, No. 10 (1986), 1916–1922.

3. D. V. Evans, Trapped acoustic modes. IMA J. Appl. Math. 49 (1992), 45–60.

4. V. ı. Gotlib, O rexeniØh uravneniØ Gel~mgol~ca, sosredotoqennyh vblizi ploskoæ periodiqeskoæ granicy. Zap. nauqn. semin. POMI RAN, 250 (1998), 83–96.

5. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevsky, Elliptic problems in domains with piecewise smooth boundaries. Berlin : Walter de Gruyter, 1994.

6. V. G. Maz~Ø, B. A. Plamenevskiæ, O kofffficientah v asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi toqkami.

Math. Nachr. 76 (1977), 39–60.

7. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Principy izluqeniØ dlØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih zadaq. Problemy matem. fiziki. Vyp.12 (1991), 88–124.

8. A. G. Kost¸qenko, A. A. Xkalikov, SamosoprØßennye kvadratiqnye puqki operatorov i fflliptiqeskie zadaqi. FAiP 17, vyp.2 (1983), 38–61.

9. A. A. Xkalikov, �lliptiqeskie uravneniØ v gil~bertovom prostranstve i spektral~nye zadaqi svØzannye s nimi. Trudy seminara im. I. G. Petrovskogo Vyp. 14 (1989), 140–224.

10. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, SamosoprØßennye zadaqi s usloviØmi izluqeniØ na rebrah granicy. Algebra i analiz 4, No. 3 (1992), 196–225.

82 I. V. KAMOCKI`, S. A. NAZAROV

11. V. A. Kondrat~ev, Kraevye zadaqi dlØ fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s koniqeskimi ili uglovymi toqkami. Tr. Mosk. mat. o-va 16 (1967) 209–292.

12. M. S. Agronoviq, M. S. Vixik, �lliptiqeskie zadaqi s parametrom i paraboliqeskie zadaqi obwego vida. Uspehi matem. nauk 19, No. 3 (1964), 53–160.

13. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Ob usloviØh izluqeniØ dlØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih zadaq. Doklady AN SSSR 311, No. 3 (1990), 532–536.

14. S. A. Nazarov, �lliptiqeskie kraevye zadaqi s periodiqeskimi kofffficientami v cilindre. IzvestiØ AN SSSR, SeriØ matem. 45, No. 1 (1981), 101–112.

15. S. A. Nazarov, O kofffficientah v asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq s periodiqeskimi kofffficientami. Vestnik LGU. SeriØ 1, vyp. 3, No. 15 (1985), 16–22.

16. S.A. Nazarov, NesamosoprØßennye fflliptiqeskie zadaqi s polinomial~- nym svoæstvom v oblastØh, ime¸wih cilindriqeskie vyhody na beskoneqnost~. Zap. nauqn. semin. POMI, 249 (1997), 212–231.

17. F. Rellich, Uber das asymptotishe Verhalten der Losungen von in unendlichen Gebieten. Jber. Deutschen Math. Verein, 53 (1943), 57–64.

18. R. Petit Ed., Topics in current Physics. Vol. 22. Springer-Verlag, 1980.

19. S. A. Nazarov, M. V. Ol¸xin, O vozmuweniØh sobstvennyh znaqeniæ zadaqi Neæmana vsledstvie variacii granicy oblasti. Algebra i analiz. 5, No. 2 (1993), 169–188.

20. T. Kato, TeoriØ vozmuweniæ lineænyh operatorov. M.: Mir, 1972. 740 s. 21. I. V. Kamockiæ, S. A. Nazarov, Anomalii Vuda i poverhnostnye volny v zadaqe rasseØniØ na periodiqeskoæ granice. 1. Matem. sbornik 190, No. 1 (1999), 109–138; 2.ibid 190, No. 2 (1990) 43–70.

Kamotskii I. V., Nazarov S. A. An augmented scattering matrix and an exponentially decreasing solution of elliptic boundary-value problem in the domain with cylindrical outlets.

Self-adjoint elliptic boundary-value problem in domain with cylindrical outlets to infinity is considered. The notion of augmented scattering matrix is introduced due to artificial radiation conditions. The properties of augmented scattering matrix are studied and the connection with classical scattering matrix is demonstrated. The central point is possibility to calculate the number of leaner independent solutions of homogeneous problem with fixed rate of decreasing at infinity by analyzing the spectrum of augmented scattering matrix. This property is applied to problem of diffraction on periodical boundary as example.

Postupilo 23 dekabrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN