Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, A. S. Kirpiqnikova

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN OT RAZLIQNYH VOZMUWENI` IMPEDANSA NA GRANICE RAZDELA SRED

V rabote [1] rassmatrivalas~ zadaqa difrakcii fflektromagnitnoæ ploskoæ volny ot skaqka impedansa na granice razdela dvuh sred. Impedans v ploskosti razdela dvuh sred vs¸du, krome uzkoæ polosy, imel postoØnnoe znaqenie. V uzkoæ polose impedans imel drugoe postoØnnoe znaqenie, ne sil~no otliqa¸weesØ ot pervogo.

V nastoØweæ stat~e my proanaliziruem zadaqi difrakcii fflektromagnitnoæ ploskoæ volny ot slabo izmenØ¸wegosØ peremennogo impedansa v polose |x| 6 l. Povedenie rasseØnnoæ volny budet suwestvenno zaviset~ kak ot xiriny fftoæ polosy, tak i ot zakona izmeneniØ impedansa. Rassmotrim polosu, mnogo men~- xe dliny volny: kl ≪ 1, i polosu, sravnimu¸ s dlinoæ volny: kl ∼ O(1).

Budut issledovany sledu¸wie vidy izmeneniØ impedansa (sm. ris. 1):

I. Impedans g pervoæ gruppy zadaq opredelen usloviØmi:

g = { g_0, pri |x| > l/2, g_0 + f(x), pri |x| 6 l/2. (0.1)

Zdes~ funkciØ skaqka f(x) prinimaet razliqnye, no malye, znaqeniØ:

(i) funkciØ lineæno zavisit ot x, prinimaØ znaqeniØ ot 0 do g_1 − g_0 na otrezke [−l/2, 0] i znaqenie ot g_1 − g_0 do 0 na otrez-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) (grant 99-01-00107). 101

102 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR. ke [0, l/2]:

f(x) = (g_1 − g_0) ( 1 + 2x l ) , pri x ∈ [−l/2, 0], (g_1 − g_0) ( 1 − 2x l ) , pri x ∈ [0, l/2], (0.1^′)

Ris. 1.

(ii) funkciØ f(x) ØvlØetsØ gladkoæ monotonno vozrasta¸weæ ot 0 do g_1 − g_0 na otrezke [−l/2, 0] i monotonno ubyva¸weæ ot g_1 − g_0 do 0 na otrezke [0, l/2] funkcieæ. Otmetim, qto kak i v predyduwem sluqae max |f(x)| 6 (g_1 − g_0). DlØ opredelennosti sqitaem, qto zakon izmeneniØ funkcii f(x) ØvlØetsØ kvadratiqnym:

f(x) = (g_1 − g_0) [ 1 − ( 2x l )_2] , pri x ∈ [−l/2, l/2], (0.1^{′′}) (iii) funkciØ f(x) izmenØetsØ skaqkoobrazno: f(x) = g_1 − g_0, pri x ∈ [−l/2, l/2]. (0.1^{′′′})

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 103 II. Impedans g vtoroæ gruppy zadaq difrakcii opredelen tak: (j) impedans lineæno izmenØetsØ s odnogo postoØnnogo znaqeniØ na drugoe:

g = g_0 pri x < −l/2, g_1 pri x > l/2,

g_0 + g_1 − g_0 2 ( 2x l + 1 ) pri |x| 6 l/2. (0.2)

(jj) impedans skaqkoobrazno izmenØetsØ s odnogo postoØnnogo znaqeniØ na drugoe pri x = 0: g = { g_0, pri x < 0,

g_1, pri x > 0.

(0.2^′)

Obwee, ob¨edinØ¸wee rassmatrivaemye zadaqi sostoit v tom, qto izmenenie impedansa na polose ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ |g_1 − g_0| ≪ 1. Vvidu fftogo,

(1) pri issledovanii fflektromagnitnyh voln, rasseØnnyh ot izmenennogo impedansa, budem ishodit~ iz uravneniæ Maksvella dlØ odnorodnoæ izotropnoæ sredy;

(2) dlØ rexeniØ integral~nyh uravneniæ budet primenen metod posledovatel~nyh priblißeniæ.

�lektriqeskaØ i magnitnaØ sostavlØ¸wie polØ E, H udovletvorØ¸t uravneni¸ Gel~mgol~ca, impedansnym usloviØm na granice razdela sred i usloviØm izluqeniØ Zommerfel~da. Pri issledovanii poluqennyh zadaq budet ispol~zovana plodotvornaØ ideØ V. A. Foka [2, 3] o svedenii fftih zadaq k rexeni¸ nekotoryh integral~nyh uravneniæ. Zatem poluqennye integral~nye uravnenniØ issledovalis~ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ.

Vyberem prØmougol~nu¸ sistemu koordinat tak, qtoby ploskost~ xy sovpadala s graniceæ razdela sred, a ploskost~ xz s ploskost~¸ padeniØ volny.

Ugol padeniØ volny (ugol meßdu napravleniem padeniØ volny i os~¸ z) oboznaqim qerez θ_0, ugol prelomleniØ qerez θ_1, ugol skol~ßeniØ volny dlØ verhneæ i nißneæ sred sootvetstvenno oboznaqim qerez φ_j , j = 0, 1.

Obyqno predpolagaetsØ, qto poverhnosti razdela ØvlØ¸tsØ ideal~no provodØwimi. Tak, esli ploskost~ z = 0 prinimaetsØ

104 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

ideal~no provodØweæ, to na neæ stavØtsØ graniqnye usloviØ:

E_y = 0, E_x = 0, pri z = 0.

Estestvennym obobweniem fftih usloviæ ØvlØ¸tsØ usloviØ impedansnogo tipa (sm. [2, 3, 4]). Esli fflektromagnitnoe pole rassmatrivaetsØ v poluprostranstve z > 0, a v poluprostranstve z < 0 imeetsØ bol~xoæ kompleksnyæ pokazatel~ prelomleniØ, to na ego granice stavØtsØ graniqnye usloviØ Leontoviqa

E_y = ZH_x, E_x = −ZH_y , pri z = 0,

svØzyva¸wie tangencial~nye sostavlØ¸wie fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ. Veliqinu Z nazyva¸t volnovym soprotivleniem sredy i Z ne zavisit ot z.

Dva usloviØ na granice razdela sred moßno zamenit~ odnim, esli impedans Z_1 priblißenno sqitat~ ne zavisØwim ot ugla prelomleniØ θ_1.

Togda dlØ sluqaØ E, leßawego v ploskosti padeniØ, imeem z = 0, ∂H_y ∂z + γ_‖H_y = 0, γ_‖ = i ωε c Z_1, Z_1 = √ μ_1 ε_1 , a dlØ sluqaØ E, perpendikulØrnogo ploskosti padeniØ, poluqa- em: z = 0, ∂E_y ∂z + γ_⊥E_y = 0, γ_⊥ = i μω cZ_1 . My poluqili “graniqnoe uslovie tret~ego roda” ili “impedansnoe uslovie”, pri pomowi kotorogo zadaqa o pole v verhneæ srede rexaetsØ polnost~¸, bez obraweniØ k pol¸ v nißneæ sre- de. Itak, pust~ na granicu razdela sred (ploskost~ xy, z = 0) v ploskosti xz padaet fflektromagnitnaØ volna, kotoraØ moßet byt~ predstavlena v vide superpozicii dvuh voln, u odnoæ iz kotoryh vektor E perpendikulØren ploskosti padeniØ, a u drugoæ leßit v fftoæ ploskosti (sm. ris. 2).

SostavlØ¸wie fflektromagnitnogo polØ E_y i H_y v verhneæ srede dlØ dvuh polØrizaciæ oboznaqim qerez u, priqem funkciØ u udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca, standartnym usloviØm izluqeniØ pri r = √ x^2 + z^2 → ∞ i “impedansnym usloviØm” na granice razdela dvuh sred:

Δu + k^2u = 0, (0.3)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 105

Ris. 2. gde k = ω c √ εμ. Uslovie izluqeniØ Zommerfel~da dlØ polØ u formuliruetsØ tak lim_{r→∞} r ( ∂u ∂r − iku ) = 0, Im k > 0, (0.4) i, nakonec, impedansnoe uslovie na granice razdela sred sredu- ¸wee: ∂u ∂z + ikgu = 0, z = 0. (0.5) DlØ impedansa, postoØnnogo na vseæ ploskosti razdela, funkciØ ikg = ikg_0 opredelena vyraßeniØmi ikg_{0‖} = ik √ ε_0μ_1 ε_1μ_0

= ik_1 ε_0 ε_1

= ik_1–_ε, –_ε = ε_0 ε_1

, (0.6_‖) ikg_{0⊥} = ik_0 √ ε_1μ_0 ε_0μ_1

= ik_1 μ_0 μ_1

= ik_1–_μ, –_μ = μ_0 μ_1

, (0.6_⊥)

(ε_1 moßet byt~ bol~xoæ veliqinoæ po modul¸, kogda velika provodimost~ nißneæ sredy σ_1).

Rexenie zadaqi (0.3)–(0.5) s impedansom (0.6) predstavim v vide pada¸weæ i otraßennoæ voln s razliqnymi kofffficientami otraßeniØ dlØ dvuh polØrizaciæ (ih budem otliqat~ znaqkami ⊥ i ‖ v kofffficientah otraßeniØ).

V sluqae impedansnogo graniqnogo usloviØ (0.5) s postoØnnym impedansom g_0 takie rexeniØ ime¸t vid:

u^0_⊥ = E_0e^{ikx sin θ0} [ e^{−ikz cos θ0} + cos θ_0 − g_{0⊥} cos θ_0 + g_{0⊥} e^{ikz cos θ0} ] . (0.7)

106 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR. DrugaØ polØrizaciØ opredelØetsØ formuloæ:

u^0_‖ = H_0e^{ikx sin θ0} [ e^{−ikz cos θ0} + cos θ_0 − g_{0‖} cos θ_0 + g_{0‖} e^{ikz cos θ0} ] . (0.8)

§1. Otraßenie ot impedansa, vozmuwennogo na maloæ polose

(I): Rassmotrim zadaqu otraßeniØ pada¸weæ ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ot granicy razdela dvuh sred, na kotoroæ zadany impedansnye usloviØ (0.1), vozmuwennye na polose xiriny |x| 6 l. Budem predpolagat~, qto xirina polosy ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ po sravneni¸ s dlinoæ volny: l ≪ λ, (λ =^{2π}_k – dlina fflektromagnitnoæ volny).

Pust~ pole u pri z > 0 udovletvorØet zadaqe (0.3)–(0.5). Impedans g v (0.5) opredelen usloviem (0.1): g = { g_0, pri |x| > l/2, g_0 + f(x) pri |x| 6 l/2.

Zdes~ funkciØ skaqka f(x) prinimaet razliqnye, no malye znaqeniØ (i), (ii), (iii).

Rexenie u zadaqi (0.3)–(0.5) predstavim v vide summy neizvestnogo slagaemogo U i izvestnogo rexeniØ fftoæ ße zadaqi u^0, no s postoØnnym impedansom g_0:

u = U + u^0. (1.1)

V formule (1.1) u^0 oznaqaet libo u^0_⊥, libo u^0_‖, (sm. formuly (0.7)–(0.8)), v zavisimosti ot napravlennosti pada¸wego polØ.

DlØ funkcii U poluqim sledu¸wu¸ zadaqu (usloviØ izluqeniØ udovletvorØ¸t ravenstvu (0.4) dlØ funkcii U ):

ΔU + k^2U = 0, z > 0, k ≡ k_0, (1.2) ∂U ∂z + ikgU = −iku^0 { 0, pri |x| > l/2, z = 0, f(x), pri |x| 6 l/2, z = 0. (1.3)

Rexenie zadaqi (1.2)–(1.3) naædem, ispol~zuØ funkci¸ Grina dlØ postoØnnogo impedansa.

FunkciØ Grina G(M, M_0) udovletvorØet zadaqe

(Δ + k^2)G(M, M_0) = −δ(M − M_0), z > 0, (1.4)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 107 ∂G ∂z + ikg_0G = 0, z = 0, (1.5)

i uslovi¸ izluqeniØ (0.4).

S pomow~¸ funkcii Grina rexenie zadaqi (1.2)–(1.3) moßet byt~ predstavleno v vide U (x, z) = −ik l/2∫ −l/2 f(x^′)U (x^′, 0)G(x, z; x^′, 0)dx^′−

−ik l/2∫ −l/2 f(x^′)u^0(x^′, 0)G(x, z; x^′, 0)dx^′. (1.6)

Formulu (1.6) budem rassmatrivat~ na granice razdela, t.e. pri z = 0: U (x, 0) = −ik l/2∫ −l/2 f(x^′)U (x^′, 0)G(x, 0; x^′, 0)dx^′−

−ik l/2∫ −l/2 f(x^′)u^0(x^′, 0)G(x, 0; x^′, 0)dx^′. (1.7)

Podstaviv v formulu (1.7) znaqenie funkcii Grina G(M, M_0), poluqim integral~noe uravnenie Fredgol~ma vtorogo roda dlØ nahoßdeniØ rexeniØ zadaqi (1.2), (1.3) pri z = 0.

ZnaØ U (x, 0), po formule (1.6) naædem U (x, z). Podstaviv U (x, z) v ravenstvo (1.1), okonqatel~no otywem rexenie iskomoæ zadaqi (0.3)–(0.5). Rexenie u^0 dlØ postoØnnogo impedansa g_0 opredeleno formulami (0.7)–(0.8).

ObratimsØ k nahoßdeni¸ funkcii Grina.

Postroenie funkcii G(M, M_0) provedem standartnym metodom preobrazovaniØ Fur~e G(M, M^′) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ik(x−x′)ξ} kG_1(z, z^′, ξ)dξ.

108 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

Okonqatel~no funkciØ Grina G_1(z, z^′, ξ), predstavlØetsØ v vide

G_1(z, z^′, ξ) = (1.8)

= e^{ik(z−z′)} √_{1−ξ2} ( √ 1−ξ^2 + g_0)+e^{ik(z+z′ )} √_{1−ξ2} ( √ 1−ξ^2 − g_0) −2ik √ 1 − ξ^2( √ 1 − ξ^2 + g_0) , z > z^′, e^{ik(z′−z)} √_{1−ξ2} ( √ 1−ξ^2 + g_0)+e^{ik(z′+z)} √_{1−ξ2} ( √ 1−ξ^2 − g_0) −2ik √ 1 − ξ^2( √ 1 − ξ^2 + g_0) , z < z^′. ObrawaØ vnimanie na to, qto v integral~nom uravnenii (1.6) znaqenie funkcii Grina neobhodimo znat~ lix~ pri z^′ = 0, poluqim dlØ funkcii Grina v fftom sluqae formulu:

G(x, z; x^′, z^′ = 0) = i 2π ∞∫ −∞ e^{ik[(x−x′)ξ+z} √_{1−ξ2]} √ 1 − ξ^2 + g_0 dξ. (1.9) Rexenie integral~nogo uravneniØ (1.7) naædem priblißenno s pomow~¸ metoda iteraciæ, tak kak Ødro integral~nogo uravneniØ na malom promeßutke integrirovaniØ kl ≪ 1 libo malo, libo ograniqeno, tak kak max |f(x)| 6 |g_1 −g_0| ≪ 1 ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ po uslovi¸ zadaqi.

Za naqal~noe priblißenie vyberem izvestnu¸ pravu¸ qast~:

U^{(0)}(x, 0) = −ik l/2∫ −l/2 f(x^′)u^0(x^′, 0)G(x, 0; x^′, 0)dx^′, (1.10)

gde G(x, 0; x^′, 0) opredelena vyraßeniem (1.9). Togda naqal~noe priblißenie iskomoæ funkcii U^{(0)}(x, z) nahoditsØ po formule: U^{(0)}(x, z) = −ik l/2∫ −l/2 f(x^′) [ − ik l/2∫ −l/2 f(x^{′′})u^0(x^{′′}, 0)G(x^′, 0; x^{′′}, 0)dx^{′′} ] ×

×G(x, z; x^′, 0)dx^′ − ik l/2∫ −l/2 f(x^′)u^0(x^′, 0)G(x, z; x^′, 0)dx^′. (1.11)

Nas budet interesovat~ povedenie polØ v dal~neæ ot vozmuwennogo impedansa oblasti, t.e. my iwem pole, rasseØnnoe ot fftogo vozmuweniØ.

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 109 V oblasti kr ≫ 1, r = √ (x − x^′)^2 + z^2 funkciØ Grina (1.9) imeet vid G(x, z; x^′, 0) = i 2 sin φ (sin φ + g_0) √ 2 πkr e^{i(kr− π4 )} ( 1 + O ( 1 kr )) . (1.12)

Zdes~ ugol φ est~ uglovaØ koordinata toqki nabl¸deniØ.

V sluqae, kogda obe toqki (istoqnika i nabl¸datelØ) leßat na granice razdela (pri z = 0), funkciØ Grina predstavlØetsØ takße formuloæ (1.12), no dlØ r = |x − x^′|.

Issleduem pervoe priblißenie k rexeni¸ integral~nogo uravneniØ (1.7).

Pust~ toqka nabl¸deniØ raspolagaetsØ v zone, dalekoæ ot vozmuweniØ impedansa, (k|x| ≫ 1), i, krome togo, otrezok, na kotorom vozmuwen impedans, mal kl ≪ 1.

Asimptotiqeskoe povedenie funkcii G pri k|x − x^′| ≫ 1 privodit k sledu¸wemu vyraßeni¸ dlØ iteracii U^0(x, 0):

U^0(x, 0) ∼ k 2 A^0 ( sin φ sin φ + g_0 )√ 2 πk|x| e^{i(k|x|− π4 )}×

× ( 1 + O ( 1 k|x| ))^{l/2}∫ −l/2 f(x^′)dx^′. (1.13)

Po uslovi¸ zadaqi v formule (1.13) max |f(x)| 6 |g_1 − g_0| malaØ veliqina i zavisit ot polØrizacii fflektromagnitnogo polØ. Sootvetstvenno, dlØ raznyh polØrizaciæ znaqenie amplitudnogo mnoßitelØ u polØ u^0(x^′, 0) pri ffksponente exp{−ikx^′ cos φ_0} tak ße budet razliqnym:

A^0_⊥ = E_0 [ 2 sin φ_0 sin φ_0 + g_{0⊥} ] , (1.14)

A^0_‖ = H_0 [ 2 sin φ_0 sin φ_0 + g_{0‖} ] . (1.15)

Ispol~zuØ znaqenie iteracii U^0(x, 0), zapixem pervoe priblißenie neizvestnoæ funkcii U (x, z), oboznaqennoe qerez U^0(x, z), formuloæ: U^0(x, z) = −ik l/2∫ −l/2 f(x^′)(U^0(x^′, 0) + u^0(x^′, 0))G(x, z; x^′, 0)dx^′. (1.16)

110 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

Okonqatel~no, iz formuly (1.16) poluqim dobavoqnoe k pada- ¸weæ volne u^0 slagaemoe v vide proizvedeniØ cilindriqeskoæ volny s kofffficientom rasseØniØ F (φ_0, φ) na veliqinu porØd-

ka (k^{l/2} ∫ −l/2 f(x^′)dx^′):

U^0(x, z) ∼ E_0(H_0) √ 2 πkr e^{i(kr− π4 )}F (φ_0, φ)k l/2∫ −l/2 f(x^′)dx^′× ( 1 + O(kl(g_1 − g_0) ) , (1.17)

F (φ_0, φ) = sin φ (sin φ + g_{0⊥(‖)}) sin φ_0 (sin φ_0 + g_{0⊥(‖)})

. (1.18)

Zameqanie. Otmetim, qto

(i) v sluqae, kogda funkciØ f(x) approksimiruetsØ lineænoæ

funkcieæ i opredelena formuloæ (0.1^′), integral k^{l/2} ∫ −l/2 f(x^′)dx^′ raven (g_1 − g_0) kl/2;

(ii) esli funkciØ f(x) podqinena kvadratiqnomu zakonu izme-

neniØ (0.1^{′′}), to integral k^{l/2} ∫ −l/2 f(x^′)dx^′ raven (g_1 − g_0)2/3kl.

(iii) skaqkoobraznoe izmenenie funkcii f(x) privodit integral k l/2∫ −l/2 f(x^′)dx^′ k ravenstvu (g_1 − g_0)kl.

Skaqok impedansa (g_1 − g_0) po uslovi¸ zadaqi mal i kl ≪ 1. Okonqatel~no, poluqim formulu dlØ polØ, rasseØnnogo ot vozmuweniØ (0.1) impedansa na otrezke kl ≪ 1.

Vypixem vyraßenie dlØ iteracii U^0(x, z) pri kr ≫ 1 s uqetom togo, qto |kl| ≪ 1

U^0(x, z) ∼ E_0(H_0) sin φ (sin φ + g_{0⊥(0‖)}) sin φ_0 (sin φ_0 + g_{0⊥(0‖)}) √ 2 πkr e^{i(kr− π4 )}×

× [ k l/2∫ −l/2 f(x^′)dx^′ ]( 1 + O ( kl(g_1 − g_0) )) . (1.19)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 111

Vyraßenie v kvadratnyh skobkah [ k l/2∫ −l/2 f(x^′)dx^′ ] dlØ treh slu-

qaev (i), (ii) i (iii) razliqnyh vozmuweniæ f(x) impedansa ocenivaetsØ veliqinoæ

(g_1 − g_0)kl/2 6 k l/2∫ −l/2 f(x^′)dx^′ 6 (g_1 − g_0)kl,

zavisØweæ ot skaqka impedansa

(g_{1⊥} − g_{0⊥}) = √ μ_0 ε_0 [√ ε_2 μ_2 − √ ε_1 μ_1 ] , (1.20)

(g_{1‖} − g_{0‖}) = √ ε_0 μ_0 [√ μ_2 ε_2 − √ μ_1 ε_1 ] , (1.21)

i ot xiriny polosy |kl| ≪ 1, na kotoroæ proishodit skaqok impedansa.

DifrakciØ ot impedansa, vozmuwennogo (gladko ili skaqkoobrazno) na otrezke |x| 6 l pri |kl| ≪ 1 po formule (0.1), (sluqai (i), (ii), (iii)), podobna difrakcii ot toqeqnogo istoqnika, sosredotoqennogo na osi y-ov.

Sravnim lineænoe i kvadratiqnoe izmenenie impedansa (i), (ii) nastoØweæ raboty s rezul~tatami raboty [1], gde rassmotreno skaqkoobraznoe izmenenie impedansa: (iii) f(x) = g_1 − g_0, g_0 ≈ g_1, na malom promeßutke |kl| ≪ 1. Okazalos~, qto kaqestvennaØ kartina iz-za malosti polosy izmeneniØ impedansa vo vseh treh sluqaØh sovpadaet. Koliqestvenno ffta raznica kolebletsØ ot 1 do 1/2 v kofffficiente kl(g_1 − g_0).

Sovsem drugoe povedenie my imeem, issleduØ zadaqu difrakcii ot impedansa, vozmuwennogo na koneqnom promeßutke.

§2. Otraßenie ot impedansa (0.1), vozmuwennogo na koneqnom promeßutke

(II): Rassmotrim zadaqu difrakcii ot impedansa vida (0.1), vozmuwennogo na polose koneqnoæ xiriny kl ∼ O(1).

Issleduem pervoe priblißenie k rexeni¸ integral~nogo uravneniØ (1.7) v sluqae koneqnogo otrezka, na kotorom vozmuwen impedans (0.1).

112 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

Pust~ toqka nabl¸deniØ raspolagaetsØ v dal~neæ ot vozmuweniØ impedansa zone (kr ≫ 1) i otrezok, na kotorom vozmuwen impedans, ograniqen kl ∼ O(1).

Predstavim sledu¸wim integralom pervu¸ iteraci¸ U^0(x, z) k neizvestnomu slagaemomu U (x, z) rexeniØ vida (1.1) rassmatrivaemoæ zadaqi difrakcii: U^0(x, z) = −ik l/2∫ −l/2 f(x^′)u^0(x^′, 0)G(x, z; x^′, 0)dx^′. (2.1)

Na koneqnom promeßutke integrirovaniØ ispol~zovanie metoda iteraciæ pri rexenii integral~nogo uravneniØ (1.16) opravdano tem, qto funkciØ f(x) mala po uslovi¸ zadaqi. Znaqenie fftoæ funkcii ograniqeno sverhu veliqinoæ raznosti g_1 − g_0, g_0 ≈ g_1.

PodstavlØØ v integral (2.1) znaqenie funkcii Grina G(M, M^′) (1.12) pri kr ≫ 1 i rexenie u^0 (formuly (0.7)–(0.8)) dlØ posto- Ønnogo impedansa, poluqim integral

U^0(x, z) = C^0 l/2∫ −l/2 f(x^′) g_1 − g_0 e^{ik(x−x′) cos φ0} e^{ikr} √ kr dx^′. (2.2)

Zdes~ C^0 est~ podintegral~nyæ mnoßitel~, nezavisØwiæ ot peremennoæ integrirovaniØ x^′, ravnyæ

C^0 = kE_0(H_0)F (φ_0, φ)(g_1 − g_0) √ 2 π e^{−i π4} e^{−ikx cos φ0} . (2.3)

Sdelaem v integrale (2.2) zamenu peremennoæ x − x^′ = r cos φ, −dx^′ = drcosφ, (2.4) i togda poluqim tri raznyh integrala, sootvetstvu¸wih trem rassmatrivaemym vidam impedansa ((i), (ii), (iii)) formuly (0.1):

(i) Pereædem k issledovani¸ zadaqi difrakcii ot vozmuwennogo lineæno na koneqnom promeßutke impedansa (0.1^′):

U^0_i (x, z) =

= −C^0 cos φ {[ 1 + 2x l ]^r0∫ r_{−l/}2 + [ 1 − 2x l ]^{rl/2}∫ r0 } e^{ikr[1+cos φ cos φ0]} dr √ kr +

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 113 + 2C^0 cos^2 φ kl {^r0∫ r_{−l/}2 − r_{l/}2∫

r0 } e^{ikr[1+cos φ0 cos φ]} √ krdr, (2.5) gde r_{l/2} = √ (x − l/2)^2 + z^2, r_{−l/2} = √ (x + l/2)^2 + z^2, r_0 = √ x^2 + z^2.

Dalee dlØ vyqisleniØ U^0_i (x, z) vospol~zuemsØ podstanovkoæ

kr[1 + cos φ_0 cos φ] = t^2, k[1 + cos φ_0 cos φ] dr = 2t dt, (2.6)

i vvedem oboznaqenie dlØ integrala FrenelØ: Φ ( z √ i ) = 2 √ iπ z∫ 0 e^{it2} dt. (2.7) Togda s pomow~¸ formul (2.6), (2.7) zapixem integral U^0_i (x, z) v vide:

U^0_i (x, z) =

2C^0 √ iπ cos^2 φ kl √ 1+cos φ_0 cos φ [ r_{−l/2}Φ ( t_{∗∗} √ i ) +r_{l/2}Φ ( t_∗ √ i ) −2r_0Φ ( t_0 √ i )] +

+ 2C^0i cos^2 φ k^2l[1 + cos φ_0 cos φ]^{3/2} { [t_{∗∗}e^{it2∗∗} + t_∗e^{it2∗} − 2t_0e^{it20} ]+

+ √ πi 2 [ Φ ( t_{∗∗} √ i ) + Φ ( t_∗ √ i ) − 2Φ ( t_0 √ i )]} , (2.8)

gde parametry t_∗, t_{∗∗} i t_0 ravny:

t_∗ = √ kr_{l/2}[1 + cos φ_0 cos φ], t_{∗∗} = √ kr_{−l/2}[1 + cos φ_0 cos φ],

t_0 = √ kr_0[1 + cos φ_0 cos φ]. (2.9)

PodstavlØØ v (2.8) znaqenie C^0, poluqim pervu¸ iteraci¸ k rexeni¸ u^0 pri difrakcii ot lineænogo vozmuweniØ (0.1^′) impedansa na koneqnom promeßutke. Pri fftom otmetim, qto tret~Ø

114 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

gruppa slagaemyh integralov FrenelØ, soderßawih v znamenatele bol~xoæ parametr kr ≫ 1, mala po sravneni¸ s pervoæ. VtoraØ gruppa slagaemyh predstavlØet iz sebØ cilindriqeskie volny, rasseiva¸wiesØ ot toqek x = −l/2, 0, l/2, v kotoryh proishodit izmenenie znaqeniæ impedansa (0.1^′). Okonqatel~no imeem:

U^0_i (x, z) = − √ 2E_0(H_0) cos φF (φ_0, φ)(g_1 − g_0)e^{−ikx cos φ0} √ 1+cos φ_0 cos φ ×

× {( 1 + 2x l )[ Φ ( t_0 √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i ) + e^{i(t20+π/4)} √ πt_0 − e^{i(t2∗∗+π/4)} √ πt_{∗∗} ]

+ ( 1 − 2x l )[ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_0 √ i ) + e^{i(t2∗+π/4)} √ πt_∗ − e^{i(t20+π/4)} √ πt_0 ]} . (2.10)

V formule (2.10) vyraßeniØ

(g_1 − g_0) ( 1 + 2x l ) i (g_1 − g_0) ( 1 − 2x l )

est~ znaqeniØ funkcii f_i(−l/2 < x < 0) i f_i(0 < x < l/2), opisyva¸weæ lineænyæ zakon izmeneniØ impedansa na promeßutke [−l/2, 0, l/2] ot postoØnnogo znaqeniØ g_0 do g_1, (sm. ris. 1).

(ii) ProvodØ vykladki, analogiqnye predyduwim, dadim okonqatel~nu¸ formulu dlØ pervoæ iteracii k rexeni¸ u^0 pri difrakcii ot kvadratiqnogo vozmuweniØ impedansa (0.1^{′′}):

U^0_{ii}(x, z) =

−C^0 cos φ √ iπ k √ 1+cos φ_0 cos φ ( 1 − 4x^2 l^2 )[ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )] −

+ 8C^0ix cos^2 π k^2l^2[1 + cos φ_0 cos φ]^{3/2} ( t_∗e^{it2∗} − t_{∗∗}e^{it2∗∗} − √ πi 2 [ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )])

− 4C^0i cos^3 φ k^3l^2[1 + cos φ_0 cos φ]^{5/2} [( t^3_{∗∗} + 3i 2 t_{∗∗} ) e^{it2∗∗} − ( t^2_∗− 3i 2 t_∗ ) e^{it2∗} ] . (2.11)

Preobrazuem vyraßenie (2.11) k bolee kompaktnomu vidu, ispol~zuØ formuly (2.9):

U^0_{ii}(x, z) = −C^0 √ iπ cos φ k √ 1+cos φ_0 cos φ ( 1 − 4x^2 l^2 ){[ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )] −

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 115 + e^{iπ/4} √ π [ e^{it2∗} t_∗ − e^{it2∗∗} t_{∗∗} ] + 3 2 √ iπ [ e^{it2∗} t_∗t^2_{∗∗} − e^{it2∗∗} t_{∗∗}t^2_∗ ]

− [ ix (x + l/2)t^2_∗ + 3 4t^2_∗t^2_{∗∗} ][ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )]} . (2.12)

Vvidu togo, qto my issleduem rasseØnnoe pole pri kr ≫ 1 i kl ∼ O(1), vse parametry t_0, t_∗, t_{∗∗} v (2.9) ØvlØ¸tsØ veliqinami porØdka √ kr ≫ 1. Sledovatel~no, v formule (2.12) poslednie dva slagaemyh maly po sravneni¸ s pervym. Osnovnoæ vklad daet raznost~ Frenelevskih integralov, opisyva¸wih polutenevye ffffekty ot kraev otrezka [−l/2, l/2]. Podstavim znaqenie C^0 v formulu (2.12) i poluqim glavnoe slagaemoe pervoæ iteracii k rexeni¸ u^0 v vide:

U^0_{ii}(x, z) = − √ 2E_0(H_0)(g_1 − g_0) cos φF (φ_0, φ)e^{−ikx cos φ0} √ 1 + cos φ_0 cos φ ×

× [ 1 − 4x^2 l^2 ][ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i ) + e^{iπ/4} √ π ( e^{it2∗} t_∗ − e^{it2∗∗} t_{∗∗} )] . (2.13)

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ skaqkoobraznogo vozmuweniØ impedansa.

(iii) Zdes~ pervaØ iteraciØ k rexeni¸ u^0 dast tol~ko odno slagaemoe: U^0_{iii}(x, z) = −C^0 cos φ √ iπ k √ 1+cos φ_0 cos φ [ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )] . (2.14)

Ispol~zuØ formulu dlØ C^0, okonqatel~no poluqim U^0_{iii}(x, z) = − √ 2E_0(H_0)(g_1 − g_0) cos φF (φ_0, φ)e^{−ikx cos φ0} √ 1 + cos φ_0 cos φ ×

× [ Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )] . (2.15)

Sravnim harakter rasseØnnoæ volny dlØ treh vidov (2.10), (2.13), (2.15) malogo vozmuweniØ impedansa na koneqnom promeßutke. Malost~ vozmuweniØ impedansa opredelØetsØ mnoßitelem (g_1 − g_0), vhodØwim vo vse tri formuly. Osnovnoæ vklad ot

116 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

koncov otrezka v sluqaØh (ii), (iii)) i ot treh toqek izmeneniØ impedansa (−l/2, 0, l/2) v sluqae (i) daet lineænaØ kombinaciØ Frenelevskih integralov, opisyva¸wih polutenevye ffffekty. Pri skaqkoobraznom vozmuwenii impedansa polutenevye ffffekty ne propada¸t pri l¸bom poloßenii toqki nabl¸datelØ. Pri lineænom i kvadratiqnom vozmuwenii impedansa dlØ nabl¸datelØ nahodØwegosØ v toqkah (±l/2, z) ili v toqkah (0, z) ffti ffffekty mogut propadat~.

§3. DifrakciØ ot impedansa, lineæno i skaqkoobrazno perehodØwego ot odnogo postoØnnogo znaqeniØ k drugomu, na otrezke koneqnoæ dliny

(III): Rassmotrim zadaqu otraßeniØ pada¸weæ ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ot granicy razdela dvuh sred, na kotoroæ zadany impedansnye usloviØ s lineænym perehodom na polose

|x| 6 l/2, kl ∼ O(1) ot odnogo postoØnnogo znaqeniØ k drugomu.

Pust~ pole u pri z > 0 udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~- ca (0.3), usloviØm izluqeniØ (0.4) pri z > 0 i impedansnomu kraevomu uslovi¸ (0.5): ∂u ∂z + ikgu = 0, z = 0. (3.1)

Impedans g v (3.1) opredelen sledu¸wim usloviem:

(j) lineæno izmenØetsØ ot g_0 do g_1:

g = g_0, pri x < −l/2, g_1, pri x > l/2, g_0 +^{g1−g0}_2 ( 2x l + 1 ) pri |x| 6 l/2. (3.2)

(jj) skaqkoobrazno ot g_0 do g_1: g = { g_0, pri x < 0,

g_1, pri x > 0.

(3.2^′)

Otmetim, qto raznost~ impedansov |g_1 − g_0| ≪ 1. Rexenie u zadaqi (0.3)–(0.5) predstavim v vide summy neizvestnogo slagaemogo U i izvestnogo rexeniØ fftoæ ße zadaqi u^0, no s postoØnnym impedansom g_0:

u = U + u^0. (3.3)

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 117 Zdes~ u^0 oznaqaet libo u^0_⊥, libo u^0_‖, (sm. formuly (0.7)–(0.8)), v zavisimosti ot napravlennosti pada¸wego polØ.

DlØ funkcii U poluqim sledu¸wu¸ zadaqu (funkciØ U udovletvorØet uslovi¸ izluqeniØ (0.4)):

ΔU + k^2U = 0, z > 0, k ≡ k_0,

∂U ∂z + ikU g = −iku^0 0, pri x < −l/2, z = 0, g_1 − g_0, pri x > l/2, z = 0, g1−g0 2 ( 2x l + 1 ) , pri |x| 6 l/2, z = 0. Ispol~zuØ funkci¸ Grina G(M, M^′) (1.9) dlØ postoØnnogo impedansa g_0 na vseæ ploskosti razdela, predstavim rexenie zadaqi dlØ U v vide U (x, z) = −ik(g_1 −g_0) l/2∫ −l/2 ( x^′ l + 1 2 ) (U (x^′, 0)+u^0(x^′, 0))G(x, z; x^′, 0)dx^′−

−ik(g_1 − g_0) ∞∫ l/2 (U (x^′, 0) + u^0(x^′, 0))G(x, z; x^′, 0)dx^′. (3.4)

Uravnenie (3.4) budem iskat~ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ, tak kak raznost~ impedansov mala (g_1 − g_0) ≪ 1.

Rassmotrim povedenie rexeniØ (3.4) v dal~neæ zone pri kr ≫ 1, gde r = √ (x − x^′)^2 + z^2. V fftoæ oblasti izmeneniØ funkciØ Grina imeet sledu¸wee vyraßenie G(x, z; x^′, 0) = i 2 sin φ (sin φ + g_0) √ 2 πkr e^{i(kr− π4 )} ( 1 + O( 1 kr ) ) . (3.5)

Vyqislim pervu¸ iteraci¸ integrala (3.4) v sluqae izmeneniØ impedansa po zakonam (3.1), (3.2), (3.2^′). ProvodØ vykladki, analogiqnye paragrafam 1 i 2, poluqim, qto integral po beskoneqnomu promeßutku integrirovaniØ budet raven:

I^∞ = −

C^0 cos φ √ iπ k √ 1 + cos φ_0 cos φ ( 1 − Φ ( t_∗ √ i )) . (3.6)

118 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR.

Vospol~zovavxis~ formuloæ (2.3) dlØ C^0, okonqatel~no integral I^∞ zapixem v vide

I^∞ = − √ 2E_0(H_0)e^{−ikx cos φ0} cos φF (φ_0, φ)(g_1 − g_0) √ 1 + cos φ_0 cos φ ( 1 − Φ ( t_∗ √ i )) . (3.7)

Nakonec ostalos~ vyqislit~ integral I(x, z) po koneqnomu intervalu: I(x, z) = −ik(g_1 − g_0) l/2∫ −l/2 ( x^′ l + 1 2 ) u^0(x^′, 0)G(x, z; x^′, 0)dx^′. PodstavlØØ v integral I(x, z) znaqenie funkcii Grina G(M, M^′) i rexenie dlØ postoØnnogo impedansa na vseæ granice razdela u^0, poluqim dva razliqnyh podintegral~nyh vyraßeniØ i, sledovatel~no, dva integrala

I(x, z) = I1 + I2 = C^0 l/2∫ −l/2 [ x^′ − x l + ( x l + 1 2 )] e^{ik(x−x′) cos φ0} e^{ikr} √ kr dx^′. ProvodØ vykladki, analogiqnye vyxeupomØnutym, imeem dlØ integrala I2: I2 = − C^0 cos φ √ iπ k √ 1 + cos φ_0 cos φ [ x l + 1 2 ]( Φ ( t_∗ √ i ) − Φ ( t_{∗∗} √ i )) , (3.8)

a parametry t_∗, t_{∗∗} opredeleny formulami (2.9).

ProvedØ zamenu peremennoæ v integrale I1, poluqim ego v vi- de: I1 =

2C^0 cos^2 φ k^2l[1 + cos φ_0 cos φ]^{3/2} t_∗∫

t_{∗∗} t^2e^{it2} dt, gde nißniæ i verhniæ parametry integrirovaniØ t_{∗∗}, t_∗ opredeleny formuloæ (2.9). Voz~mem fftot integral po qastØm i naædem ego v vide

I1 =

C^0 cos^2 φe^{−iπ/2} k^2l[1 + cos φ_0 cos φ]^{3/2} [ te^{it2} | |^{t∗} t_{∗∗} − t_∗∫

t_{∗∗} e^{it2} dt ] .

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 119 Okonqatel~no imeem

I1 =

C^0 cos^2 φe^{−iπ/2} k^2l[1 + cos φ_0 cos φ]^{3/2} ×

× [ [t_∗e^{it2∗} − t_{∗∗}e^{it2∗∗} ] − √ iπ 2 ( Φ ( t_∗ √ i )) − Φ ( t_{∗∗} √ i ))] . (3.9)

Nulevoe priblißenie U^0_j (x, z) v sluqae lineænogo perehoda impedansa s odnogo postoØnnogo znaqeniØ na drugoe zapixetsØ v takom vide: U^0_j (x, z) = −

C^0 cos φ √ iπ k √ 1 + cos φ_0 cos φ ×

× { 1 + [ x l − 1 2 ][ 1 + i 2t^2_∗ ] Φ ( t_∗ √ i ) − [ x l + 1 2 ][ 1 + i 2t^2_{∗∗} ] Φ ( t_{∗∗} √ i )

− √ i √ π (( x l − 1 2 ) e^{it2∗} t_∗ − ( x l + 1 2 ) e^{it2∗∗} t_{∗∗} )} . (3.10)

Podstaviv znaqeniØ C^0, parametrov t_{∗∗} = √ kr_{−l/2}[1 + cos φ_0 cos φ], t_∗ = √ kr_{l/2}[1 + cos φ_0 cos φ],

i uqityvaØ to, qto odnovremenno s kr ≫ 1 budut veliki i parametry t_∗, t_{∗∗}, poluqim zakl¸qitel~nu¸ formulu dlØ pervogo priblißeniØ k rexeni¸

U^0_j (x, z) = −

E_0(H_0)(g_1 − g_0) √ 2e^{−ikx cos φ0} cos φF (φ_0, φ) √ 1 + cos φ_0 cos φ ×

× { 1 − 1 2 [ 1 − 2x l ] Φ (√ kr_{l/2}[1 + cos φ_0 cos φ] √ i ) −

− 1 2 [ 1 + 2x l ] Φ (√ kr_{−l/2}[1 + cos φ_0 cos φ] √ i )

+ i 2 1 √ π [( 1 − 2x l ) e^{ikrl/2[1+cos φ0 cos φ]−i π4} √ kr_{l/2}[1 + cos φ_0 cos φ] +

+ ( 1 + 2x l ) e^{ikr−l/2[1+cos φ0 cos φ]−i π4} √ kr_{−l/2}[1 + cos φ_0 cos φ] ]} , (3.11)

120 N. ˚. KIRPIQNIKOVA I DR. gde r_{l/2} = √ (x − l/2)^2 + z^2, r_{−l/2} = √ (x + l/2)^2 + z^2.

Dva poslednih slagaemyh formuly (3.11) opredelØ¸t cilindriqeskie volny, rashodØwiesØ ot koncov otrezka [−l/2, l/2].

Ispol~zuØ predyduwie formuly i podstanovki, legko moßno zapisat~ vyraßenie dlØ pervoæ iteracii U^0_{jj} v sluqae skaqkoobraznogo izmeneniØ impedansa: U^0_{jj}(x, z) = − C^0 cos φ √ iπ k √ 1 + cos φ_0 cos φ { 1 − Φ ( t_0 √ i )} , (3.12) gde r_0 = √ x^2 + z^2, t_0 = √ kr_0[1 + cos φ_0 cos φ].

Podstavim znaqenie C^0 v formulu (3.12) U^0_{jj}(x, z) = − E_0(H_0)(g_1 − g_0) √ 2e^{−ikx cos φ0} cos φF (φ_0, φ) √ 1 + cos φ_0 cos φ ×

× { 1 − Φ ( t_0 √ i )} , (3.13)

i posle fftogo sravnim rasseØnnoe pole (3.11) i (3.13) v dvuh sluqaØh izmeneniØ impedansa:

(j) s g_0 lineæno do g_1 i jj) skaqkoobrazno s g_0 do g_1. Okazalos~, qto v sluqae lineænogo izmeneniØ impedansa harakter rasseØnnoæ volny opredelØetsØ poverhnostnoæ volnoæ e^{−ikx cos φ0} s obwim mnoßitelem dlØ vseh zadaq. Na fftu poverhnostnu¸ volnu nakladyva¸tsØ polutenevye ffffekty, voznika¸- wie ot lineænoæ kombinacii integralov FrenelØ, i cilindriqeskie volny, rashodØwiesØ ot koncov otrezka [−l/2, l/2].

V sluqae skaqkoobraznogo izmeneniØ impedansa rasseØnnaØ volna opredelØetsØ takoæ ße poverhnostnoæ volnoæ e^{−ikx cos φ0} s tem ße obwim mnoßitelem, kak i dlØ vseh zadaq. Na poverhnostnu¸ volnu nakladyvaetsØ polutenevaØ frenelevskaØ volna, voznika¸waØ ot skaqka impedansa.

DIFRAKCI˚ �LEKTROMAGNITNYH VOLN 121 Literatura 1. V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, DifrakciØ fflektromagnitnyh

voln na malyh neodnorodnostØh. — Zap. nauqn. semin. POMI 257

(1999), 304-322.

2. V. A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ fflektromagnitnyh

voln. Izd-vo “Sovetskoe radio”, M. (1970).

3. L. A. Vaænxteæn, TeoriØ difrakcii i metod faktorizacii. M. (1966). 4. G. A. Grinberg, V. A. Fok, K teorii beregovoæ refrakcii fflektromag-

nitnyh voln. V sb.: IssledovaniØ po rasprostraneni¸ radiovoln. 2,

Izd. AN SSSR (1948).

Kirpichnikova N. Ya., Phillipov V. B., and Kirpichnikova A. S. Diffraction of electromagnetic waves from different perturbations of impedance on the interface between two media.

The problems of the diffraction of the electromagnetic flat wave, scattered from small perturbations of impedance on small and finite segments on the interface between two media, are investigated. The impedance perturbations are subjected to linear, guadratic or jump-like laws.

Postupilo 12 oktØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet