Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

A. P. Kiselev, A. S. Starkov

PARABOLIQESKOE URAVNENIE I INTEGRAL TIPA PIRSI DL˚ PRELOMLENNOGO VOLNOVOGO POL˚

1. Vvedenie

�ffekty polnogo vnutrennego otraßeniØ pri prelomlenii vysokoqastotnyh voln na rezkoæ granice ØvlØ¸tsØ predmetom vnimaniØ mnogih issledovaniæ (sm., naprimer, raboty [1–7] i ssylki v nih). Odin iz takih ffffektov sostoit v vozniknovenii voln s kompleksnymi ffækonalami, opisanie kotoryh v ramkah tradicionnogo luqevogo metoda vstreqaetsØ s trudnostØmi.

My interesuemsØ polem prelomlennoæ volny v okrestnosti predel~nogo luqa v medlennoæ srede, kogda istoqnik nahoditsØ v bystroæ srede nedaleko ot granicy razdela. Ispol~zuetsØ metod paraboliqeskogo uravneniØ, sm., naprimer, [8, 9], kotoryæ ne svØzan s vozmoßnost~¸ razdeleniØ peremennyh. StroitsØ obwee rexenie paraboliqeskogo uravneniØ, zatem nahoditsØ ego asimptotika pri udalenii ot predel~nogo luqa v dokritiqeskom napravlenii. Iz sxivaniØ s postroennoæ ranee luqevym metodom [5–7] “neluqevoæ” prelomlennoæ volnoæ, nazyvaemoæ seæqas P^∗, ili ße s suwestvu¸weæ v dokritiqeskoæ oblasti volnoæ P , qto my predpoqitaem, rexenie paraboliqeskogo uravneniØ opredelØetsØ odnoznaqno. Ono vyraßaetsØ qerez integral tipa Pirsi [10]. Moßno prosledit~, qto ffto rexenie skleivaetsØ v zakritiqeskoæ oblasti s suwestvu¸wimi tam volnami. Podobnye integraly figurirovali uße v rabote [11], ne svØzannoæ s konkretnymi difrakcionnymi zadaqami, i v svØzi s analizom toqnogo rexeniØ, postroennogo metodom Fur~e [12]. Otmetim, qto okrestnost~ predel~nogo luqa dlØ istoqnika, raspoloßennogo v medlennoæ srede, opisyvaetsØ drugimi integralami, svodØwimisØ k funkciØm paraboliqeskogo cilindra [2, 3].

Rabota zaverxena pri qastiqnoæ podderßke granta INTAS-RFFI 95- 0012 i granta Minvuza RF 97-0-13.1-29. 140

PARABOLIQESKOE URAVNENIE I INTEGRAL PIRSI 141 V rabote, iskl¸qitel~no dlØ kratkosti, obe sredy sqita¸tsØ odnorodnymi, a granica ploskoæ. KonstrukciØ perenositsØ na uravneniØ teorii uprugosti i drugie uravneniØ, opisyva¸- wie lineænye volnovye processy.

2. Postanovka zadaqi

My rassmatrivaem dvumernu¸ zadaqu, matematiqeskaØ postanovka kotoroæ takova. Pust~ x i z – dekartovy koordinaty, sm. Ris. 1. Pole, vozbußdaemoe istoqnikom, raspoloßennym v toqke Q = (0, z_0), z_0 > 0, bystroæ sredy, opisyvaetsØ uravneni- Ømi u_{xx} + u_{zz} + ω^2 a^2 u = −δ(x)δ(z − z_0), z > 0, (2.1) u_{xx} + u_{zz} + ω^2 b^2 u = 0, z < 0, (2.2)

udovletvorØet kraevym usloviØm u | z=+0 = u | z−0 = 0, u_z | z=+0 = uz | z−0 = 0, (2.3)

i uslovi¸ izluqeniØ, otveqa¸wemu vremenn&oæ zavisimosti exp(−iωt). Zdes~ a i b – skorosti rasprostraneniØ v verhneæ (bystroæ), i nißneæ (medlennoæ) sredah, a > b > 0, z_0 – rasstoØnie istoqnika do granicy, a ω > 0 – uglovaØ qasto- ta. Volnovye fronty v interesu¸weæ nas medlennoæ srede izobraßeny na Ris. 1. DlØ istoqnika na granice, v toqke Q^∗, fronty voln P i P^∗ - dugi okrußnosti, a P̃ – prØmolineænyæ front golovnoæ volny. V fftom sluqae imeetsØ osobaØ prØmaØ – predel~nyæ luq, vyhodØwiæ iz Q^∗ pod uglom polnogo vnutrennego otraßeniØ i izobraßennyæ punktirom na Ris.1. Na fftoæ prØmoæ sliva¸tsØ fronty treh voln, i luqevye formuly stanovØtsØ neprigodny. Iz qislennogo modelirovaniØ i analiza toqnogo rexeniØ (sm.,naprimer, ssylki v [4]) vytekaet, qto pri malyh i umerennyh znaqeniØh bezrazmernoæ glubiny istoqnika ωz_0/a kartina frontov kaqestvenno sohranØetsØ. Fronty voln P i P^∗ blizki k okrußnostØm, a P̃ - k prØmoæ.

Neposredstvennoe primenenie luqevogo metoda k ih vyqisleni¸ (v vidu blizosti istoqnika k granice) zatrudnitel~no, odnako vozmoßny tr¸ki, osnovannye na ispol~zovanii principa

142 A. P. KISELEV, A. S. STARKOV

Ris. 1. Fronty voln.

vzaimnosti [5, 6] ili rassmotrenii kompleksnyh luqeæ [7]. Iz poluqa¸wegosØ pri fftom vyraßeniØ, sm. dalee formulu (3.3), vidno, qto vblizi predel~nogo luqa luqevye formuly dlØ voln P i P^∗, kak i dlØ poverhnostnogo istoqnika, neprigodny.

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ issledovanie polØ v okrestnosti predel~nogo luqa v medlennoæ srede na bol~xih bezrazmernyh udaleniØh ot proekcii Q^∗ = (0, 0) istoqnika na granicu, ωr/b ≫ 1, r = √ x^2 + y^2. Vsledstvie simmetrii zadaqi my ograniqivaemsØ tol~ko znaqeniØmi x > 0.

Predel~nyæ luq zadaetsØ uravneniem

β = β_∗, (2.4)

gde β – ugol meßdu os~¸ z (vertikal~¸) i napravleniem na nabl¸datelØ iz toqki Q^∗, a

β_∗ = arcsin ( b a ) (2.5)

– ugol polnogo vnutrennego otraßeniØ.

3. Luqevye razloßeniØ voln

Opixem starxie qleny luqevyh razloßeniæ voln P i P^∗. Nam potrebuetsØ veliqina α, svØzannaØ s uglom prelomleniØ β zakonom Snelliusa sin α a = sin β b . (3.1)

PARABOLIQESKOE URAVNENIE I INTEGRAL PIRSI 143 V dokritiqeskoæ oblasti β < β_∗ veliqina α deæstvitel~na i imeet smysl ugla padeniØ na granicu ploskoæ volny iz bystroæ sredy, sm. Ris. 2. V zakritiqeskoæ oblasti β > β_∗ ugol α, opredelØemyæ iz (3.1), kompleksnyæ, poskol~ku

cos α = √ 1 − sin^2 α = √ 1 − a^2 b^2 sin^2 β = i a b √ sin^2 β − sin^2 β_∗ .

Ris. 2. Ugly α i β v dokritiqeskom sluqae.

Volna P^∗ imeet, kak izvestno [4, 5–7], luqevoæ vid u ≈ u^0 exp(iωτ ) (3.2) s ffækonalom τ = r b + h cos α a + h^2 2br ( a cos β b cos α

)_2

sin^2 β + O ( h^3 br^2 ) , (3.3)

gde r = √ x^2 + z^2 – rasstoØnie meßdu nabl¸datelem i Q^∗.

V dvumernom sluqae amplituda u^0 imeet vid [7]

u^0 = A W (β) √ r , (3.4)

priqem W (β) =

2^{cos β}_b

cos α

a +^{cos β}_b

(3.5)

opisyvaet zavisimost~ polØ ot ugla prelomleniØ β, a konstanta A, opredelØemaØ razmernost~¸ prostranstva i amplitudoæ istoqnika, ravna A = e^{i ß4} 2 √ 2π–^,

(3.6)

144 A. P. KISELEV, A. S. STARKOV gde – =^ω_b

– volnovoe qislo medlennoæ sredy.

Vyraßenie dlØ volny P toqno takoe ße, i poluqaetsØ tak ße, tol~ko α v formulah (3.3) i (3.5) vewestvennoe.

Vvedem ewe (malyæ) ugol, sostavlØemyæ radiusom-vektorom nabl¸datelØ s kritiqeskim luqom,

β^′ = β − β_∗. (3.7)

Otmetim, qto tretiæ qlen v (3.3) singulØren pri β = β_∗, i ffto svidetel~stvuet o neobhodimosti drugogo opisaniØ polØ pri malyh β^′.

V okrestnosti predel~nogo luqa nam udobno pol~zovat~sØ prØmougol~nymi koordinatami ξ i η, sm. Ris. 3,

ξ = x sin β_∗ − z cos β_∗, η = x cos β_∗ + z sin β_∗, (3.8)

vvedennymi tak, qto ξ – rasstoØnie vdol~ predel~nogo luqa ot Q^∗ do nabl¸datelØ. Dokritiqeskim toqkam otveqa¸t otricatel~nye β^′ i η, zakritiqeskim – poloßitel~nye, a na samom kritiqeskom luqe β^′ = 0 i η = 0.

Iz (3.3) sleduet, qto pri β^′ → 0 dlØ voln P i P^∗ ωτ ≈ –ξ. (3.9) Takov ße, kak moßno pokazat~, i glavnyæ qlen fazy volny ~P .

Ris. 3. Koordinaty ξ i η.

PARABOLIQESKOE URAVNENIE I INTEGRAL PIRSI 145

4. Paraboliqeskoe uravnenie

DlØ opisaniØ polØ v okrestnosti predel~nogo luqa, gde stanovØtsØ odinakovymi fazy vseh treh voln, P , P^∗ i ~P , vydelim obwiæ dlØ nih mnoßitel~, t.e. budem iskat~ pole v vide

u = exp(i–ξ)Ψ, (4.1)

otkuda 2i–Ψ_ξ + Ψ_{ηη} + Ψ_{ξξ} = 0. PredpolagaØ, kak obyqno delaetsØ v metode paraboliqeskogo uravneniØ [8, 9], qto Ψ menØetsØ po popereqnoæ peremennoæ η bystree, qem po prodol~noæ ξ, otbrasyvaem Ψ_{ξξ}, i poluqaem priblißennoe uravnenie

2i–Ψξ + Ψηη = 0, (4.2) ili 2iΨ_ξ + Ψ_{HH} = 0, (4.3) gde vvedena rastØnutaØ peremennaØ H = √– η. Preobrazovanie Fur~e po H daet obwee rexenie uravneniØ (4.3) v vide Ψ = +∞∫ −∞ ~Φ(p) exp [ i ( Hp − ξ p^2 2 )] dp,

gde ~Φ(p) – proizvol~naØ funkciØ. Zameniv peremennu¸, poluqa- em Ψ = +∞∫ −∞ Φ(s) exp [ i–ξ ( θs − s^2 2 )] ds, (4.4)

gde Φ(s) = ~Φ(s/

√–)/^√–, a θ = η ξ = tgβ^′ ≈ β^′. (4.5)

Funkci¸ Ψ(s) my opredelim pri sxivanii asimptotiki integrala (4.4) s luqevymi rexeniØmi dlØ bol~xih otricatel~nyh H, no malyh β^′ < 0.

146 A. P. KISELEV, A. S. STARKOV

5. Asimptotika v dokritiqeskoæ oblasti, sxivanie s volnoæ P i integral tipa Pirsi

Pri θ < 0, t.e. v zakritiqeskoæ oblasti, fazovaØ funkciØ v (4.4) θs − s^2/2 imeet odnu stacionarnu¸ toqku s = θ. PredpolagaØ gladkost~ Φ v ee okrestnosti, dlØ vklada stacionarnoæ toqki imeem Ψ^{st} ≈ √ 2π –ξ^{e−} iß 4 Φ(θ), β^′ < 0. (5.1)

Vblizi predel~nogo luqa r = √ x^2 + z^2 ≈ ξ + η^2 2ξ = ξ + ξ θ^2 2 , i θ ≈ β^′.

Vklad stacionarnoæ toqki v pole (4.1) priobretaet vid u^{st} ≈ exp(i–r) √ r √ 2π –^{e−} iß 4 Φ(β^′). (5.2)

Preobrazovav s pomow~¸ asimptotiki

cos α ≈ √ sin 2β_∗ √ −β^′, sin 2β_∗ = 2 √ b/a √ 1 − (b/a)^2, vyraßenie (3.2)–(3.6) dlØ volny P i sopostaviv ego s (5.2), poluqaem

Φ(s) = A √ – 2π W (β_∗ + s) exp ( i–h^√−β^′ −^{iπ}_4 ) , (5.3)

gde oboznaqeno h = b a √ sin 2β_∗ z_0. (5.4)

V rezul~tate Ψ = i 4π +∞∫ −∞ W (β_∗ + s) exp [ i–(h^√−s + ηs − ξ^{s2}_2 ) ] ds ≈

i 4π +∞∫ −∞ W (β_∗ + s) exp [ i–r(^h_r^√−s + β^′ −^{s2}_2 ) ] ds. (5.5)

PARABOLIQESKOE URAVNENIE I INTEGRAL PIRSI 147 �tot vyraßenie moßno preobrazovat~ k standartnomu vidu integrala tipa Pirsi. PereædØ k peremennoæ t = √ −s, poluqim integral Ψ = i 2π ∫ Γ t ( 1 − b a √ 2tgβ_∗ t + O(t^2) ) exp [ i–(ht − ηt^2 − ξ^{t4}_2 ) ] dt, (5.6) gde kontur Γ izobraßen na Ris. 4. Integraly, svodØwiesØ k (5.6) pri uqete lix~ starxego qlena 1 v amplitude, vstreqalis~ v [12]. Ta ße ffksponenta, no drugoæ kontur (vewestvennaØ os~) voznikaet v zadaqe o kaustike s ostriem [10]. Pri z_0 = 0 (t.e. dlØ poverhnostnogo istoqnika) vyraßenie (5.6) svoditsØ k funkciØm paraboliqeskogo cilindra, izvestnym dlØ fftogo sluqaØ iz [1-3].

Otmetim, qto priem, s pomow~¸ kotorogo my postroili rexenie paraboliqeskogo uravneniØ, imeet shodstvo s tem, kotoryæ ispol~zovan v [13] dlØ soverxenno inoæ zadaqi.

Ris. 4. Kontur Γ.

6. ZakritiqeskaØ oblast~

Obsudim pole (4.1), (4.4) pri H → +∞, pol~zuØs~ predstavleniem (5.5). Provedem razrez v kompleksnoæ ploskosti ot 0 do i∞. Po-preßnemu s = θ - edinstvennaØ stacionarnaØ toqka. Ee vklad v pole raven u^{st} ≈ W (β_∗ + β^′) 2 √ 2π–r^{exp} [ i–(r − h^√β^′) +^{iπ}_4 ] , (6.1)

i perehodit v asimptotiku volny P^∗ (3.2)–(3.5). Odnako, v otliqie ot dokritiqeskoæ oblasti, pri deformirovanii kontura

148 A. P. KISELEV, A. S. STARKOV v pereval~nyæ, sm. Ris. 5, voznikaet dopolnitel~nyæ vklad ot integrirovaniØ po beregam razreza. On i daet volnu ~P .

Otmetim, qto zadaqa o detal~nom prosleßivanii perehoda prelomlennoæ volny ~P v golovnu¸ pri z_0 → 0, naskol~ko nam izvestno, ne rexena.

Ris. 5. DeformaciØ kontura v integrale (5.5) dlØ zakritiqeskogo sluqaØ.

7. Blagodarnost~

Avtory priznatel~ny V. M. Babiqu i V. V. Kamockomu, doklad kotoryh po ih rabote [14], gde paraboliqeskoe uravnenie (4.3) i integral tipa Pirsi (5.6) voznika¸t v drugoæ situacii i na osnove drugih rassmotreniæ, zastavil vspomnit~ o nasto- Øweæ rabote, vypolnennoæ okolo desØti let nazad.

Literatura

1. L. M. Brehovskih, Volny v sloistyh sredah. Izd. AN SSSR, Moskva (1957).

2. T. B. Yanovskaya, Uniform asymptotic representation of a field of reflected and head waves. Proc. Roy. Soc. London, A313 (1969), 477–490.

3. T. B. ˚novskaØ, Ravnomernoe asimptotiqeskoe predstavlenie polØ otraßennoæ volny v uprugoæ srede,. Vyqislitel~naØ seæsmologiØ, 24, (1991), 185–196.

4. V. M. Babich, A. P. Kiselev, Nongeometrical waves – are there any? An asymptotic description of some “nongeometrical” phenomena in seismic wave propagation. Geophys. J., 99, No. 2 (1989), 415–420.

5. V. M. Babiq, A. P. Kiselev, Geometriqeskoe opisanie “neluqevyh” voln

P �, S�, . . . . Preprint LOMI AN SSSR, Leningrad (1987).

6. V. M. Babiq, A. P. Kiselev, Geometroseæsmiqeskoe opisanie “neluqevoæ” volny S�. Izv. AN SSSR. Fizika Zemli, No. 10 (1988), 67–71.

7. V. M. Babiq, Primenenie kompleksnyh luqeæ k rasqetu “negeometriqeskih” voln v skalØrnom sluqae. Zap. nauqn. semin. LOMI, 186 (1990), 20–32.

PARABOLIQESKOE URAVNENIE I INTEGRAL PIRSI 149 8. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah difrakcii korotkih voln. Nauka, Moskva (1972).

9. V. M. Babiq, N. ˚. Kirpiqnikova, Metod pograniqnogo sloØ v zadaqah difrakcii. Izd. LGU, Leningrad (1975).

10. T. Pearcey, The structure of an electromagnetic field in a neighborhood of a cusp of a caustic. Philosophical Magazine, 37 (1946), 311–317.

11. F. J. Wright, The Stokes set of the cusp diffraction catastrophe. J. Phys. A, 13, No. 9 (1980), 2913–2928.

12. A. S. Starkov, KorotkovolnovaØ asimptotika polØ prelomlennoæ sferiqeskoæ volny vblizi predel~nogo luqa. ȷurnal tehniqeskoæ fiziki, 58, No. 6 (1988), 1224–1226.

13. V. S. Buslaev M. M. Skriganov, KoordinatnaØ asimptotika rexeniØ zadaqi rasseØniØ dlØ uravneniØ Xredingera. Teor. i matem. fizika, 19, No. 2 (1974), 217–232.

14. V. M. Babiq, V. V. Kamockiæ, O volnovom pole vblizi toqki padeniØ predel~nogo luqa. — Zap. nauqn. semin. POMI 264 (2000), 22-32. Kiselev A. P., Starkov A. S. Parabolic equation and Pearcey-type integral for a transmitted wavefield.

High-frequence wavefield of a point source situated near an interface of two homogeneous media and placed in the faster medium is considered. We are interested in description of a vicinity the critical ray in the slower medium. The description is given via the parabolic equation method. The result involves a Pearcey-type integral. The approach is not based on the Fourier method and can be generalised to inhomogeneous media with curved interfaces.

Postupilo 14 dekabrØ 1999 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet