Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

P. V. Krauklis, L. A. Krauklis

ZATUHAıWIE REZONANSNYE MODY V CILINDRIQESKOM VOLNOVODE, POMEWENNOM V UPRUGUı SREDU

Ranee bylo pokazano, qto v ploskom sloe, nahodØwemsØ v neßestkom kontakte s okrußa¸weæ sredoæ, obrazu¸tsØ volnovodnye mody (Kr-volny), ime¸wie rØd harakternyh osobennosteæ, otliqa¸wih ih ot normal~nyh mod v svobodnom sloe [1, 2]. K nim v qastnosti otnosØtsØ rezonansnyæ harakter spektrov rasprostranØ¸wihsØ impul~sov, ravenstvo gruppovoæ skorosti promeßutoqnomu znaqeni¸ meßdu skorostØmi prodol~noæ i popereqnoæ voln v materiale sloØ, preimuwestvennaØ polØrizaciØ vdol~ sloØ. Zdes~ budet pokazano, qto v krugovom cilindriqeskom vkl¸qenii, nahodØwemsØ vnutri uprugoæ sredy i ime¸wim s neæ neßestkiæ kontakt, obrazu¸tsØ volny s pohoßimi osobennostØmi.

Rassmotrim v cilindriqeskoæ sisteme koordinat (r, z, θ) uprugiæ sterßen~ (1) (−∞ < z < ∞, r 6 r_1), pomewennyæ v uprugu¸ sredu (2). Oboznaqim qerez a_i, b_i prodol~nu¸ i popereqnu¸ skorosti v sootvetstvu¸weæ i-æ srede, a qerez ρ_i, μ_i, λ_i plotnosti i uprugie moduli. Meßdu fftimi veliqinami suwestvuet izvestnaØ svØz~: λ_i + 2μ_i = ρ_ia^2_i , μ_i = ρ_ib^2_i . Vvedem takße sledu¸wie oboznaqeniØ: μ_{21} = μ_2/μ_1, ρ_{21} = ρ_2/ρ_1. Na granice sterßnØ i uprugoæ sredy vypolnØ¸tsØ usloviØ skol~zØwego kontakta, svodØwiesØ k ravenstvu normal~nyh smeweniæ u_r i naprØßeniæ t_{rr} i k otsutstvi¸ kasatel~nyh naprØßeniæ. Zadaqu budem sqitat~ osesimmetriqnoæ i budem rassmatrivat~ sobstvennye kolebaniØ v sisteme.

UravneniØ dvißeniØ v takoæ srede zapixutsØ qerez prodol~- nye φ_i i popereqnye ψ_i potencialy v vide: ∂^2φ_i ∂r^2 + 1 r ∂φ_i ∂r + ∂^2φ_i ∂z^2 = 1 a^2_i

∂^2φ_i ∂t^2 (i = 1, 2)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) granty 99-01-00107, 99-05-64127. 182

ZATUHAıWIE REZONANSNYE MODY 183 ∂^2ψ_i ∂r^2 + 1 r ∂ψ_i ∂r − ψ_i r^2 + ∂^2ψ_i ∂z^2 = 1 b^2_i

∂^2ψ_i ∂t^2 (i = 1, 2). (1)

NaprØßeniØ t_{rr} , t_{rz} i smeweniØ u_r, u_z svØzany s potencialami posredstvom ravenstv t_{rz} = μ ( 2 ∂^2φ ∂z∂r − 2 ∂^2ψ ∂z^2 ) + ρ ∂^2ψ ∂t^2 , t_{rr} = λ a^2

∂^2φ ∂t^2 + 2μ

∂^2φ ∂r^2 − 2μ ∂^2ψ ∂z∂r , u_r = ∂φ ∂r − ∂ψ ∂z , u_z = ∂φ ∂z + ∂ψ ∂r + ψ r . (2)

Graniqnye usloviØ ime¸t vid: t_{rr1} = t_{rr2} t_{rz1} = 0 t_{rz2} = 0 u_{r1} = u_{r2}

.r = r_1. (3)

PrimenØØ k uravneniØm (1)–(2) posledovatel~no preobrazovaniØ Fur~e po koordinate z i Laplasa po vremeni, transformanty potencialov moßno predstavit~ v vide:

φ_1 = A cos kzJ_0(krx_1) e^{kηt}; ψ_1 = B sin kzJ_1(kry_1) e^{kηt}; φ_2 = C cos kzH^{(2)}_0 (krx_2) e^{kηt}; ψ_2 = D sin kzH^{(2)}_1 (kry_2) e^{kηt} (4) gde x_1 = −iα_1, y_1 = −iβ_1 , x_2 = −iα_2, y_2 = −iβ_2 , η = −iv, α_i = √ 1 − (v/a_i)^2, β_i = √ 1 − (v/b_i)^2, kr = ωr/v – bezrazmernoe volnovoe qislo, v – fazovaØ skorost~.

PodstavlØØ (4) v graniqnye usloviØ (3), poluqim sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ otnositel~no neizvestnyh kofffficientov A, B, C, D. PriravnivaØ opredelitel~ sistemy Δ nul¸, imeem dispersionnoe uravnenie: Δ(kr_1, v) = 0. (5) DlØ rassmatrivaemoæ modeli (sterßen~ v uprugoæ srede) fflementy a_{ik} (1 6 i 6 4, 1 6 k 6 4) opredelitelØ Δ, otliqnye ot nulØ, ime¸t sledu¸wiæ vid:

a_{11} = −g_1J_0 ( kr_1x_1 ) + 2iα_1 kr_1 J_1 ( kr_1x_1 ) ;

184 P. V. KRAUKLIS, L. A. KRAUKLIS a_{12} = −2iβ_1J_0(kr_1y_1) − 2 kr_1 J_1(kr_1y_1);

a_{13} = μ_{21} [ g_2H^{(2)}_0 (kr_1x_2) − 2iα_2 kr_1 H^{(2)}_1 (kr_1x_2) ] ;

a_{14} = μ_{21} [ 2iβ_2H^{(2)}_0 (kr_1y_2) + 2 kr_1 H^{(2)}_1 (kr_1y_2) ] ; a_{21} = −2iα_1J_1(kr_1x_1); a_{22} = g_1J_1(kr_1y_1); (6)

a_{33} = −2iα_2H^{(2)}_1 (kr_1x_2); a_{34} = g_2H^{(2)}_1 (kr_1y_2);

a_{41} = iα_1J_1(kr_1x_1); a_{42} = −J_1(kr_1y_1);

a_{43} = −iα_2H^{(2)}_1 (kr_1x_2); a_{44} = H^{(2)}_1 (kr_1y_2), gde g_1 = 2 − v^2 b^2_1

; g_2 = 2 − v^2 b^2 . V predel~nom sluqae (μ_{21} → 0) dlØ modeli sterßen~ v ßidkosti dispersionnoe uravnenie uprowaetsØ i predstavlØetsØ v vide

2ρ_{21} v^4 b^4_1 α_1

H^{(2)}_0 (kr_1x_2) H^{(2)}_1 (kr_1x_2) +

+α_2 [ −g^2_1

J_0(kr_1x_1) J_1(kr_1x_1)

+ 4α_1β_1

J_0(kr_1y_1) J_1(kr_1y_1) − 2iα_1 kr_1 v^2 b^2_1 ] = 0. (7)

Korni dispersionnyh uravneniæ (5), (7) opisyva¸t dispersi¸ i radiacionnoe zatuhanie normal~nyh voln, rasprostranØ¸wihsØ v sterßne. Rassmotrim vnaqale sluqaæ, kogda okrußa¸waØ sreda ßidkaØ. Pri nizkih qastotah (kr_1 → 0) v modeli rasprostranØetsØ tol~ko sterßnevaØ volna so skorost~¸, rav- noæ v = ( 3 − 4γ^2_1 1 − γ^2_1 )_{1/2} (γ_1 = b_1/a_1),

kotoraØ sovpadaet so skorost~¸ v svobodnom sterßne [3]. S rostom qastoty skorost~ volny izmenØetsØ i stanovitsØ kompleksnoæ veliqinoæ, esli skorost~ prodol~noæ volny v materiale

ZATUHAıWIE REZONANSNYE MODY 185 sterßnØ bol~xe skorosti zvukovoæ volny v okrußa¸weæ ßidkosti. DlØ bol~xinstva real~nyh modeleæ takoe uslovie vypolnØetsØ. S uveliqeniem qastoty poØvlØ¸tsØ novye zatuha¸- wie mody kolebaniæ. Odnako suwestvu¸t qastoty, kotorye my nazovem rezonansnymi, pri kotoryh fazovaØ skorost~ mod vewestvenna i ravna prodol~noæ skorosti v materiale sterßnØ. Rassmotrim sluqaæ, kogda kr_1 koneqno, a |α_1| ≪ 1. RazlagaØ levu¸ qast~ (7) po stepenØm α_1 i ograniqivaØs~ glavnym qlenom razloßeniØ, prihodim k uravneni¸

J_1 ( kr_1 √ 1 − γ^2_1 γ_1 ) = 0, (8)

iz kotorogo sleduet vyraßenie dlØ rezonansnyh volnovyh qisel k^�_n i rezonansnyh qastot f^�_n:

k^�_n = γ_1 √ 1 − γ^2_1 σ_n r_1

, f^�_n = σ_n b_1

2r_1π √ 1 − γ^2_1

, (9)

gde σ_n – korni funkcii BesselØ pervogo porØdka (σ_1 = 3.83, σ_2 = 7.02, σ_3 = 10.17 . . .). Interesno zametit~, qto znaqeniØ rezonansnyh qastot dlØ sterßnØ, opredelØemye ravenstvom (9), okazyva¸tsØ blizkimi k znaqeniØm rezonansnyh qastot dlØ sloØ mownost~¸ h = 2r_1, nahodØwegosØ v neßestkom kontakte s uprugoæ sredoæ [1]:

f^�_n = nb_1 2r_1 √ 1 − γ^2_1

(n = 1, 2, . . .). (10)

FazovaØ skorost~ kolebaniæ v_{ph} pri vypolnenii usloviæ (9) ravna skorosti prodol~noæ volny v materiale sterßnØ. GruppovaØ skorost~ v_g opredelØetsØ po izvestnoæ formule

v_g = v_{ph} + kr_1 dv_{ph} dkr_1 , (11)

ona nahoditsØ meßdu znaqeniØmi skorosteæ prodol~noæ i popereqnoæ voln. DlØ rezonansnyh qastot gruppovaØ skorost~ opredelØetsØ v Øvnom vide:

v_g = [ 1 − (1 − 2γ^2_1 )^2(1 − γ^2_1 ) (1 − 2γ^2_1 )^2 + 4γ^2_1 (1 − γ^2_1 ) ] a_1. (12)

Rassmotrim teper~ dispersionnoe uravnenie dlØ modeli sterßen~ v uprugoæ srede (5), (6). V sluqae, kogda qastota ravna

186 P. V. KRAUKLIS, L. A. KRAUKLIS nul¸, v modeli suwestvuet tol~ko sterßnevaØ volna so skorost~¸ ravnoæ v = ( 3 − 4γ^2_1 + μ_{21} 1 − γ^2_1 + γ^2_1 μ_{21} )_{1/2} b_1. (13)

Iz privedennogo vyraßeniØ sleduet, qto okrußa¸waØ sreda vliØet na skorost~ tol~ko qerez posredstvo modulØ sdviga. S rostom qastoty skorost~ sterßnevoæ volny stanovitsØ kompleksnoæ veliqinoæ, esli skorost~ prodol~noæ volny v materiale sterßnØ bol~xe skorosti popereqnoæ volny v okrußa¸weæ srede. DlØ bol~xinstva real~nyh modeleæ ffto uslovie vypolnØetsØ.

Kak i v sluqae modeli sterßen~ v ßidkosti, v rassmatrivaemoæ modeli (sterßen~ v uprugoæ srede so skol~zØwim kontaktom) takße voznika¸t zatuha¸wie mody (Kr) s rezonansnymi qastotami i volnovymi qislami, opredelØemymi ravenstvami (9). Pri otklonenii ot graniqnyh qastot uveliqivaetsØ zatuhanie voln, priqem qem bol~xe otliqaetsØ qastota ot rezonansnoæ, tem zatuhanie stanovitsØ bol~xe.

Pri provedenii qislennyh rasqetov byli vybrany dve modeli so sledu¸wimi parametrami: 1. sterßen~ v ßidkosti (a_1 = 4 km/s, b_1 = 2.17 km/s, ρ_1 = 3 g/sm^3, a_2 = 1.5 km/s, ρ_2 = 1 g/sm^3, r_1 = 0.1 m), 2. sterßen~ v uprugoæ srede (a_1 = 4 km/s, b_1 = 2.17 km/s, ρ_1 = 3 g/sm^3, a_2 = 3.0 km/s, b_2 = 1.5 km/s, ρ_2 = 2 g/sm^3, r_1 = 0.1 m). Zatuhanie s rasstoØniem z proishodit po zakonu exp(−–z), gde kofffficient zatuhaniØ – vyqislØetsØ po formu-

le – =^{ω Im v}_{Re}2_v . Rezul~taty qislennyh rasqetov privedeny na ris.

1, 2. Strelkoæ na risunkah ukazano poloßenie rezonansnyh bezrazmernyh volnovyh qisel. Sravnenie povedeniØ dispersionnyh krivyh v_{ph}(kr) i v_g(kr) dlØ obeih modeleæ i obeih tipov kolebaniæ (sterßnevoæ i pervoæ Kr) ukazyvaet na ih blizost~. V to ße vremØ kofffficienty zatuhaniØ znaqitel~no otliqa¸tsØ dlØ obeih modeleæ. V sluqae modeli so sterßnem v uprugoæ srede kofffficient zatuhaniØ pri kr otliqnom ot rezonansnogo znaqeniØ okazyvaetsØ znaqitel~no bol~xim, qem dlØ modeli sterßnØ v ßidkosti. Takoe povedenie – ob¨ØsnØetsØ tem, qto v pervom sluqae pri rasprostranenii vdol~ sterßnØ v okrußa¸wu¸ sredu izluqaetsØ dve volny: prodol~naØ i popereqnaØ, v to vremØ, kak v drugoæ modeli v ßidkost~ izluqaetsØ tol~ko prodol~naØ volna. V svØzi s fftim v processe rasprostraneniØ uprugih zatu-

ZATUHAıWIE REZONANSNYE MODY 187 ha¸wih kolebaniæ vdol~ cilindriqeskih uprugih volnovodov, ime¸wih s okrußa¸weæ sredoæ neßestkiæ kontakt, proishodit bystroe obogawenie spektrov voln Kr rezonansnymi qastotami. �ta ße osobennost~ zatuha¸wih voln byla vyØvlena i dlØ modeli sloæ v uprugoæ srede.

Ris. 1. DispersiØ fazovoæ (sploxnye linii) i gruppovoæ (xtrihovye linii) skorosteæ sterßnevoæ volny (I) i pervoæ mody Kr-volny (II) dlØ dvuh modeleæ sred: sterßen~ v ßidkosti (a) i sterßen~ v uprugoæ srede (v).

Ris. 2. Zatuhanie sterßnevoæ volny (sploxnye linii) i pervoæ mo-

dy Kr-volny (xtrihovye linii) dlØ dvuh modeleæ sred: sterßen~

v ßidkosti (a) i sterßen~ v uprugoæ srede (v).

188 P. V. KRAUKLIS, L. A. KRAUKLIS

Takim obrazom pokazano, qto volny tipa Kr poØvlØ¸tsØ i v sterßnevyh strukturah, pomewennyh v uprugu¸ sredu. V inßenernoæ geologii ffto moßet predstavlØt~ interes pri izuqenii svaænyh soorußeniæ, a v geologii pri kartirovanii ßil~nyh intruziæ.

Literatura

1. P. V. Krauklis, L. A. Krauklis, Ob odnom tipe voln v sredah, soderßawih poverhnosti oslablennogo mehaniqeskogo kontakta. — Zap. nauqn. semin. LOMI 173 (1988), 113–122.

2. P. V. Krauklis, L. A. Krauklis, O vliØnii granic razryva v srede na interferencionnye volny. — Zap. nauqn. semin. LOMI 179 (1989), 110–115.

3. W. M. Ewing, W. S. Jardetzky, F. Press, Elastic Waves in Layered Media. Mc Graw-Hill Book Co., New York (1957).

Krauklis P. V., Krauklis L. A. Attenuating resonance modes in the cylindrical waveguide, placed in an elastic medium.

The interference attenuating waves propagating in the cylindrical elastic waveguide, placed in an elastic medium are considered. The group velocity of waves is intermediate between that of P -wave and that of S-wave, the phase velocity equal that P -wave. The frequency of wave is almost constant and determined by a requirement of the constructive inerference. The dispersion and attenuation of these waves are described.

Postupilo 31 ØnvarØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN