Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

M. A. LØlinov DIFRAKCI˚ PLOSKO` �LEKTROMAGNITNO` VOLNY, PADAıWE` NAKLONNO NA REBRO IMPEDANSNOGO KLINA: EDINSTVENNOST^ KLASSIQESKOGO REXENI˚

1. Vvedenie

Pri izuqenii difrakcii korotkih voln na rasseiva¸wih ob¨ektah dostatoqno sloßnoæ struktury kl¸qevoe znaqenie priobretaet vyqislenie difrakcionnyh kofffficientov. Difrakcionnye kofffficienty, vyqislennye dlØ rØda kanoniqeskih zadaq, v silu principa lokal~nosti mogut byt~ ispol~- zovany dlØ postroeniØ korotkovolnovyh asimptotiqeskih rexeniæ v situaciØh so znaqitel~no bolee sloßnoæ geometrieæ rasseivatelØ. Odnoæ iz naibolee izvestnyh kanoniqeskih zadaq difrakcii ØvlØetsØ zadaqa o normal~nom padenii ploskoæ fflektromagnitnoæ volny na rebro impedansnogo klina. V fftom sluqae, vektornaØ zadaqa svoditsØ k dvum nezavisimym skalØrnym zadaqam, kaßdaØ iz kotoryh rexaetsØ v zamknutoæ forme [1]. Rexenie skalØrnoæ zadaqi predstavleno v vide integrala Zommerfel~da, kotoryæ ØvlØetsØ razloßeniem po ploskim volnam. Spektral~naØ funkciØ fftogo razloßeniØ udovletvorØet funkcional~nym uravneniØm, nazyvaemym uravneniØmi Mal¸ßinca. Funkcional~nye uravneniØ rexa¸tsØ Øvno v terminah special~- noæ meromorfnoæ funkcii Ψ_ϕ(z) (funkcii Mal¸ßinca).

Odnako, daße neposredstvennoe obobwenie na sluqaæ naklonnogo padeniØ ploskoæ fflektromagnitnoæ volny na rebro impedansnogo klina privodit k suwestvennomu usloßneni¸ zadaqi: rasweplenie na dve skalØrnyh zadaqi okazyvaetsØ nevozmoßnym. Sootvetstvu¸wie sparennye uravneniØ Mal¸ßinca svØzyva¸t obe spektral~nye funkcii. NesmotrØ na mnogoqislennye popytki, Øvnye rexeniØ udalos~ naæti tol~ko dlØ nekotoryh special~nyh sluqaev [2–5]. Sleduet zametit~, qto otsutstvie rexeniØ “v kvadraturah” v obwem sluqae vpolne ob¨Øsnimo, tak kak rexenie sparennyh uravneniæ Mal¸ßinca moßet byt~ sve- 189

190 M. A. L˚LINOV deno k nekotoroæ zadaqe matriqnoæ faktorizacii. Izvestno, qto ØvnaØ faktorizaciØ matric provoditsØ lix~ dlØ special~nogo klassa matric.

V poslednie gody predloßen podhod [6], pozvolØ¸wiæ svesti funkcional~nye uravneniØ k singulØrnym integral~nym uravneniØm, kotorye zatem regulØrizu¸tsØ i issledu¸tsØ tradicionnymi metodami. Zametim, qto v rØde zadaq difrakcii na kline primenenie standartnogo metoda vozmuweniæ dlØ sistemy uravneniæ Mal¸ßinca okazyvaetsØ dostatoqno ffffektivnym [7]. Nekotorye interesnye rezul~taty dlØ rasseØniØ voln v sektorial~nyh sredah izloßeny v dissertacii [8]. Suwestvuet mnogo rabot posvØwennyh priblißennomu postroeni¸ difrakcionnyh kofffficientov (sm., naprimer, [9]) v zadaqe difrakcii na kline.

2. Postanovka zadaqi

Pust~ impedansnyæ klin osvewaetsØ naklonno pada¸weæ ploskoæ volnoæ (Ris. 1). Ugol β naklonnogo padeniØ na rebro klina udovletvorØet neravenstvu 0 < β 6^π_2 . Pri normal~nom padenii na rebro β =^π_2 i zadaqa rexaetsØ v Øvnoæ forme. Os~ Z sovpadaet s rebrom klina, kotoryæ ØvlØetsØ os~¸ cilindriqeskoæ sistemy koordinat (r, φ, z). Pust~ ugol raskryva klina 2Φ (_π 2 < Φ 6 π ) . Komponenty H^i_z i E^i_z pada¸weæ ploskoæ volny opisyva¸tsØ vyraßeniØmi

[W_0H^i_z, E^i_z]^T = ⃗U_0 exp(−ik^′r cos(φ − φ_0) + ik^{′′}z), (1)

gde vektor-stolbec ⃗U_0 = (U_{o1} , U_{02})^T , k^′ = k sin β, k^{′′} = k cos β, (zavisimost~ ot vremeni e^{−iωt} v formule (1) i dalee opuskaetsØ), k volnovoe qislo, W_0 volnovoæ impedans sredy vne klina. Komponenty H_z i E_z polnogo polØ udovletvorØ¸t sootnoxeniØm [W_0H_z, E_z]^T = ⃗U (r, φ) exp(ik^{′′}z), ⃗U(r, φ) = (U_1(r, φ), U_2(r, φ))^T , (2) gde ⃗U (r, φ) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Gel~mgol~ca vne klina ( 1 r ∂ ∂r ( r ∂ ∂r ) + 1 r^2

∂^2 ∂φ^2 + (k^′)^2 ) ⃗U (r, φ) = 0. (2′) Zametim, qto esli z-komponenty volnovogo polØ izvestny, to ostal~nye sostavlØ¸wie vyqislØ¸tsØ po nim differenciarova-

DIFRAKCI˚ PLOSKO` VOLNY 191

Ris. 1.

niem v sootvetstvii s uravneniØmi Maksvella. Na granØh klina vypolneny impedansnye graniqnye usloviØ i kr ∂ ⃗U ∂φ (r, ±Φ) = ∓ sin^2 βA^± ⃗U (r, ±Φ) + cos β B i k ∂ ⃗U ∂r (r, ±Φ), (3) gde A^± = ( W_± 0 0 (W_±)^{−1} ) , B = ( 0 −1 1 0 ) , W_+ i W_− impedansy graneæ φ = Φ i φ = −Φ sootvetstvenno,

Re W_± > 0. (4) Uslovie Meæksnera na rebre imeet vid

U_i(r, φ) = C_i + O(r^δ), δ > 0, i = 1, 2, r → 0, (5) gde C_i, δ postoØnnye.

Tak kak issleduetsØ rasseØnie ploskoæ volny na kline s granicami, uhodØwimi na beskoneqnost~, to uslovie pri r → ∞ formuliruetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ volnovoe qislo k = k_0 +i¶ imeet malu¸ poloßitel~nu¸ mnimu¸ qast~ ¶. Oboznaqim U^g_i , i = 1, 2 geometrooptiqeskoe volnovoe pole, vkl¸qa¸wee pada¸wu¸ volnu i volny otraßennye ot graneæ klina po zakonam geometriqeskoæ optiki. Zametim, qto U^g_i ne ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi po φ i zamenØ¸t znaqeniØ skaqkom na sootvetstvu¸wih

192 M. A. L˚LINOV granicah sveta-teni. GeometrooptiqeskaØ qast~ polØ U^g_i , i = 1, 2 moßet byt~ vyqislena Øvno s pomow~¸ izvestnyh zakonov otraßeniØ ploskih voln ot ploskih granic. My trebuem, qtoby pri r → ∞ |U_i(r, φ) − U^g_i (r, φ)| 6 D_ie^−–^{ar} , a > 0, i = 1, 2, (6) t.e. modul~ raznosti v levoæ qasti neravenstva (6) ffksponencial~no stremitsØ k nul¸ pri r → ∞. D_i, a nekotorye postoØnnye.

Zameqanie 1. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo malogo ¶ > 0 naæ-

deno edinstvennoe klassiqeskoe rexenie ⃗U – zadaqi difrakcii (1)–(6). Esli suwestvuet predel~noe klassiqeskoe rexenie ⃗U^{(0)} pri ¶ → 0, to govorØt, qto ⃗U^{(0)} est~ klassiqeskoe rexenie zadaqi difrakcii, udovletvorØ¸wee principu predel~nogo pogloweniØ.

3. Edinstvennost~ klassiqeskogo rexeniØ pri ¶ > 0 Pust~ imeetsØ dva klassiqeskih rexeniØ zadaqi (1)–(6). Sostavim ih raznost~ i oboznaqim ee ⃗U . Vektor ⃗U udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca, graniqnomu uslovi¸ (3), uslovi¸ Meæksnera |⃗U(r, φ)| = O(r^δ) i ocenke |U_i(r, φ)| < D_i e^−–^{ar} (7) pri r → ∞. Naxa cel~ pokazat~, qto ⃗U ≡ ⃗0.

Udobno pereæti k novomu vektoru ⃗V (r, φ) = P^{−1} ⃗U (r, φ), gde P preobrazovanie podobiØ, diagonalizu¸wee matricu B, iσ = P^{−1}BP, σ = ( 1 0 0 −1 ) , P = ( i 1 1 i ) . Vektor ⃗V udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca, tem ße usloviØm, qto i ⃗U pri r → 0 i r → ∞ (sm. (7)). Graniqnoe uslovie (3) prinimaet vid

(±1) r ∂ ⃗V ∂φ (r, ±ϕ) = ik^′ sin β J_± ⃗V (r, ±ϕ) ± i cos βσ ∂ ⃗V ∂r (r, ±ϕ), (8)

DIFRAKCI˚ PLOSKO` VOLNY 193 gde sootvetstvenno berutsØ verhnie ili nißnie znaki,

J_± = (_{W±+W −1±} 2 W_±−W^−1_± 2i −^{W± −W −1±}_{2i}^{W± +W −1±}_2 ) . Rassmotrim oblast~ Ω_{ε,R} ⊂ R^2 vne ostrogo ugla veliqiny 2π−2ϕ, nahodØwu¸sØ vnutri okrußnosti radiusa R i vne okrußnosti malogo radiusa ε. Obe okrußnosti ime¸t svoim centrom verxinu ugla. Granica ∂Ω_{ε,R} = S_R ∪S_ε∪S_+ ∪S_− sostoit iz dug upomØnutyh okrußnosteæ i otrezkov storon ugla S_+ i S_−, zakl¸qennyh meßdu fftimi okrußnostØmi. Umnoßim uravnenie Gel~mgol~ca dlØ V_i, i = 1, 2 na V_i, prointegriruem po oblasti Ω_{ε,R} i vospol~- zuemsØ formuloæ Grina

(−1) ∫ Ωε,R |∇V_i|^2dv + (k^′)^2 ∫ Ωε,R |V_i|^2dv + ∫ Ωε,R ∂V_i ∂n V_ids = 0, (9)

i = 1, 2, n vnexnØØ normal~ k Ω_{ε,R}. Vyqislim kompleksno soprØßennoe k (9), vyqtem poluqennoe ravenstvo iz (9) i vydelim mnimu¸ qast~ rezul~tata

Im((k^′)^2 −(k^′)^2) ∫ Ωε,R |V_i|^2dv + Im ∫ ∂Ω_{ε,R} ( ∂V_i ∂n V_i − ∂V_i ∂n V_i ) ds = 0, i = 1, 2. Sloßim ffti ravenstva dlØ i = 1 i i = 2. Poluqim

Im((k^′)^2 −(k^′)^2) ∫ Ωε,R (|V_1|^2 + |V_2|^2)dv+

+ Im ∫ ∂Ω_{ε,R}

( ⟨ ∂ ⃗V ∂n , ⃗V ⟩ C^2 − ⟨∂ ⃗V ∂n , ⃗V ⟩ C^2 ) ds = 0, (10)

gde ⟨·, ·⟩C2 oznaqaet skalØrnoe proizvedenie v C^2 . Primem vo vnimanie, qto Im((k^′)^2 − (k^′)^2) > 0, togda oqevidno, qto dlØ dokazatel~stva edinstvennosti klassiqeskogo rexeniØ (⃗V = ⃗0) dostatoqno proverit~ neotricatel~nost~ mnimoæ qasti integrala po granice oblasti Ω_{ε,R} v levoæ qasti ravenstva (10), kogda ε → 0, R → ∞. Zametim, qto v silu usloviØ Meæksnera i usloviØ na

194 M. A. L˚LINOV beskoneqnosti, sootvetstvenno integraly po dugam S_ε i S_R stremØtsØ k nul¸. DlØ ocenki integralov po S_+ i S_− vospol~zuemsØ graniqnym usloviem (8) v podintegral~nom vyraßenii Im ( ⟨ ± 1 r ∂ ⃗V ∂φ , ⃗V ⟩ C^2 − ⟨ ± 1 r ∂ ⃗V ∂φ , ⃗V ⟩ C^2 ) | | | |_{S±} =

= 2 Im ⟨ ± 1 r ∂ ⃗V ∂φ , ⃗V ⟩ C^2 | | |_{S±} = Im { ik^′⟨(J_± + J^∗_±)⃗V , ⃗V ⟩C2 | | |_{S±} +

+(±i) cos β ( ⟨ σ ∂ ⃗V ∂r , ⃗V ⟩ C^2 + ⟨ σ ∂ ⃗V ∂r , ⃗V ⟩ C^2 | | |_{S±} ) } =

Im { ik^′⟨(J_± + J^∗_±)⃗V , ⃗V ⟩C2 | | | |_{S±} + (±i) cos β ∂ ∂r ⟨ σ, ⃗V , ⃗V ⟩ C^2 | | | |_{S±} } . Esli podstavit~ poluqennoe vyraßenie v integral, to integrirovanie polnoæ proizvodnoæ po r privodit k vyqisleni¸ ⟨σ ⃗V , ⃗V ⟩ | S_± pri r = ε i r = R. Pol~zuØs~ usloviem Meæksnera

i usloviem na beskoneqnosti, ubeßdaemsØ, qto v predele ε → 0, R → ∞ ffta kvadratiqnaØ forma annuliruetsØ.

OstaetsØ proverit~, qto Im { ik^′⟨(J_± + J^∗_±)⃗V , ⃗V ⟩C2 | | | |_{S±} } ¿ 0.

Esli vzØt~ ¶ dostatoqno malym (k^′ = (k_0 + i¶) sin β), to poslednee neravenstvo sleduet iz togo, qto Re(J_± + J^∗_±) > 0 ili ravnosil~no Re W_± > 0 (sm. (4)). Takim obrazom, dlØ passivnyh impedansov graneæ klina klassiqeskoe rexenie zadaqi difrakcii edinstvenno, t.k. iz ⃗V = ⃗0 sleduet ⃗U = ⃗0.

4. Integraly Zommerfel~da i funkcional~nye uravneniØ Mal¸ßinca Rexenie zadaqi iwetsØ v vide integrala Zommerfel~da U_i(r, φ) = 1 2πi ∫ γ e^{−ik′r cos α}f_i(α + φ)dα, i = 1, 2, (11)

DIFRAKCI˚ PLOSKO` VOLNY 195 gde γ simmetriqnyæ kontur Zommerfel~da [1, 5], sostoØwiæ iz dvuh petel~ γ_+ i γ_−, γ_+ = (i∞ + π/2,^π_2 + id] ∪[^π_2 + id, −^{3π}_2 + id] ∪[−^{3π}_2 + id, −^{3π}_2 + i∞), d > 0, a γ_− simmetriqen γ_+ otnositel~- no naqala koordinat. Integraly Zommerfel~da (11) udovletvorØ¸t uravneni¸ Gel~mgol~ca, a dlØ nahoßdeniØ spektral~nyh funkciæ f_i(α) podstavim rexenie (10) v graniqnoe uslovie (3) i vospol~zuemsØ teoremoæ Mal¸ßinca ob obrawenii integrala Zommerfel~da. My poluqim sistemu sparennyh funkcional~nyh uravneniæ Mal¸ßinca

A_j (α) ⃗ψ(α − (−1)^j Φ) = A(−α) ⃗ψ(−α − (−1)^j Φ), j = 1, 2, (12)

A_j(α) = ( sin α − (−1)^j sin βW_j − cos β cos α cos β cos α sin α − (−1)^j sin βW^{−1}_j ) . Rexenie sistemy funkcional~nyh uravneniæ (12) iwetsØ v special~nom klasse meromorfnyh funkciæ, a imenno ⃗psi(α) = (f_1(α), f_2(α))^T imeet edinstvennyæ pol¸s v toqke α = φ_0 v polose Π_Φ = {α : | Re α| < Φ}, t.e. vektor ⃗ψ(α) − 1 α − φ_0 ⃗U regulØren v Π_ϕ. (13)

Kak i v skalØrnoæ zadaqe [1], naliqie pol¸sa v α = φ_0 s zadannym vyqetom pozvolØet opisat~ plosku¸ pada¸wu¸ volnu, kotoraØ vkl¸qaetsØ v polnoe pole ⃗U (r, φ) narØdu s otraßennymi i rasseØnnymi volnami. Neobhodimost~ udovletvorit~ uslovi¸ Meæksnera (5) privodit k ograniqeni¸ klassa dopustimyh vektorov

|f_i(α) − f_i(±i∞)| 6 const e^{−δ| Im α|}, i = 1, 2, (14)

pri Im α → ±i∞ sootvetstvenno. Zametim, qto esli suwestvuet meromorfnoe rexenie uravneniæ (12), kotoroe udovletvorØet (13), (14), to volnovoe pole (11) dopuskaet ocenku (6) pri r → ∞. Meromorfnoe rexenie uravneniæ (12), udovletvorØ¸wee usloviØm (13) i (14), nahoditsØ edinstvennym obrazom. Esli by ffto bylo ne tak, to suwestvovalo by po men~xeæ mere dva klassiqeskih rexeniØ zadaqi difrakcii (1)–(6) vida (11), qto protivoreqit edinstvennosti klassiqeskogo rexeniØ.

196 M. A. L˚LINOV

Zametim, qto v sluqae ediniqnogo otnositel~no impedansa W_± = 1, funkcional~nye uravneniØ rexa¸tsØ Øvno v zamknutoæ forme. �to qastnyæ sluqaæ bolee obweæ situacii, rassmotrennoæ v [5]. DlØ proizvol~nogo impedansa graneæ Øvnogo rexeniØ postroit~ ne udaetsØ. V obwem sluqae moßno reducirovat~ funkcional~nye uravneniØ k integral~nym uravneniØm fredgol~movskogo tipa, togda iz edinstvennosti rexeniØ integral~nyh uravneniæ sleduet ih razreximost~. Sootvetstvu¸- wiæ podhod budet rassmotren v odnoæ iz posledu¸wih publikaciæ.

Literatura

1. G. D. Mal¸ßinec, Vozbußdenie, otraßenie i izluqenie poverhnostnyh

voln na kline s zadannym impedansami graneæ. Doklady AN SSSR, 121,

No. 3 (1958), 436–439.

2. V. G. Vaccaro, The generalized reflection method in electromagnetism. AEÜ, 34 (1980), 493–500.

3. O. M. Bucci, G. Franceschetti, Electromagnetic scattering by a half plane with two face impedances. Radio Sci., 11 (1976), 49–59.

4. J.-M. L. Bernard, Diffraction at skew incidence by an anisotropic impedance wedge in electromagnetism theory: a new class of canonical cases. J. Phys. A: Math. Gen., 31 (1998), 595–613.

5. M. A. Lyalinov, N. Y. Zhu, Diffraction of a skewly incident plane wave by an anisotropic impedance wedge – a class of exactly solvable cases. Wave Motion, 30 (1999), 275–288.

6. B. V. Budaev, Diffraction by wedges. Pitman Research Notes in Mathematics Series, 322. Essex: Longman. (1995).

7. M. A. Lyalinov, Difraction by a highly contrast transparent wedge. J. Phys. A:

Math. Gen., 32 (1999), 2183–2206.

8. A. V. Osipov, Novye metody issledovaniØ volnovyh poleæ v uglo-

vyh oblastØh. DoktorskaØ dissertaciØ, S.-Peterburgskiæ Universitet

(1995).

9. T. B. A. Senior, J. L. Volakis, Approximate boundary conditions in electromagnetics. The Institution of Electrical Engineers. Vol. 41, London (1995).

Lyalinov M. A. Diffraction of an electromagnetic plane wave obliquely incident on the edge of an impedance wedge: uniqueness of the classical solution.

The problem of diffraction of an electromagnetic plane wave by an impedance wedge is considered. Uniqueness of the classical solution is proved.

Postupilo 10 ØnvarØ 2000 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet