Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

M. V. Perel~, I. V. Fialkovskiæ, A. P. Kiselev

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE IZGIBNO` I SDVIGOVO` MOD V NEODNORODNO` BALKE TIMOXENKO

1. Vvedenie

My rassmatrivaem rasprostranenie izgibnoæ i sdvigovoæ mod v balke Timoxenko [1] s gladko zavisØwimi ot dliny parametrami. �ti mody rasprostranØ¸tsØ nezavisimo drug ot druga s razliqnymi fazovymi skorostØmi i mogut byt~ naædeny v adiabatiqeskom (VKB) priblißenii, esli masxtab izmeneniØ parametrov balki mnogo bol~xe dliny volny, pri uslovii qto ih fazovye skorosti razliqny [2, 3]. Odnako, adiabatiqeskoe priblißenie neprimenimo, esli v nekotoroæ toqke krivye fazovyh skorosteæ fftih voln pereseka¸tsØ. Adiabatika, pri uslovii razliqiØ ili toßdestvennogo sovpadeniØ skorosteæ, postroena v [4]. Tam ße otmeqeny trudnosti, voznika¸wie pri naruxenii fftih usloviæ.

V nastoØweæ rabote dano asimptotiqeskoe opisanie rasprostraneniØ vysokoqastotnyh voln pri naliqii toqki pereseqeniØ fazovyh skorosteæ. Pokazano, qto pri pereseqenii ih pod koneqnym uglom volna odnogo tipa, iduwaØ v napravlenii toqki pereseqeniØ skorosteæ x_0, posle prohoßdeniØ x_0 poroßdaet i volnu drugogo tipa, priqem otnoxenie ee amplitudy k amplitude pada¸weæ volny proporcional~no 1/ √ ω, ω – qastota. Postroeny asimptotiqeskie formuly, opisyva¸wie pole v okrestnosti toqki sovpadeniØ skorosteæ.

BlizkaØ k dannoæ po ispol~zuemomu matematiqeskomu apparatu kvantovomehaniqeskaØ zadaqa o pereseqenii termov v dvuhatomnyh molekulah byla rassmotrena vpervye Landau i Zinerom [5]. Analogiqnye formuly voznika¸t pri rexenii zadaqi o tunnelirovanii fflektrona qerez uzku¸ zaprewennu¸ zonu v kristalle [6]. Ime¸tsØ obxirnye issledovaniØ po rasprostraneni¸ voln razliqnoæ prirody vblizi toqek pereseqeniØ ili 258

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 259 sblißeniØ fazovyh skorosteæ. Tak, rasprostraneni¸ radiovoln v ionosfere posvØweny raboty [7–10]; rasprostranenie akustiqeskih voln v sloe ßidkosti obsußdaetsØ v [11]; vzaimodeæstvie uprugih ob¨emnyh i poverhnostnyh voln v slabo anizotropnoæ neodnorodnoæ uprugoæ srede opisano v [12, 13]. Iz literatury, ime¸weæ matematiqesku¸ motivaci¸, otmetim [14, 15].

V dannoæ rabote primenØetsØ matematiqeskiæ apparat, analogiqnyæ [10] i zaimstvovannyæ iz kvantovoæ mehaniki (sm. [5]). UravneniØ dlØ popereqnyh mod v balke Timoxenko v garmoniqeskom reßime svodØtsØ k sisteme qetyreh uravneniæ pervogo porØdka, kotoraØ prinimaet tot ße vid, qto i sistema uravneniæ Maksvella v [10]. Rexenie vblizi toqki pereseqeniØ fazovyh skorosteæ stroitsØ metodom pograniqnogo sloØ [16], s vvedeniem rastØnutoæ koordinaty. Primenenie preobrazovaniØ Fur~e k vysokoqastotnomu asimptotiqeskomu razloßeni¸ garmoniqeskogo rexeniØ, daet razloßenie volny po gladkosti v duhe [17].

Vse rassußdeniØ vedutsØ na urovne formal~nyh asimptotik.

2. Garmoniqeskie volny

Rasprostranenie monohromatiqeskih izgibnyh i sdvigovyh voln v balke Timoxenko opisyvaetsØ sistemoæ

−mω^2W = [GκA(W_x + U )]_x , −I_mω^2U = (EIU_x)_x − GκA(W_x + U ), (2.1)

Zdes~ x – koordinata vdol~ balki, ω – uglovaØ qastota kolebaniæ; W = W (x, ω) i U = U (x, ω) – sootvetstvenno progib osi balki otnositel~no poloßeniØ ravnovesiØ W = 0 i ugol otkloneniØ normali k popereqnomu seqeni¸ ot osi (prodol~nye kolebaniØ opisyva¸tsØ uravneniØmi, ne zavisimymi ot vypisannyh), m – lineænaØ plotnost~ balki, I_m i I – sootvetstvenno moment inercii seqeniØ balki i moment inercii seqeniØ balki s ediniqnoæ plotnost~¸, G i E – modul~ sdviga i modul~ ınga, κ – kofffficient Timoxenko i A – plowad~ popereqnogo seqeniØ balki. Parametry balki gladko zavisØt ot gorizontal~noæ koordinaty x i ne zavisØt ot ω. VremennaØ zavisimost~ exp { −iωt } opuskaetsØ.

Moßno sqitat~, qto uravneniØ (2.1) zapisany v bezrazmernyh peremennyh. Vvedem veliqiny razmernosti skorosti

c_1 = √ GkA/m, c_2 = √ EI/I_m. (2.2)

260 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV V dal~neæxem okaßetsØ, qto c_1 i c_2 ØvlØ¸tsØ pri ω → ∞ skorostØmi rasprostraneniØ voln dvuh tipov v balke. My predpolagaem, qto suwestvuet toqka x = x_0, v kotoroæ c_1(x_0) = c_2(x_0) ≡ c_0. Veliqinu c_0 budem sqitat~ harakternym masxtabom skorosti. V zadaqe imeetsØ takße parametr razmernosti dliny L = √ I_m/m, togda parametr razmernosti vremeni imeet vid L/c_0. OboznaqaØ bezrazmernye peremennye til~doæ, poluqim ~x = x/L, ~ω = ωL/c_0, ~W = W c_0/L^2, ~U = U c_0/L, (2.3) ~m = m/m_0, ~I_m = I_m/(I_m)_0, ~E = E/E_0, ~I = I/I_0, ~G = G/G_0, ~k = k/k_0, ~A = A/A_0. (2.4) Zdes~_0 oznaqaet, qto sootvetstvu¸wiæ parametr vzØt v toqke

x_0. V dal~neæxem budem predpolagat~, qto vse veliqiny bez-

razmerny, i budem opuskat~ til~du. Tol~ko v razdelah 8,9 pri opisanii okonqatel~nogo rezul~tata vernemsØ k razmernym peremennym.

Svedem sistemu uravneniæ (2.1) k sisteme qetyreh uravneniæ pervogo porØdka, vvodØ v rassmotrenie qetyrehkomponentnyæ vektor-stolbec Ψ = Ψ(x, ω), Ψ = (−iωW, −iωU, EIU_x, GkA(W_x + U ))^T , (2.5) gde^T – transponirovanie. Komponenty Ψ sut~ skorost~ izgibnyh kolebaniæ pri zadannom x, skorost~ izmeneniØ ugla otkloneniØ normali k popereqnomu seqeni¸ ot osi balki, pererezyva¸waØ sila i moment popereqnyh deformaciæ, sootvetstvenno.

Vektor-funkciØ Ψ(x, ω) udovletvorØet sisteme qetyreh lineænyh uravneniæ, kotoraØ moßet byt~ zapisana v vide, napomina¸wem uravnenie Xredingera

(H(x) + εV)Ψ = −iεΓ^{dΨ}_{dx} , ε =^1_ω ≪ 1. (2.6)

Zdes~

H = diag^(m, Im, (EI)^{−1}, (GκA)^{−1)} , (2.7) a V = 0 0 0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 −i 0 0 , Γ = 0 0 0 −1 0 0 −1 0 0 −1 0 0 −1 0 0 0

. (2.8)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 261 Bezrazmernyæ parametr ε = 1/ω, obratnyæ k bezrazmernoæ qastote, ØvlØetsØ malym (napominaem, qto til~da v oboznaqenii bezrazmernyh peremennyh v dal~neæxem opuskaetsØ), qto oznaqaet, qto dlina volny c_0/ω mnogo men~xe harakternogo masxtaba dliny L. Pri fftom vse komponenty vektora Ψ okazyva¸tsØ odnogo porØdka.

Otmetim, qto fflementy H zavisØt, a fflementy V i Γ ne zavisØt ot x.

Matricy H, V i Γ samosoprØßennye. Pofftomu (Ψ, ΓΨ) =

Const, qto imeet smysl zakona sohraneniØ potoka ffnergii ((·, ·)

– standartnoe skalØrnoe proizvedenie, (f , g) =

∑_4 j=1f^∗_j g_j).

3. Vysokoqastotnye volny v odnorodnoæ balke

RexeniØ sistemy uravneniæ (2.1) v predpoloßenii, qto svoæstva balki ne zavisØt ot x, horoxo izvestny [1]. Privedem ih v oboznaqeniØh (2.6). Oni mogut byt~ naædeny v vide

Ψ(x, 1/ε) = �(ε) exp { iβ(ε)x/ε } , gde � i β, sootvetstvenno, sobstvennyæ vektor i sobstvennoe

qislo sledu¸weæ spektral~noæ zadaqi

(H + εV)� = βΓ� ili Γ^{−1}(H + εV)� = β�. (3.1)

Sobstvennye qisla β, kak legko pokazat~, udovletvorØ¸t bikvadratnomu uravneni¸ i nahodØtsØ Øvno. Sobstvennye vektory i sobstvennye qisla ØvlØ¸tsØ funkciØmi ε, qto ukazyvaet na naliqie dispersii. Ona isqezaet pri ε → 0. Pri malyh ε, � i β mogut byt~ razloßeny v rØdy Teælora. DlØ udobstva dal~neæxego izloßeniØ budem srazu iskat~ β i � vide razloßeniæ

β(ε) = λ+εβ^{(1)} +ε^2β^{(2)}+. . . , �(ε) = ’+ε�^{(1)}+ε^2�^{(2)}+. . . . (3.2)

DlØ kratkosti zapisi vvedeny otdel~nye oboznaqeniØ dlØ nulevyh priblißeniæ sobstvennyh qisel i sobstvennyh vektorov.

Nulevye priblißeniØ ’, λ nahodØtsØ iz spektral~noæ zadaqi

H’ = λΓ’, ili Γ^{−1}H’ = λ’, (3.4)

i opredelØ¸tsØ formulami

λ_{1,2} = 1 c_{1,2} , λ_{3,4} = −λ_{1,2} (3.5)

262 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV

’1,3 =^1√_2^(p^{−1}_1 , 0, 0, ∓p1^{)T} , ’2,4 =^1√_2^(0, p^{−1}_2 , ∓p2, 0^{)T} , (3.6)

p_1 = √ mc_1, p_2 = √ I_mc_2. (3.7)

Predpolagaem, qto fazovye skorosti c_1, c_2 koneqny i ne obrawa¸tsØ v nul~.

Sobstvennye funkcii ’_i ortogonal~ny, (’i, Γ’j) = δij Ni, (3.8) gde δ_{ij} – simvol Kronekera, a

N_i = 1, esli i = 1, 2 i N_i = −1, esli i = 3, 4. (3.9)

Sobstvennye funkcii ’_{1,3} sootvetstvu¸t pada¸weæ (beguweæ napravo) i otraßennoæ (beguweæ nalevo) volnam izgibnogo tipa,

a ’2,4 – sootvetstvenno, sdvigovogo. DlØ voln, beguwih napravo,

normirovoqnye mnoßiteli N_i poloßitel~ny, a dlØ voln, beguwih nalevo, otricatel~ny. �to soglasuetsØ s tem, qto N_i imeet smysl potoka ffnergii.

Vse posledu¸wie priblißeniØ opredelØ¸tsØ iz teorii vozmuweniæ i vyraßa¸tsØ v terminah matriqnyh fflementov V_{ij} =

(’i, V’j). Procedura neodnoznaqna, t. k. sobstvennyæ vektor

opredelen s toqnost~¸ do umnoßeniØ na proizvol~nyæ rØd po stepenØm ε, i na kaßdom xage voznika¸t proizvol~nye kofffficienty. My ustranØem proizvol usloviem

(’, Γ�^{(k)}) = 0. (3.10)

DlØ rexeniØ uravneniØ (2.6), sootvetstvu¸wego pada¸weæ izgibnoæ volne, poluqaem

Ψ_1 = [ ’1 + ε^{( V21}_{λ1 − λ2} ’2 −^{V41}_{λ1 + λ2} ’4^) + . . .^] × (3.11)

× exp { ix ε ( λ_1 + ε^2 ( V_{21}V_{12} λ_1 − λ_2 − V_{41}V_{14} λ_1 + λ_2 ) + . . . ) } . Analogiqno stroØtsØ rexeniØ, sootvetstvu¸wie pada¸weæ sdvigovoæ volne i poluqa¸tsØ Øvnye vyraßeniØ dlØ voln, iduwih v obratnom napravlenii v storonu otricatel~nyh x.

RexeniØ {Ψ_i}^4_{i=1}, razumeetsØ, lineæno nezavisimy i obrazu¸t fundamental~nu¸ sistemu.

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 263

4. Adiabatiqeskoe rexenie

Anzatc i rekurrentnaØ sistema. Budem teper~ iskat~ rexenie

uravneniØ (2.6) v vide adiabatiqeskogo ( VKB) razloßeniØ

Ψ(x, 1/ε) = �(x, ε) exp { i ε ∫_x β(x, ε) dx } , (4.1) β(x, ε) = λ(x) + ∑_∞ k=1 ε^kβ^{(k)}(x), �(x, ε) = ’(x) +^{∑∞}_{k=1}ε^k�^{(k)}(x).^{(4.2)}

Nißniæ predel integrirovaniØ v (4.1) budet fiksirovan pozdnee. Vvedenie razloßeniæ i dlØ β, i dlØ vektornoæ amplitudy

� svØzano s dopolnitel~nym proizvolom. My ustranØem ego vve-

deniem usloviØ (

’(x), Γ�^{(k)}(x)^) = 0, (4.3)

analogiqnogo uslovi¸ (3.10) dlØ odnorodnoæ sredy. BlagodarØ emu amplitudy �^{(n)} budut zaviset~ tol~ko ot lokal~nyh svoæstv sredy, a vse integral~nye harakteristiki voædut v pokazatel~ ffksponenty.

PodstavlØØ (4.1),(4.2) v (2.6) i priravnivaØ kofffficienty pri ravnyh stepenØh ε v pravoæ i levoæ qastØh (2.6), poluqim

(H − λΓ) ’ = 0, (4.4) (H − λΓ) �^{(1 )} = β^{(1)}Γ’ − V’ − iΓ ˙’, (4.5) (H − λΓ) �^{(2 )} = β^{(2)}Γ’ − V�^{(1)} − iΓ^˙�^{(1)}+_{+ β(1)Γ} �^{(1)}, (4.6) (H − λΓ) �^{(n)} = β^{(n)}Γ’ − V�^{(n−1)} − iΓ^˙�^{(n−1)}+ + ∑_{n−1} k=1 β^{(k)}Γ�^{(n−k)}, (4.7)

gde toqka oznaqaet differencirovanie po x.

Nulevoe priblißenie. Spektral~naØ zadaqa (4.4) otliqaetsØ

ot (3.4) lix~ naliqiem v H zavisimosti ot koordinaty x. Sobstvennye znaqeniØ λ_j i sobstvennye funkcii ’_j opredelØ¸tsØ temi ße formulami (3.5), (3.6), no zavisØt teper~ ot x kak ot

264 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV parametra. Po-preßnemu ’_j udovletvorØ¸t uslovi¸ normirovki (3.8). Esli v kaqestve nulevyh priblißeniæ β i � vybrany, sootvetstveno, sobstvennoe qislo λ_j i sobstvennaØ funkciØ ’_j , to i vse posledu¸wie priblißeniØ budem snabßat~ nißnim indeksom j.

PervaØ popravka. Uslovie razreximosti (4.5) est~ ortogonal~-

nost~ pravoæ qasti k rexeni¸ odnorodnogo uravneniØ, t. e. k ’_j . Ots¸da legko poluqit~, qto

β^{(1)}_j = 1 N_j (V_{jj} + iS_{jj} ) . (4.8)

Zdes~ S_{ij} – kofffficienty svØzi mod nomerov i i j

S_{ij} ≡ (’_i, Γ ˙’_j). (4.9)

Pokaßem, qto esli vypolneno uslovie normirovki (3.8), to

S_{jj} = 0. V samom dele, iz vewestvennosti ’_j, ˙’_j, Γ i samosoprØ-

ßennosti Γ poluqaem ( ’j, Γ^d’^j_{dx}^) =^{( d}’^j_{dx} , Γ’j^) =^1_2^{d (}’^{j , Γ}’^{j)}_{dx} ,

togda S_{jj} = ( ’j , Γ^d’^j_{dx}^) =^1_2^{d (}’^{j , Γ}’^{j)}_{dx} = 0, (4.10)

tak kak, vsledstvie (3.8) i (3.9) (’_j, Γ’_j) = N_j = Const.

Iz opredeleniØ matricy V sleduet, qto

V_{jj} = 0. (4.11)

Takim obrazom, (4.8),(4.10) i (4.11) da¸t

β^{(1)}_j = 0. (4.12)

Iwem pervoe priblißenie dlØ vektornoæ amplitudy �_j , sootvetstvu¸weæ sobstvennomu znaqeni¸ λ_j, s uqetom usloviØ (4.3), v vide

�^{(1)}_j =^∑_{i≠j} a^{(1)}_{ji} ’i. (4.13)

PodstavlØØ (4.13) v (4.5), poluqaem ∑ m≠j (λ_m − λ_j )a(1)_{jm}Γ’_m = β(1)Γ’_j − V’_j − iΓ ˙’_j. (4.14)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 265 Ispol~zuØ uslovie ortogonal~nosti (3.8), nahodim,

a^{(1)}_{ji} = 1 N_i(λ_j − λ_i)

(V_{ij} + iS_{ij} ) , i ≠ j. (4.15)

Uße ots¸da vidno, qto naxe postroenie stalkivaetsØ s trudnostØmi pri sovpadenii fazovyh skorosteæ.

Uslovie razreximosti uravneniØ (4.6) daet

β^{(2)}_j = 1 N_j ∑ i≠j a (1) ji (V_{ji} + iS_{ji}) . (4.16)

Itak,

β_j = λ_j + ε^2 ∑ i≠j (V_{ij} + iS_{ij} ) (V_{ji} + iS_{ji}) N_j N_i(λ_j − λ_i)

+ . . . , (4.17) �j = ’j + ε^∑_{i≠j}^{Vij + iSij}_{Ni(λj − λi)} ’i + . . . . Asimptotiqeskoe razloßenie, opisyva¸wee iduwu¸ v poloßitel~nom napravlenii izgibnu¸ volnu, imeet vid

Ψ_1 = �_1 exp { i ε ∫_x x� β_1 dx } , (4.18)

β_1 = λ_1 + ε^2 ( V_{21}V_{12} λ_1 − λ_2 + S_{13}S_{31} 2λ1 − V_{41}V_{14} λ_1 + λ_2 ) + . . . �1 = ’1 + ε^{( V21}_{λ1 − λ2} ’2 −^{iS31}_{2λ1} ’3 −^{V41}_{λ1 + λ2} ’4^) + . . . .

Nißnie predely integrirovaniØ, x_+ pri x > 0 i x_− pri x < 0 mogut byt~ proizvol~nymi, s edinstvennym ograniqeniem, qto promeßutok integrirovaniØ ne soderßit toqki vyroßdeniØ x_0.

Formula (4.18) prevrawaetsØ v (3.11), esli sreda odnorodna po x, tak kak v takoæ srede kofffficienty svØzi mod S_{i,j} obrawa¸tsØ v nul~.

Asimptotiqeskoe razloßenie, sootvetstvu¸wee iduweæ v poloßitel~nom napravlenii sdvigovoæ volne, prinimaet vid:

Ψ_2 = �_2 exp { i ε ∫_x x� β_2 dx } , (4.19)

266 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV

β_2 = λ_2 + ε^2 ( V_{21}V_{12} λ_2 − λ_1 − V_{32}V_{23} λ_1 + λ_2 + S_{42}S_{24} 2λ2 ) + . . . , �2 = ’2 + ε^{( V12}_{λ2 − λ1} ’1 −^{V32}_{λ1 + λ2} ’3 −^{iS42}_{2λ2} ’4^) + . . . .

Vysxie priblißeniØ. Postroenie popravok moßno prodol-

ßit~. DlØ opredelennosti, rassmotrim pada¸wu¸ izgibnu¸ volnu Ψ_1. Iz usloviØ razreximosti uravneniØ (4.7) poluqaem

β^{(n)}_1 = ∑ l≠1 a^{(n−1)} 1l (V1l + iS1l) (4.20)

Iwem �^{(n)}_1 v vide

�^{(n)}_1 =^{∑4}_{l=2}a^{(n)}_{1l} ’l. (4.21)

PodstavlØØ (4.21) v (4.7) i skalØrno umnoßaØ obe qasti ravenstva na ’_i, i ≠ 1, poluqaem dlØ a^{(n)}_{1i} , analogiqno (4.14),

(λ1 − λ_i)a(^n)1_i = iȧ(^{n−}1)1_i + 1 N_i ∑_4 l=2 a^{(n−1)} 1l (Vil + iSil) − ∑_{n−1} k=1 β^{(k)}a^{(n−k)}_{1i} . (4.22) Poskol~ku λ_{3,4} ≠ λ_1, a^{(n)}_{13} i a^{(n)}_{14} nahodØtsØ odnoznaqno iz uravneniØ (4.22). Odnako, dlØ opredeleniØ a^{(n)}_{12} trebuetsØ dopolnitel~noe uslovie: λ_1 ≠ λ_2.

Formuly (4.20), (4.21) i (4.22) pokazyva¸t, qto vse priblißeniØ β^{(n)}_1 i �^{(n)}_1 zavisØt tol~ko ot lokal~nyh svoæstv balki v toqke s koordinatoæ x.

DlØ poluqeniØ vyraßeniæ dlØ sdvigovoæ mody dostatoqno pomenØt~ mestami v (4.20)-(4.22) nißnie indeksy 1 i 2.

ZameqaniØ.

My postroili formal~nye asimptotiqeskie razloßeniØ rexeniæ. Soglasno teoreme Birkgofa [18], suwestvu¸t rexeniØ sistemy (2.6), ime¸wie asimptotiki vida (4.18), (4.19) na l¸- bom intervale izmeneniØ x, ne soderßawem toqku vyroßdeniØ

x_0, v qastnosti, v sluqae polubeskoneqnoæ balki x ¿ 0, pri x ∈ [0, x_0 − √ ϵ] i pri x ∈ [x_0 + √ ε, l] pri l¸bom l > x_0 + √ ε. Odnako rexeniØ, asimptotiki kotoryh zada¸tsØ odnimi i temi ße formulami pravee i levee toqki x_0 razliqny. V dal~neæxem my vyØsnim, qto rexenie, ime¸wee asimptotiku (4.18) levee toqki

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 267 vyroßdeniØ x_0, predstavlØet soboæ lineænu¸ kombinaci¸ rexeniæ s asimptotikami (4.18),(4.19) pravee toqki vyroßdeniØ.

Pri vyqislenii preobrazovaniØ Fur~e potrebu¸tsØ asimptotiki fftih rexeniæ ne tol~ko pri poloßitel~nyh, no i pri otricatel~nyh ω. Pofftomu vaßno, qto, soglasno teoreme Birkgofa, postroenye rexeniØ ØvlØ¸tsØ regulØrnymi funkciØmi qastoty i ime¸t odni i te ße asimptotiki (4.18), (4.19) pri vseh ω, leßawih v verhneæ poluploskosti, vplot~ do vewestvennoæ osi vkl¸qitel~no. Takim obrazom, ffti rexeniØ ime¸t asimptotiki (4.18), (4.19), kak pri poloßitel~nyh, tak i pri otricatel~nyh ε i ω. Zametim, qto rexeniØ s asimptotikami Ψ_1, Ψ_2 v verhneæ poluploskosti qastoty sootvetstvu¸t volnam, iduwim v poloßitel~nom napravlenii osi x, priqem rexenie, sootvetstvu¸- wee volne s men~xeæ skorost~¸ rasprostraneniØ, odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po asimptotike, a rexenie, sootvetstvu¸wee volne s bol~xeæ skorost~¸, vosstanavlivaetsØ po asimptotike neodnoznaqno. K l¸bomu takomu rexeni¸ moßno dobavit~ rexenie, sootvetstvu¸wee volne s men~xeæ skorost~¸, umnoßennoe, naprimer, na exp { −1/ε } . V dal~neæxem, kogda my budem govorit~ o volne, iduweæ s men~xeæ skorost~¸, my budem imet~ v vidu l¸boe rexenie s sootvetstvu¸weæ asimptotikoæ.

Nabor Ψ_i, i = 1, 2, 3, 4 obrazuet fundamental~nu¸ sistemu rexeniæ. RukovodstvuØs~ strukturoæ nulevogo priblißeniØ amplitudy, my nazyvaem ffti rexeniØ izgibnymi i sdvigovymi.

5. Oblast~ primenimosti adiabatiqeskogo rexeniØ

DlØ opredelennosti, budem imet~ delo s izgibnoæ modoæ. Formuly (4.20)-(4.22) pokazyva¸t, qto adiabatika neprimenima vblizi toqek sovpadeniØ fazovyh skorosteæ, t. k. starxie priblißeniØ �^{(k)}_1 (x) i β^{(k+1)}_1 (x), k > 0 ime¸t osobennost~ pri

λ_1(x)−λ_2(x) → 0, t. e. pri x → x_0. Rassmotrenie pervogo pribli-

ßeniØ �^{(1)}_1 (x) polØ izgibnoæ mody pokazyvaet, qto osobennost~ pri x → x_0 imeetsØ tol~ko u kofffficienta a^{(1)}_{12} (x) pri vektore

’2, otveqa¸wem za sdvigovu¸ komponentu volny �^{(1)}_1 (x) = a^{(1)}_{12} (x)’2(x) + O(1), a^{(1)}_{12} (x) = V21(x)/^(λ1(x) − λ2(x)^).

GlavnaØ osobennost~ v starxih priblißeniØh �^{(n)}_1 (x) dlØ amplitudy, kak netrudno pokazat~ s pomow~¸ (4.22), toße vozni-

268 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV kaet iz kofffficienta a^{(n)}_{12} (x) pri ’_2, tak qto

�^{(n)}_1 (x) = d^{(n)}_1 (x)/^(λ1(x) − λ2(x)^{)2n−1}, (5.1)

priqem vektor d^{(n)}_1 (x) ostaetsØ koneqnym pri x → x_0 ( hotØ moßet obrawat~sØ v nul~, esli^˙λ_1(x_0) =^˙λ_2(x_0)). Netrudno naæti ego Øvno

d^{(n)}_1 (x) = i^{1−n}(2n − 3)!! ( λ̇1(x) − λ̇2(x) )_{n−1} V_{21}(x) ’_2(x) + o (( λ̇1(x) − λ̇2(x) )_{n−1}) , (5.2)

gde k!! – proizvedenie vseh neqetnyh qisel vplot~ do k pri k > 0, i k!! = 1 pri k 6 0. Starxie priblißeniØ β^{(n)}_1 (x) dlØ fazy, kak moßno pokazat~, ime¸t pri x → x_0 bolee slabu¸ osobennost~,

qem �^{(n)}_1 (x)

β^{(n)}_1 (x) = b^{(n)}_1 (x) / ( λ_1(x) − λ_2(x) )_{2n−3} , (5.3)

b^{(n)}_1 (x) = i^{2−n}(2n − 5)!! ( λ̇1(x) − λ̇2(x) )_{n−2} V_{12}(x)V_{21}(x) + o (( λ̇1(x) − λ̇2(x) )_{n−2}) . Ots¸da poluqaem

�1 = ’1 + (λ1 − λ2)^{∑∞}_{n=1}^{εn}_{(λ1 − λ2)2n} d^{(n)}_1 , (5.4)

β_1 = λ_1 + (λ_1 − λ_2)^3 ∑_∞ n=2 ε^n (λ1 − λ2)2^n b^{(n)}_1 . (5.5)

Formuly (5.4), (5.5) pokazyva¸t, qto razmer okrestnosti toqki

x_0, v kotoroæ neprimenima adiabatika, zavisit ot togo, kakim

obrazom stremitsØ k nul¸ raznost~ λ_1(x) − λ_2(x) pri x → x_0. V dal~neæxem my budem sqitat~, qto v toqke x_0 krivye zavisimosti sobstvennyh qisel λ_1(x), λ_2(x) pereseka¸tsØ, no ne kasa¸tsØ

λ_1(x) − λ_2(x) = σ(x − x_0) + o(x − x_0) pri x − x_0 → 0 (5.6) gde σ ≡ λ̇_1(x_0) − λ̇_2(x_0) ≠ 0. (5.7)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 269 Adiabatiqeskie razloßeniØ (5.4), (5.5), kak legko videt~, ime¸t asimptotiqeskiæ harakter pri

|x − x_0| = ε^{1/2−γ} ≫ ε^{1/2} (5.8)

dlØ l¸bogo γ > 0. �to sootnoxenie podskazyvaet, qto vblizi x_0 estestvenno iskat~ rexenie (2.6) v vide razloßeniØ po stepenØm √ ε v terminah rastØnutoæ peremennoæ

τ = (x − x_0)/ √ ε. (5.9)

Budem nazyvat~ oblast~ primenimosti adiabatiki volnovoæ zonoæ, a okrestnost~ toqki vyroßdeniØ rezonansnoæ zonoæ, a rexenie v rezonansnoæ zone – rezonansnym.

6. Rezonansnoe rexenie

Anzatc i rekurrentnaØ sistema. Posle zameny (5.9) uravnenie

(2.6) perepixetsØ v vide

(H(x0 +^√ετ ) + εV^)Υ = −i^√εΓ^{dΥ}_{dτ} . (6.1)

PodstavlØØ s¸da razloßenie H v rØd Teælora pri √ ετ → 0 H(x) ≡ H(x0 +^√ετ ) = H^{(0)} +^√ετ H^{(1)} + (^√ετ )^2H^{(2)} + . . . , gde H^{(n)} ≡^1_{n!}^{dn}H_{dxn}^|_{x=x0} , (6.2)

poluqim

(H^{(0)} +^√ετ H^{(1)} + ε(τ^2H^{(2)} + V) + . . .^)Υ = −i^√εΓ^{dΥ}_{dτ} (6.3)

Budem iskat~ rexenie fftogo uravneniØ v vide

Υ = Œ exp^{{ i}√_ε^{∫ τ}_0 η dτ^} , (6.4)

η = η^{(0)}(τ ) + √ εη^{(1)}(τ ) + εη^{(2)}(τ ) + . . . ,

Œ = Œ^{(0)}(τ ) +^√εŒ^{(1)}(τ ) + . . . .^{(6.5)}

Naloßim uslovie, analogiqnoe (3.10),

(Œ^{(0)}, ΓŒ^{(k)}) = 0, k = 2, 3, . . . . (6.6)

270 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV PodstavlØØ (6.4) v uravnenie (6.3) i priravnivaØ kofffficienty pri ravnyh stepenØh √ ε, poluqaem

(H^{(0)} − η^{(0)}Γ^) Œ^{(0)} =0, (6.7) (H^{(0)} − η^{(0)}Γ^) Œ^{(1)} = − τ H^{(1)}Œ^{(0)} + η^{(1)}ΓŒ^{(0)} − iΓ^´Œ^{(0)},_{(6.8)}

(H^{(0)} − η^{(0)}Γ^) Œ^{(2)} = − τ H^{(1)}Œ^{(1)} + η^{(1)}ΓŒ^{(1)} − iΓ^´Œ^{(1)}−_{(6.9)} − ( τ^2H^{(2)} + V ) Œ^{(0)} + η^{(2)}ΓŒ^{(0)}, . . .

Zdes~ xtrih oboznaqaet differencirovanie po τ .

Nulevoe priblißenie. Spektral~naØ zadaqa (6.7) ne soderßit

zavisimosti ot τ , tak kak H^{(0)} ≡ H(x_0). Poskol~ku v toqke x_0 sovpada¸t fazovye skorosti razliqnyh tipov voln, c_1(x_0) =

c_2(x_0) = c_0, matrica H(x_0) imeet dva dvukratnyh sobstvennyh

qisla ±λ_0 ≡ 1/c_0, priqem znaku + sootvetstvuet lineænaØ kombinaciØ sobstvennyh funkciæ ’_1(x_0) i ’_2(x_0), a znaku minus –

’3(x0) i ’4(x0). My predpolagaem v dal~neæxem sxit~ rexenie

s izgibnoæ volnoæ, rasprostranØ¸weæsØ sleva napravo, pofftomu poloßim

η^{(0)}_1 = λ_0, Œ^{(0)}_1 = ’_1(x_0). (6.10)

PervaØ popravka. Uravnenie (6.8) razreximo, esli ego pravaØ

qast~ ortogonal~na k ’_1(x_0) i ’_2(x_0). Uslovie ortogonal~nosti

k ’2(x0) vypolnØetsØ avtomatiqeski, uslovie ortogonal~nosti k ’1(x0) s uqetom togo, qto ή^{(0)}_1 = 0, daet

η^{(1)}_1 (τ ) = τ H^{(1)}_{11} . (6.11)

Soglasno (6.6), budem iskat~ Œ^{(1)}_1 (τ ) v vide lineænoæ kombinacii vseh sobstvennyh funkciæ matricy H^{(0)} krome ’_1(x_0),

Œ^{(1)}_1 (τ ) = α12(τ )’2(x0) + α13(τ )’3(x0) + α14(τ )’4(x0). (6.12)

Kofffficienty a_{13}(τ ), a_{14}(τ ) naædem, podstavlØØ (6.12) v (6.8), umnoßaØ zatem rezul~tat skalØrno na ’_3(x_0) i na ’_4(x_0) i pol~- zuØs~ (3.8),

α_{13}(τ ) = −τ H^{(1)}_{31} /(2λ_0), α_{14} = 0. (6.13)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 271 Uslovie ortogonal~nosti pravoæ qasti (6.9) k ’_2(x_0) daet ά12 − iτ ( λ̇2(x0) − λ̇1(x0) ) α_{12} = −iV_{21}(x_0).

Obwee rexenie fftogo uravneniØ moßet byt~ zapisano v vide

α_{12}(τ ) = iV_{21}(x_0) exp { −iστ^2/2 } (F(τ ) + Const ) , (6.14)

gde σ opredelØetsØ formuloæ (5.7), a

F(τ ) = ∫_τ −∞ exp { iσs^2/2 } ds. (6.15)

My vybiraem proizvol~nu¸ postoØnnu¸ integrirovaniØ Const= 0, qto obespeqit v dal~neæxem sxivanie rezonansnogo rexeniØ s adiabatiqeskim razloßeniem izgibnoæ volny (4.1).

VtoraØ popravka η^{(2)}_1 (τ ) opredelØetsØ iz usloviØ ortogonal~- nosti pravoæ qasti (6.9) k ’_1(x_0),

−τ^2H^{(2)}_{11} − τ H^{(1)}_{13} α_{13} + η^{(2)}_1 = 0.

S uqetom (6.13), imeem

η^{(2)}_1 (τ ) = τ^2 ( H^{(2)}_{11} − H^{(1)}_{31} H^{(1)}_{13} /(2λ_0) ) . (6.16)

Ispol~zuØ rezul~taty PriloßeniØ, rezonansnoe rexenie, opisyva¸wee pada¸wu¸ izgibnu¸ volnu, moßno zapisat~ v vide

Υ_1(τ, ε) = Œ_1(τ, ε) exp { i √ ε ∫_τ 0 η_1(τ, ε) dτ } , (6.17)

Œ1(τ, ε) = ’1(x0)+^√ετ ˙’1(x0)+^√εα12(τ )’2(x0)+O(ε), (6.18)

η_1(τ, ε) = λ_1(x_0)+ √ ετ λ̇_1(x_0)+ελ̈_1(x_0) τ^2 2 +O(ε3^/2), (6.19)

a α_{12}(τ ) daetsØ formulami (6.14), (6.15). SdvigovaØ volna stroitsØ analogiqno.

Vysxie priblißeniØ i usloviØ primenimosti rezonansnogo razloßeniØ. Pokaßem, qto uravneniØ dlØ posledu¸wih pri-

blißeniæ razreximy i ocenim ih porØdok pri |τ | → ∞.

272 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV UsloviØ razreximosti uravneniØ n-ogo priblißeniØ da¸t popravku

η^{(n)}_1 (τ ) = τ^nH^{(n)}_{11} + ∑_n k=1 H^{(k)}_{13} α^{(n−k)}_{13} τ^k −V_{12}α^{(n−2)}_{12} −V_{14}α^{(n−2)}_{14} (6.20)

i uravnenie dlØ α^{(n−1)}_{12} (τ ), kotoroe moßno zapisat~ v vide

ά(^{n−}1) 12 + iτ ( H^{(1)}_{11} − H^{(1)}_{22} ) α^{(n−1)} 12 = R(τ ). (6.21)

Ego pravaØ qast~ R vyraßaetsØ qerez naædennye ranee priblißeniØ η^{(k)}_1 (τ ), k = 2, .., n, α^{(k)}_{12} (τ ), k = 1, .., n − 2, α^{(k)}_{13} (τ ) i α^{(k)}_{14} (τ ) pri k = 1, .., n − 1: R = −iV^{(0)}_{23} α^{(n−2)}_{13} + ∑_n k=2 α^{(n−k)} 12 (η (k) 1 − H^{(k)}_{22} τ^k)−

− ∑_n k=1 τ^k(α^{(n−k)}_{13} H^{(k)}_{23} + α^{(n−k)}_{14} H^{(k)}_{24} ).

Uravnenie (6.21) legko integriruetsØ α^{(n−1)} 12 (τ ) = exp { −iστ^2/2 } ∫^τ exp { iσs^2/2 } R(s) ds. (6.22) Ots¸da α^{(n−1)}_{12} (τ ) = O(τ R(τ )). Popravku nomera n iwem v vide

Œ^{(n)}_1 (τ ) = α^{(n)}_{12} (τ )’2(x0) + α^{(n)}_{13} (τ )’3(x0) + α^{(n)}_{14} (τ )’4(x0),

priqem kofffficienty α^{(n)}_{13} (τ ) , α^{(n)}_{14} (τ ), kak obyqno, opredelØ¸tsØ posle skalØrnogo umnoßeniØ uravneniØ dlØ Œ^{(n)} na ’_3(x_0) i

’4(x0) sootvetstvenno.

Iz formul (6.10)-(6.16) legko poluqit~, qto Œ^{(0)}(τ ) = O(1),

η^{(0)}(τ ) = O(1), Œ^{(1)}(τ ) = O(τ ), η^{(1)}(τ ) = O(τ ), a iz privedennyh

vyxe formul vidno, qto pri n > 1 η^{(n)}(τ ) = O(τ^n), Œ^{(n)}(τ ) =

O(τ^{n+2}) pri |τ | → ∞ Sledovatel~no, uslovie asimptotiqnosti

imeet vid ε^{1/2}τ^3 = ε^{1/2−3γ} ≪ 1, t. e. γ < 1/6.

Takim obrazom, xirina rezonansnoæ zony opredelØetsØ sootnoxeniem |τ | ≪ ε^{−1/6}. (6.23)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 273

7. Sxivanie adiabatiqeskogo i rezonansnogo rexeniæ

Iz (5.8) i (6.23), legko videt~ qto volnovaØ i rezonansnaØ zony perekryva¸tsØ. Budem sxivat~ rexeniØ (4.18) i (6.17) v obweæ oblasti primenimosti

ε^{1/2} ≪ |x − x_0| ≪ ε^{1/3} ili τ = O(ε^{−γ} ), 0 < γ < 1/6. (7.1)

DlØ fftogo my (kak ffto obyqno delaetsØ v difrakcionnoæ teorii pograniqnogo sloØ, sm. [16]) perehodim v adiabatiqeskih razloßeniØh k rastØnutoæ peremennoæ

Ψ_j (x, 1/ε) ≡ Ψ_j (x_0 + √ ετ, 1/ε), j = 1, 2, Ψ_j (x_0 + √ ετ, 1/ε) = �_j (x_0 + √ ετ, ε) exp i ε (x0+^√ετ) ∫ x� β_j dx , (7.2)

gde nißnimi predelami integrirovaniØ v ffksponente ØvlØ¸tsØ

x_+ dlØ x > x_0 i x_− dlØ x < x_0. My raskladyvaem (7.2) v rØdy

po τ i gruppiruem qleny odnogo porØdka po √ ε. My prodelaem ffto po obe storony ot x_0.

DlØ opisaniØ v glavnom porØdke ffffekta roßdeniØ novoæ volny, dostatoqno uqest~ pri sxivanii tol~ko slagaemye porØdka O( √ ετ^3) v pokazatele ffksponenty i O( √ ετ ) v vektornoæ ampli-

tude, t.e. te slagaemye, kotorye pri |τ | ∼ 1 formal~no ime¸t porØdok O( √ ε). 7.1 Perestroæka adiabatiqeskih rexeniæ.

V pokazatele ffksponenty imeem i ε x0+^√ετ ∫ x� β_1(x, ε) dx = i ε x0+^√eτ ∫ x� (λ1(x) + ε2β(2)1 (x) + . . . ) dx. (7.3)

Integral ot nulevogo priblißeniØ nahoditsØ sledu¸wim obra- zom i ε x0+^√ετ ∫ 0 λ_1(x) dx = i ε x0∫ x� λ_1(x) dx + i ε x0+^√ετ ∫ x0 λ_1(x) dx = i ε x0∫ x� λ_1(x) dx

+ i √ ε τ∫ 0 ( λ_1(x_0) + √ ετ λ̇_1(x_0) + ελ̈_1(x_0) τ^2 2 ) dτ + O(ετ^4). (7.4)

274 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV Sledu¸wie priblißeniØ β^{(n)}_1 , n ¿ 2 , esli my interesuemsØ slagaemymi porØdka O( √ ε), uqityvat~ ne nado, qto sleduet iz ocenki O(β^{(2)}ε^2/ √ ε) = O(ε^{3/2}/(λ_1(x) − λ_2(x)) = O(ε/τ ) = O(ε^{1+γ} ), esli x_± udovletvorØet (7.1).

DlØ vektornoæ amplitudy �_1(x, ε) ≡ �_1(x_0 + √ ετ, ε), soglasno

(5.4), imeem

�1(x0 +^√ετ, ε) = ’1(x0 +^√ετ )+ + ∑_∞ n=1 ε^nd^{(n)}_1 (x_0 + √ ετ ) (λ1(x0 + √ ετ ) − λ_2(x_0 + √ ετ ))^{2n−1} . (7.5)

Podstaviv s¸da teælorovskoe razloßenie ’_1(x) ≡ ’_1(x_0+ √ ετ ) = ’1(x0) +^√ετ ˙’1(x0) + O(ετ^2), sledu¸wu¸ iz (5.6), (5.7) i (5.9)

formulu

λ_1(x_0 + √ ετ ) − λ_2(x_0 + √ ετ ) = √ εστ + O(ετ^2), (7.6)

i vyteka¸wee iz (5.2) razloßenie

d^{(n)}_1 (x_0 + √ ετ ) = d^{(n)}_1 (x_0) + O( √ ετ ), (7.7)

d^{(n)}_1 (x_0) = (−i)^{n−1}(2n − 3)!! σ^{n−1}V_{21}(x_0)’_2(x_0),

naædem, qto

�1(x0+^√ετ, ε) = ’1(x0)+^√ε ˙’1(x0)τ +^√εA12(τ )’2(x0)+O(ε), (7.8)

gde A_{12} daetsØ asimptotiqeskim pri τ → ∞ rØdom

A_{12} = iV_{21}(x_0) ∑_∞ n=1 (2n − 3)!! i^n σ^nτ^{2n−1} . (7.9)

V slagaemoe porØdka O( √ ε) razloßeniØ (7.8) vnesli vklad vse priblißeniØ �^{(n)}_1 . Formuly (7.8) i (7.9) spravedlivy v promeßutoqnyh oblastØh kak sleva, tak i sprava ot x_0.

7.2 Sxivanie rezonansnogo i adiabatiqeskogo rexeniæ.

Rassmotrim rexenie, ime¸wee asimptotiqeskoe razloßenie

Υ_1(τ, ε) v rezonansnoæ oblasti (sm. razdel 6). Pokaßem, qto sle-

va ot x_0 pri τ → −∞ v oblasti (7.1) ono vyraßaetsØ qerez asimptotiqeskoe razloßenie (4.18)

Υ_1(τ, ε) = C_{1−}Ψ_1(x_0 + √ ετ, 1/ε) + O(ετ^2), τ → −∞. (7.10)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 275

gde C^−_1 = exp { −^i_ε ∫_x0 x� λ^1 dx } . V pravoæ promeßutoqnoæ oblasti

τ → +∞ ego asimptotika, kak vyØsnØetsØ, drugaØ

Υ_1(τ, ε) = C^+_1 Ψ_1(x_0 + √ ετ, 1/ε)+ + t12 C+2 Ψ2(x0 + √ ετ, 1/ε) + O(ετ^2), (7.11)

gde C^+_1 = exp { −^i_ε ∫_x0 x+ λ^1 dx } , C^+_2 = exp { −^i_ε ∫_x0 x+ λ^2 dx } , a kofffficient vozbußdeniØ sdvigovoæ mody t_{12} budet opisan niße. Razliqie meßdu (7.10) i (7.11) svØzano s raznym vidom asimptotik integrala FrenelØ F(τ ) pri τ → −∞ i τ → +∞.

Sleva ot toqki vyroßdeniØ. Iz formul (6.19) i (7.4) i vy-

raßeniØ dlØ C^−_1 sleduet, qto fazovye funkcii v pravoæ i levoæ qastØh (7.10) sovpada¸t s toqnost~¸ do qlenov porØdka O( √ ετ^3) = O(ε^{1/2−3γ}) vkl¸qitel~no.

Vektornye amplitudy Œ_1(τ, ε) (6.18) i �_1(x_0 + √ ετ, ε) (7.8) razloßeny po bazisu ’_j(x_0), j = 1, . . . , 4. Neposredstvenno vidno, qto kofffficienty v fftih razloßeniØh pri ’_1(x_0), ’_3(x_0) i

’4(x0) sovpada¸t. UbedimsØ teper~ v sovpadenii kofffficien-

tov pri ’_2(x_0), oboznaqennyh qerez α_{12}(τ ) (6.14) i A_{12}(τ ) (7.9). Sleva ot toqki x_0, t. e. pri τ → −∞, asimptotiku integrala FrenelØ, vhodØwego v α_{12}, legko naæti integrirovaniem po qastØm

F(τ ) = exp { iστ^2/2 } ∑∞ n=1 (2n − 3)!! i^n σ^nτ^{2n−1} . (7.12)

SravnivaØ teper~ (6.14) s (7.9), vidim, qto

α_{12}(τ ) = A_{12}(τ ), τ → −∞ (7.13)

so sverhstepennoæ toqnost~¸ po 1/τ = ε^γ i, sledovatel~no, (7.10) v samom dele vypolnØetsØ.

Sprava ot toqki vyroßdeniØ. Srazu Øsno, qto kofffficienty

pri ’j (x0), j = 1, 3, 4 v razloßenii vektornyh amplitud Œ1(τ, ε)

(6.18) i �_1(x_0 + √ ετ, ε) (7.8) snova sovpada¸t. Asimptotika in-

tegrala FrenelØ F(τ ) pri τ → +∞ nahoditsØ s pomow~¸ toßdestva

F(τ ) = F(+∞) − F(−τ ). (7.14)

IntegriruØ po qastØm vo vtorom slagaemom, imeem dlØ −F(−τ ) tu ße formulu (7.12).

276 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV V rezul~tate, podstavlØØ (7.14) v a_{12}, imeem pri τ → +∞

α_{12}(τ ) = iV_{21}(x_0)F(+∞) exp { −iστ^2/2 } + A12(τ ). (7.15)

PodstavlØØ (7.15) v (6.18) i uqityvaØ sledu¸wee iz (5.7) i (6.19) ravenstvo ∫_τ 0 η_2(τ ) dτ = ∫_τ 0 η_1(τ ) dτ − στ^2/2 + O( √ ετ^3),

poluqim v samom dele

Υ_1(τ, ε) = C^+_1 Ψ_1(x_0 + √ ετ, 1/ε) + t_{12}C^+_2 Ψ_2(x_0 + √ ετ, 1/ε) + O(ετ^2), gde kofffficient vobußdeniØ sdvigovoæ mody t_{12} moßet byt~ naæden v vide

t_{12} = iV_{21}(x_0) √ 2πε |σ| exp { iπ 4 sgn(σ) } . (7.16)

Otmetim, qto mnoßitel~ iV_{21} = 1/2 – vewestvennyæ.

V dal~neæxem, pri vyqislenii preobrazovaniØ Fur~e nam potrebuetsØ vyraßenie kofffficienta vozbußdeniØ sdvigovoæ volny ne tol~ko pri poloßitel~nyh, no i pri otricatel~nyh qastotah. Postroenie rezonansnogo rexeniØ i ego sxivanie s adiabatikoæ proizvoditsØ pri otricatel~noæ qastote ω, (a znaqit, pri otricatel~nom ε) analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano pri poloßitel~nom ε. DlØ kofffficienta vozbußdeniØ sdvigovoæ volny poluqaetsØ v rezul~tate formula, prigodnaØ kak pri otricatel~nyh tak i pri poloßitel~nyh ε

t_{12} = iV_{21}(x_0) ∫_{+∞} −∞ exp { iσs^2 2ε } ds

= iV21(x0) √ 2π|ε| |σ| exp { iπ 4 sgn(σε) } . (7.17)

8. Rezonansnoe vzaimodeæstvie mod

Voz~mem toqnoe rexenie sistemy (2.6), sootvetstvu¸wee izgibnoæ volne, beguweæ sleva napravo v napravlenii k toqke vyroßdeniØ i ime¸wee asimptotiku

^Ψ_1(x, 1/ε) ≈ C^−_1 Ψ_1(x, 1/ε) exp {iΛ_1(x_0)/ε} pri x_0 − x ≫ √ε,

(8.1)

^Ψ_1(x, 1/ε) = ’_1(x) exp {iΛ_1(x)/ε} + O(ε) pri x_0 − x ≫ √ε,

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 277 gde my vveli dlØ ffækonala, sootvetsvu¸wego izgibnoæ volne, oboznaqenie

Λ1(x) ≡ ∫_x 0 λ_1(y) dy. Sprava ot rezonansnoæ zony, to est~ pri x − x_0 ≫ √ ε, ffto rexenie predstavlØet soboæ summu dvuh mod

^Ψ_1(x, 1/ε) = ’_1(x) exp {iΛ_1(x)/ε} +

+ t12 ’2(x) exp { iΛ_{12}(x)/ε } + O(ε), (8.2) gde Λ12(x) =

∫_x0 0 λ_1dx + ∫_x x0 λ_2dx, (8.3)

a kofffficient vozbußdeniØ sdvigovoæ volny t_{12} opredelØetsØ formuloæ (7.17). Vyrazim ego qerez razmernye parametry balki i qastotu ω

t_{12} = T √ π |ω| exp { iπ 4 sgn(σω) } , T = c_0 L √ 2|ċ1 − ċ2|_x=_x0

. (8.4)

Analogiqno asimptotiki rexeniØ, otveqa¸wego sdvigovoæ volne ^Ψ_2(x, 1/ε), poluqa¸tsØ zamenoæ indeksov 1 i 2 v formulah (8.1)-(8.3). Kofffficient vozbußdeniØ izgibnoæ mody sdvigovoæ raven t_{21} = t^∗_{12}.

9. Rasprostranenie singulØrnosteæ

Primenim teper~ rezul~taty o vysokoqastotnyh garmoniqeskih volnah k rasprostraneni¸ singulØrnosteæ v balke Timoxenko. Rassmotrim pri t > 0 dva svØzanyh volnovyh uravneniØ

mw_{tt} = [GκA (w_x + u)]_x , I_mu_{tt} = (EIu_x)_x − GκA (w_x + u) , (9.1)

gde t – vremØ, w(x, t) – progib balki, u(x, t) – ugol otkloneniØ normali k popereqnomu seqeni¸ ot osi balki. UravneniØ dopolnØ¸tsØ sledu¸wimi naqal~nymi i graniqnymi usloviØmi

u(x, 0) = u_t(x, t)|_{t=0} = w(x, 0) = w_t(x, t)|_{t=0} = 0, (9.2)

w_t(0, t) = δ(t), u_x(0, t) = 0. (9.3)

Rexenie zadaqi (9.1)-(9.3) suwestvuet i edinstvenno v podhodØwem klasse obobwennyh funkciæ, qto netrudno pokazat~, sleduØ

278 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV [19], priqem v graniqnyh usloviØh dopuska¸tsØ i drugie obobwennye funkcii. Zamenim naqal~nye usloviØ (9.2) na u(x, t) = u_t(x, t) = w(x, t) = w_t(x, t) = 0 pri t < 0. Teper~ sistemu (9.1) moßno rassmatrivat~ na intervale −∞ <

t < +∞ i primenØt~ k neæ preobrazovanie Fur~e po t F [f](x, ω) ≡ ∞∫ −∞ f(x, t)e^{iωt}dt, qto svedet ee k sisteme (2.1). VvodØ vektor = (wt, ut, EIux, GkA(wx + u))^T , (9.4) my svedem zadaqu (9.1)-(9.3) k zadaqe

Ht − iV = −Γx, (9.5)

ψ_{(1)}(0, t) = δ(t), ψ_{(3)}(0, t) = 0, (x, t) = 0 pri t < 0, (9.6)

gde ψ_{(j)}, j = 1, 2, 3, 4 - komponenty vektora . Netrudno videt~, qto Ψ(x, ω)=F [](x, ω) udovletvorØet sisteme (2.6) s usloviØmi

Ψ(1)(0, ω) = 1, Ψ(3)(0, ω) = 0. (9.7)

Iwem rexenie v vide

(x, t) = F^{−1}[B1(ω)^^Ψ1(x, ω)+B2(ω)^^Ψ2(x, ω)](x, t), (9.8)

B_j = b_{j0} + b_{j1}/ω + . . . j = 1, 2

gde F^{−1}[f] - obratnoe preobrazovanie Fur~e, a ^Ψ_1 i ^Ψ_2 - toqnye rexeniØ, ime¸wie asimptotiqeskie razloßeniØ (4.18), (4.19) dlØ 0 6 x < x_0, pri ℑω ¿ 0 (sm. ZameqaniØ k razdelu 4). Kofffficienty b_{jk}, k ¿ 0, j = 1, 2, nahodim, trebuØ qtoby argument

F^{−1} udovletvorØl (9.7). �to uslovie dast rekurrentnye sootno-

xeniØ dlØ b_{jk}.

My priveli vyxe postroenie lix~ glavnyh qlenov asimptotiki rexeniæ ^Ψ_1 i ^Ψ_2. Oni pozvolØ¸t nam opisat~ rasprostranenie tol~ko glavnyh singulØrnosteæ. PolagaØ b_{10} ≡ C = √ 2m(0)c1(0), b20 = 0, my udovletvorØem uslovi¸ (9.7) v glav-

nom porØdke. Pol~zuØs~ analitiqeskimi svoæstvami rexeniæ i lemmoæ ȷordana, udovletvorØem naqal~nym usloviØm. Itak,

(x, t) = SF^{−1}[^^Ψ1](x, t) + E(x, t). (9.9)

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 279 My oboznaqaem qerez E(x, t) qetyrehkomponentnu¸ vektor-funk-ci¸, preobrazovanie Fur~e ot kaßdoæ iz komponent kotoroæ est~

O(1/ω), a qerez e(x, t) - taku¸ skalØrnu¸ funkci¸. PodstavlØØ

vmesto ^Ψ_1(x, ω) ego asimptotiku (8.1) pri x_0 − x ≫ √ ϵ, imeem

ψ(x, t) = δ(t − Λ_1(x)) C ’_1(x) + E(x, t). (9.10)

PervaØ i tret~Ø komponenty fftogo vektora,

w_t = √ c_1(0)m(0) c_1(x)m(x) δ t − x∫ 0 dx c_1(x) + e(x, t), u_t = e(x, t), udovletvorØ¸t graniqnym usloviØm v glavnom porØdke po gladkosti. PodstavlØØ vmesto ^Ψ_1(x, ω) ego asimptotiku pri x − x_0 ≫ √ ϵ, poluqaem pri x > x_0

(x, t) = δ(t − Λ1(x))C’1(x) + J(x, t)C’2(x) + E(x, t), (9.11)

gde J(x, t) opisyvaet formu poØvivxeæsØ volny J(x, t) = T 2 √ π +∞∫ −∞ exp { iω(Λ_{12}(x) − t) + isgn(ωσ)π/4 } |ω|^{1/2} dω. (9.12)

�tot integral vyqislØetsØ standartnym obrazom. Okonqatel~- no J(x, t) = T 2 √ π 2 √ π |Λ_{12} − t| cos ( π 4 + π 4 sgn(σ(Λ12(x) − t)) ) , J(x, t) = T (t − Λ_{12})^{−1/2}_+ dlØ σ > 0;

J(x, t) = T (t − Λ_{12})^{−1/2}_− dlØ σ < 0,

(9.13)

gde z^{−1/2}_± = |z|^{−1/2}Θ(±z), Θ(z) = 1 pri z > 0 i Θ(z) = 0 pri z < 0.

ZapisyvaØ rexenie pokomponentno, nahodim dlØ x > x_0

w_t = √ c_1(0)m(0) c_1(x)m(x) δ t − x∫ 0 dx c_1 + e(x, t), (9.14)

u_t = T √ c_1(0)m(0) c_2(x)I_m(x)

(t − Λ12(x))^−1^/2+ + e(x, t) pri σ > 0 (9.15)

u_t = T √ c_1(0)m(0) c_2(x)I_m(x)

(t − Λ12(x))^−1^/2_− + e(x, t) pri σ < 0. (9.16)

280 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV

Obsußdenie rezul~tatov. Takim obrazom, izgibnaØ volna s

del~ta-obraznoæ osobennost~¸, beguwaØ sleva k toqke vyroßdeniØ x_0, poroßdaet, posle prohoßdeniØ x_0, takße i sdvigovu¸ volnu s osobennost~¸ vida (t − Λ_{12}(x))^{−1/2}_± .

V sluqae σ > 0 sdvigovaØ volna peregonØet izgibnu¸ v toqke

x_0. V fftom sluqae del~ta-funkciØ v w_t posle prohoßdeniØ x_0

otstaet ot rodivxeæsØ sleva sdvigovoæ volny.

Pri σ < 0 situaciØ obratnaØ: sleva ot toqki x_0 skorost~ izgibnyh voln men~xe skorosti sdvigovyh, a sprava naoborot. Na fftot raz, del~ta-funkciØ posle prohoßdeniØ x_0 obgonØet rodivxu¸sØ v x_0 volnu.

My izobrazili na Ris.1 shematiqeski poØvlenie singulØrnosti sdvigovoæ volny pri padenii na x_0 izgibnoæ volny v vide stupen~ki w_t = Θ(t − Λ_1(x)). �to otveqaet zamene graniqnogo usloviØ dlØ w_t(0, t) na uslovie w_t(0, t) = Θ(t). Rexenie poluqa- ¸tsØ integrirovaniem po t privedennyh vyxe formul. Na ris.1 a) izobraßen front volny pri 0 6 t < t_0 ≡ Λ_1(x_0). Na Ris.1b), 1c) izobraßeny fronty izgibnoæ i sdvigovoæ voln pri t > t_0 dlØ sluqaev σ < 0 i pri σ > 0 sootvetstvenno.

Ris. 1.

Avtory blagodarny V. M. Babiqu, M. I. Belixevu, V. S. Buldyrevu i M. M. Popovu za poleznoe obsußdenie rezul~tatov.

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 281

Priloßenie. SvØz~ meßdu^˙λ_j (x_0),^¨λ_j (x_0)

i ˙’j(x0) i matriqnymi fflementami H^{(n)}_{lk}

Rassmotrim spektral~nu¸ zadaqu (3.4) v okrestnosti toqki

x = x_0,

H(x)’j = λj Γ’j, j = 1, 2, 3, 4. (A.1)

Razloßim H(x) v rØd Teælora, vvodØ oboznaqenie H^{(n)} s pomow~¸ (6.2),

H(x) = H^{(0)} + (x − x0)H^{(1)} + (x − x0)^2H^{(2)} + . . . .

Budem iskat~ ’_j(x) i λ_j (x) v vide rØdov

’j (x) = ’^{(0)}_j + (x − x0)’^{(1)}_j + . . . , (A.2)

λ_j (x) = λ^{(0)}_j + (x − x_0)λ^{(1)}_j + (x − x_0)^2λ^{(2)}_j + ... (A.3)

Iz (A.1), (A.2) i (A.3) vytekaet

(H^{(0)} − λ^{(0)}_j Γ)’^{(0)}_j =0, (A.4) (H^{(0)} − λ^{(0)}_j Γ)’^{(1)}_j = −^(H^{(1)} − λ^{(1)}_j Γ^) ’^{(0)}_j , (A.5) (H^{(0)} − λ^{(0)}_j Γ)’^{(2)}_j = −^(H^{(1)} − λ^{(1)}_j Γ^) ’^{(1)}_j − (H^{(2)} − λ^{(2)}_j Γ^) ’^{(0)}_j , (A.6)

Iz (A.4) sleduet, qto λ^{(0)}_j – nekotoroe sobstvennoe qislo, a

’^{(0)}_j – lineænaØ kombinaciØ sootvetsvu¸wih sobstvennyh funk-

ciæ matricy H^{(0)} ≡ H(x_0). Matrica H(x_0) imeet dva dvukratnyh sobstvenyh qisla ±λ_0, pl¸su sootvetstvuet lineænaØ kombinaciØ sobstvenyh funkciæ ’_1(x_0) i ’_2(x_0), a minusu – ’_3(x_0) i

’4(x0). Vyberem nulevye priblißeniØ ’j i λj v vide ’^{(0)}_j = q1’1(x0) + q2’2(x0), λ^{(0)}_j = λ0, (A.7)

gde q_1 i q_2 – proizvol~nye postoØnnye. Rassmotrenie sluqaØ

λ^{(0)}_j = −λ_0 provoditsØ analogiqno.

Iz usloviØ razreximosti uravneniØ (A.5) imeem

q_1 ( H^{(1)}_{11} − λ^{(1)}_j ) = 0, q2 ( H^{(1)}_{22} − λ^{(1)}_j ) = 0,

282 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV gde uqteno sledu¸wee iz (2.7) ravenstvo H^{(1)}_{12} = H^{(1)}_{21} = 0. SqitaØ, qto H^{(1)}_{11} ≠ H^{(1)}_{22} poluqaem, qto q_2 = 0, λ^{(1)}_1 = H^{(1)}_{11} , a uslovie normirovki daet q_1 = 1,ili q_1 = 0, λ^{(1)}_2 = H^{(1)}_{22} i q_2 = 1.

Pervoe priblißenie ’^{(1)}_1 (x) budem iskat~ v vide :

’^{(1)}_1 (x) =^{∑4}_{j=1}a^{(1)}_{1j} (x)’j(x0). (A.8)

PodstavlØØ (A.8) v (A.6), poluqaem 2λ0 ( a^{(1)}_{13} ’_3(x_0) + a^{(1)}_{14} ’_4(x_0) ) = ( H^{(1)} − λ^{(1)}_1 Γ ) ’1(x0).

UmnoßaØ ffto ravenstvo na ’_3(x_0), ’_4(x_0) i uqityvaØ (3.8), poluqaem

a^{(1)}_{13} = −H^{(1)}_{31} /(2λ_0), a^{(1)}_{14} = −H^{(1)}_{41} /(2λ_0).

Iz Øvnogo vida H i ’_i sleduet, qto H^{(1)}_{41} = 0, a znaqit i a^{(1)}_{14} = 0. Formuly dlØ a^{(1)}_{12} i λ^{(2)}_1 poluqa¸tsØ iz usloviæ razreximosti (A.6).

a^{(1)}_{12} = 0, λ^{(2)}_1 = H^{(2)}_{11} + a^{(1)}_3 H^{(1)}_{13} .

Process postroeniØ popravok moßet byt~ prodolßen. Iwem

’^{(n)}_1 v vide ’^{(n)}_1 =^{∑4}_{j=1}a^{(n)}_{1j} ’j (x0). Iz usloviØ razreximosti

uravneniØ pri (x − x_0)^n mogut byt~ poluqeny λ^{(n)}_1 i a^{(n−1)}_2 , a iz samogo uravneniØ – a^{(n)}_{3,4} . Kofffficienty a^{(n)}_{11} osta¸tsØ proizvol~nymi, my polagaem (’_1, Γ’^{(n)}_1 ) = 0, otkuda

a^{(n)}_1 = 0, n ¿ 1.

Takim obrazom, Teælorovskie razloßeniØ λ_1(x) i ’_1(x) ime¸t vid λ_1(x) = λ_0 + (x − x_0)H^{(1)}_{11} + (x − x_0)^2 ( H^{(2)}_{11} −

H^{(1)}_{13} H^{(1)}_{31} 2λ0 ) + . . . ’1(x) = ’1(x0) − (x − x0)^{H(1)31}_{2λ0} ’3(x0) + . . . .

Ots¸da imeem

˙’1(x0) = −^{H(1)31}_{2λ0} ’3(x0),

λ̇1(x0) = H(1)11 , λ̈1(x0) 2 = H(2)11 −

H^{(1)}_{13} H^{(1)}_{31} 2λ0 .

REZONANSNOE VZAIMODE`STVIE MOD 283

Literatura

1. K. F. Graff, Wave Motion in Elastic Solids. Clarendon Press, Oxford (1975). 2. A. Robinson, Transient stresses in beams of variable characteristics. Quart. J.

Mech. and Appl. Math., 10, No. 2 (1957), 148–159.

3. H. Buttler, Theoretische Untersuchungen erzwungener elastischer Schuffsk orperschwingungen mit dem Ziel der Vorausbestimmung auftrender Amplituden in Rezonanzfall. Schiffbauforschung, 5, No. 3–4 (1966) 209–214.

4. C. G. Yang, Propagation of discontinuous waves in nonuniform Timoshenko beams. Trans. ASME, E 33, (1966), 706–708.

5. L. D. Landau, E. M. Lifxic, KvantovaØ mehanika. Nauka, M. (1974). 6. V. S. Buslaev, L. A. Dmitrieva, Adiabatiqeskie vozmuweniØ periodiqeskogo potenciala. Teor. i Matem. Fizika. 73, No. 3 (1987), 430–442.

7. K. G. Budden, Radio waves in the ionospere. Cambridge University Press, Cambridge (1961).

8. N. S. Bell¸stin, O lineænom vzaimodeæstvii fflektromagnitnyh voln v neodnorodnoæ magnitoaktivnoæ plazme. Izv. vysx. uqebn. zaved. Radiofizika 21, No. 11 (1978), 1563–1571.

9. T. I. BiquckaØ, V. V. Novikov, Izv. vysx. uqebn. zaved. Radiofizika 22, No. 7 (1979), 860–869.

10. M. V. Perel~, Perevozbußdenie mod v anizotropnom volnovode ZemlØ – ionosfera na transffkvatorial~nyh trassah pri naliqii dvuh blizkih toqek vyroßdeniØ. Izv. vysx. uqebn. zaved. Radiofizika 33, No. 11 (1990), 1208–1216.

11. B. A. Molotkov, A. S. Starkov, Lokal~noe rezonansnoe vzaimodeæstvie normal~nyh voln v svØzannyh volnovodah. Problemy matem. fiziki 10 (1982), 164-176.

12. M. M. Popov, I. N. Schitov, What may happen if the velocities of qS waves in an anisotropic inhomogeneous medium coincide at a point?. Wave Inversion Technology, Report WITREPORT98, (1999), 287–291.

13. A. P. Kiselev, M. V. Perel, Asymptotic theory of a local degeneration of Love and Rayleigh modes. Day on Diffraction’99, (1998), 86–90.

14. V. V. Kuqerenko, Asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ sistemy

A(x, �ih∂/∂x)u = 0 pri h ! 0 v sluqae harakteristik peremennoæ kratnosti. Izv. AN SSSR. ser. Matem. 58, No. 2 (1974), 163–213.

15. V. V. Kuqerenko, ı. V. Osipov, Asimptotiqeskie rexeniØ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ s vyroßda¸wimsØ simvolom. Matem. Sbornik 118, No. 1 , (1982), 74-103.

16. V. M. Babiq, N. ˚. Kirpiqnikova, Metod pograniqnogo sloØ v zadaqah difrakcii. Izd. LGU, L. (1975).

17. ȷ. Adamar, Zadaqa Koxi dlØ lineænyh uravneniæ s qastnymi proizvodnymi giperboliqeskogo tipa. Nauka, M. (1978).

18. G. D. Birkhoff, On the asymptotic character of the solutions of certain linear differential equations containing a parameter. Trans. Amer. Math. Soc. 9, No. 2 (1908), 219-231.

19. V. M. Babiq, O. V. Izotova, O rexenii v obobwennyh funkciØh zadaq matematiqeskoæ fiziki. Izd. SPbGU, SPb. (1998).

284 M. V. PEREL^, I. V. FIALKOVSKI`, A. P. KISELEV Perel M. V., Fialkovsky I. V., Kiselev A. P., Resonance interaction of bending and shear modes in a non-uniform Timoshenko beam.

Interaction of two modes is considered which arise when their phase velocities intersect at a single point, in the high-frequency regime. The analogous problem of singularity propagation is also considered.

Postupilo 17 ØnvarØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet