Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

M. M. Popov VOLNY SH V ODNORODNO` TRANSVERSAL^NO IZOTROPNO` SREDE, VOZBUȷDAEMYE SOSREDOTOQENNO` SILO` Vvedenie

Zadaqi o rasprostranenii voln v odnorodnyh uprugih anizotropnyh sredah ØvlØ¸tsØ model~nymi zadaqami, kotorye pozvolØ¸t sformirovat~ apriornye predstavleniØ o volnah v bolee obwih neodnorodnyh anizotropnyh sredah, interesnyh, naprimer, dlØ geofiziqeskih priloßeniæ. Oni soderßat novye ffffekty po sravneni¸ s analogiqnymi zadaqami dlØ izotropnyh sred i s matematiqeskoæ toqki zreniØ okazyva¸tsØ znaqitel~no bolee trudnymi. �to, veroØtno, i privodit k poØvleni¸ v literature somnitel~nyh rezul~tatov. Tak v rabote [1], (sm. po fftomu povodu takße [2]), privoditsØ “udivitel~nyæ rezul~tat”, “polnyæ SH-volnovoæ tenzor Grina vyraßaetsØ v sledu¸wem oqen~ prostom vide”:

G^{SH}_{in} (x_j , t) = 1 4πρ 1 √ a_{44} { δ(t − τ ) a_{66}τ g^{SH}_i g^{SH}_n +

+ H(t − τ ) r^2 · sin^2 ϑ ( g^{SH}_i g^{SH}_n − g^{SH ⊥}_i g^{SH ⊥}_n ) } , (0.1)

v kotoroæ τ = r √ a^{−1}_{66} sin^2 ϑ + a^{−1}_{44} cos^2 ϑ – ffækonal, r – rasstoØ-

nie ot istoqnika do toqki nabl¸deniØ, ϑ – ugol meßdu luqom i os~¸ simmetrii transversal~no izotropnoæ sredy, harakterizuemoæ plotnost~¸ ρ i uprugimi postoØnnymi a_{jk}. Kak obyqno,

δ(t − τ ) i H(t − τ ) est~ δ-funkciØ i funkciØ Hevisaæda sootvet-

stvenno, g^{SH}_i – fflementy vektora polØrizacii SH volny, a g^{SH ⊥}_i

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Qexskoæ respubliki (grant 205/96/0968), a takße EC, INCO-Copernicus, Project PL 963023 i Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) (grant 99-01- 00107). 285

286 M. M. POPOV

– fflementy ortogonal~nogo emu vektora, oba vektora ØvlØ¸tsØ postoØnnymi, esli fiksirovan luq, i ne zavisØt ot ugla ϑ.

Odnako moßno videt~, qto vtoroe slagaemoe v formule (0.1) ØvlØetsØ singulØrnym na osi simmetrii transversal~no izotropnoæ sredy, gde sin ϑ obrawaetsØ v nul~. Iz fftogo fakta na osnove obwih matematiqeskih soobraßeniæ vytekaet, qto (0.1) ne moße~ byt~ “polnym SH-volnovym tenzorom”, a toqnee ne ØvlØetsØ toqnym rexeniem sootvetstvu¸wih uravneniæ uprugosti. Deæstvitel~no, predpoloßim protivnoe, t.e. qto formula (0.1) est~ toqnoe rexenie. Togda posle preobrazovaniØ Fur~e po vremeni ona daet toqnoe rexenie fflliptiqeskoæ sistemy uravneniæ s postoØnnymi, a znaqit, gladkimi kofffficientami v bezgraniqnom prostranstve. No v teorii fflliptiqeskih uravneniæ izvestno, (sm., naprimer, [3] i privedennye tam ssylki), qto toqnoe rexenie takoæ fflliptiqeskoæ sistemy moßet imet~ singulØrnost~ lix~ tam, gde singulØrna pravaØ qast~. V naxem sluqae neodnorodnost~ est~ toqeqnye istoqniki, raspoloßennye v naqale koordinat r = 0, i sledovatel~no toqnoe rexenie ne moßet byt~ singulØrnym na vseæ osi ϑ = 0. Odnako oqevidno, qto formula (0.1) ostaetsØ singulØrnoæ na osi posle preobrazovaniØ Fur~e po vremeni.

Takim obrazom, ostaetsØ vopros, qto ße predstavlØet soboæ formula (0.1).

Cel~ nastoØweæ raboty issledovat~ SH volny v transvermal~no izotropnoæ srede, vozbußdaemye sosredotoqennoæ siloæ. V rabote stroitsØ “qast~” tenzora Grina, otvetstvennaØ za SHvolny, i nahoditsØ ee asimptotika na bol~xih rasstoØniØh ot istoqnika kak v okrestnosti osi simmetrii, tak i vne ee. Poputno vyØsnØetsØ smysl formuly (0.1).

§1. Vyvod osnovnyh formul

Zadaqa dlØ tenzora Grina G_{in}(⃗x, t) v odnorodnoæ anizotropnoæ srede formuliruetsØ sledu¸wim obrazom: ρ ∂^2 ∂t^2 G_{mn} − c_{mjkl} ∂^2 G_{kn} ∂x_l ∂x_j = δ_{mn}δ(⃗x) δ(t), (1.1) G_{mn}(⃗x, t) = 0 pri t < 0;

gde ρ = const – plotnost~ sredy, c_{mjkl} – tenzor uprugih posto- Ønnyh, udovletovorØ¸wiæ izvestnym usloviØm simmetrii, δ_{mn}

VOLNY SH 287

– simvol Kronekera, ⃗x = (x_1, x_2, x_3), δ(⃗x) = δ(x_1)δ(x_2)δ(x_3). Takim obrazom, v kaßdom stolbce pravoæ qasti (1.1) my imeem sosredotoqennu¸ silu, orientirovannu¸ sootvetstvenno vdol~ osi x_1, x_2, x_3.

My budem rassmatrivat~ qastnyæ sluqaæ zadaqi (1.1). Vopervyh, sreda predpolagaetsØ transversal~no izotropnoæ s os~¸ simmetrii orientirovannoæ vdol~ x_3. Vo-vtoryh, v pravoæ qasti my voz~mem sosredotoqennu¸ silu vdol~ osi x_1, qto sootvetstvuet pervomu stolbcu v (1.1) i, nakonec, my rassmotrim stacionarnyæ variant zadaqi, vydeliv vremennoæ mnoßitel~ v vide exp(−iωt). Sootvetstvu¸wiæ vektor smeweniØ oboznaqim qerez ⃗U (⃗x; ω) = (U_1, U_2, U_3), uravneniØ uprugosti dlØ nego priobreta¸t vid ρ(−iω)^2 U_m − c_{mjkl} ∂^2 U_k ∂x_j ∂x_l = 1 2π δ_{m1} δ(⃗x). (1.2)

Nestacionarnyæ vektor smeweniØ ⃗V (⃗x, t) vosstanavlivaetsØ po nemu vyqisleniem integrala Fur~e po qastote ω V (⃗x, t) = +∞∫ −∞ e^{−iωt} ⃗U (⃗x; ω) dω. (1.3) K uravneni¸ (1.2) sleduet dobavit~ usloviØ izluqeniØ, obespeqiva¸wie otsutstvie voln, prihodØwih iz beskoneqnosti. Oni budut realizovany pri postroenii rexeniØ s pomow~¸ preobrazovaniØ Fur~e.

Dalee ⃗U (⃗x; ω) iwem v vide ⃗U (⃗x; ω) = +∞∫∫∫ −∞ dα_1 dα_2, dα_3⃗u_{(⃗α;ω)} exp(ix_k α_k). (1.4)

DlØ ⃗u(⃗α; ω) voznikaet lineænaØ algebraiqeskaØ sistema

A_{mk} u_k − ρω^2 u_m = ( 1 2π )_4 δ_{m1}, m = 1, 2, 3, (1.5)

v kotoroæ simmetriqnaØ, poloßitel~no opredelennaØ matrica A opredelØetsØ formulami A_{mk} = c_{mjkl} α_j α_l, m, k = 1, 2, 3. (1.6)

288 M. M. POPOV

Teper~ vektor ⃗u(⃗α; ω) v (1.4) nahoditsØ iz sistemy (1.5) obraweniem simmetriqnoæ matricy M = A − ρω^2 E, gde E – ediniqnaØ matrica 3×3.

Vvedem v rassmotrenie sobstvennye znaqeniØ λ_j i sobstvennye vektora ⃗ξ_j matricy M , togda M^{−1} moßet byt~ predstavlena spektral~nym razloßeniem

M^{−1} ⃗X = 3∑ j=1 ( ⃗X, ⃗ξ_j) λ_j |⃗ξ_j|^2 ⃗ξ_j , (1.7)

v kotorom, kak obyqno, ( ⃗X, ⃗ξ_j) oznaqaet skalØrnoe proizvedenie vektorov. Ispol~zovanie (1.7) v integrale (1.4) privodit k predstavleni¸ polnogo vektora smeweniØ ⃗U (⃗x; ω), a znaqit i

⃗V (⃗x, t), v vide treh slagaemyh, sootvetstvu¸wih trem sobstven-

nym vektoram ⃗ξ_j matricy M , i oqevidno, A. Takoe predstavlenie moßno bylo by rassmatrivat~ kak estestvennoe razloßenie polnogo vektora smeweniæ na tipy voln, vozbußdaemyh dannym istoqnikom v sootvetstvu¸weæ odnorodnoæ anizotropnoæ srede. Ono v principe soglasuetsØ s luqevymi predstavleniØmi (sm. [4]). Deæstvitel~no, esli kaßdyæ iz voznika¸wih integralov imeet prostu¸ stacionarnu¸ toqku vnutri oblasti integrirovaniØ, to asimptotika integrala pri ω → ∞ budet imet~ vid luqevogo rØda. Pri fftom oqevidno, qto v glavnom qlene asimptotiki vektor smeweniØ budet kollinearen sootvetstvu¸wemu sobstvennomu vektoru ⃗ξ_j matricy M i A. �to vytekaet iz togo fakta, qto v metode stacionarnoæ fazy predffksponencial~nyæ mnoßitel~ vynositsØ iz-pod integrala so znaqeniem v stacionarnoæ toqke (sm. [5]). Tem samym sobstvennyæ vektor ⃗ξ_j, vhodØwiæ v formulu (1.7), budet opisyvat~ polØrizaci¸ volnovogo polØ, no tol~ko v glavnom qlene asimptotiqeskogo razloßeniØ.

ObratimsØ teper~ k transversal~no izotropnoæ srede s os~¸ simmetrii, napravlennoæ vdol~ x_3. �lementy matricy A v fftom sluqae ime¸t vid

A_{11} = c_{11} α^2_1 + 1 2 (c_{11} − c_{12})α^2 + c_{44} α^2_3,

A_{22} = 1 2 (c_{11} − c_{12})α^2 + c_{11} α^2 + c_{44} α^2_3, (1.8)

A_{33} = c_{44}(α^2_1 + α^2) + c_{33} α^2_3, A_{12} = 1 2 (c_{11} + c_{12})α_1 α_2,

VOLNY SH 289

A_{13} = 1 2 (c_{13} + c_{44})α_1 α_3, A_{23} = 1 2 (c_{13} + c_{44})α_2 α_3,

gde c_{ik} nezavisimye uprugie postoØnnye, harakterizu¸wie sredu. My sohranØem oboznaqeniØ, ispol~zovannye v rabote [1].

Sobstvennoe znaqenie λ i sobstvennyæ vektor ⃗ξ, sootvetstvu- ¸wie SH-volne, kotoru¸ iy budem rassmatrivat~ dalee, opredelØ¸tsØ formulami λ = 1 2 (c_{11} − c_{12})(α^2_1 + α^2) + c_{44} α^2_3 − ρω^2,

⃗ξ = (α_2, −α_1, 0)—,

(1.9)

gde znak “⊺” oznaqaet transponirovanie.

Vektory ⃗u(⃗α; ω) i ⃗U (⃗x; ω) v (1.4), sootvetstvu¸wie SH-volne, budem snabßat~ indeksom SH. Togda, uqityvaØ spektral~noe predstavlenie (1.7) i ravenstva (1.5), poluqaem

⃗u^{(SH)}(⃗α; ω) = 1 (2π)^4 · α_2 λ(α^2_1 + α^2 α_2 −α_1 0 , (1.10)

qto sleduet podstavit~ dalee v integral (1.4).

Osobyæ interes predstavlØet rasprostranenie voln vdol~ osi simmetrii, kogda dva iz treh sobstvennyh znaqeniØ matricy M sovpada¸t, ili, govorØ fiziqeskim Øzykom, skorosti SHvolny i SV-volny ravny, a sootvetstvu¸wie poverhnosti medlennosti kasa¸tsØ (sm., naprimer [6, 7]).

My rassmotrim dalee rasprostranenie voln v poloßitel~- nom napravlenii osi x_3, t.e. budem sqitat~ x_3 ⩾ const > 0. V formule (1.4) vnutrenniæ integral po α_3 pri fftom vyqislØetsØ s pomow~¸ lemmy ȷordana i ostaetsØ dvoænoæ integral po α_1,

α_2. Deæstvitel~no, integral po α_3 imeet vid

I_3 = +∞∫ −∞ 1 λ exp(i x_3 α_3) dα_3. (1.11)

FunkciØ λ^{−1} regulØrna na ploskosti kompleksnoæ peremennoæ

α_3 za iskl¸qeniem dvuh prostyh pol¸sov v toqkah α^{(±)}_3 , gde λ = 0:

α^{(±)}_3 = ± √ ω^2 a_{44} − a_{66} a_{44}

(α^2_1 + α^2);

290 M. M. POPOV

a_{44} = 1 ρ c_{44}, a_{66} = c_{11} − c_{12} 2ρ . (1.12)

Dalee predpolagaem, qto qastota ω slegka kompleksna, tak qto pol¸sa α^{(±)}_3 sdviga¸tsØ s vewestvennoæ osi. Kontur integrirovaniØ v (1.11) zamykaetsØ v verhneæ poluploskosti Im α_3 > 0, gde raspoloßen pol¸s α^{(+)}_3 . V rezul~tate poluqaem

I_3 = iπ exp(i x_3 α^{(+)}_3

c_{44} α^{(+)}_3 )

. (1.13)

RegulØrnaØ vetv~ funkcii α^{(+)}_3 v (1.13) vybiraetsØ tak, qtoby

exp(i x_3 α^{(+)}_3 ) ubyvala pri x_3 → +∞, kogda a_{66}(α^2_1 +α^2) > ω^2. �tim

obespeqivaetsØ vypolnenie usloviæ izluqeniØ. Podqerknem, qto ffti vykladki vpolne analogiqny tem, naprimer, vyqisleniØm, kotorye provodØtsØ pri postroenii funkcii Grina dlØ uravneniØ Gel~mgol~ca v trehmernom sluqae metodom preobrazovaniØ Fur~e.

Oqevidno, qto v sluqae x_3 < 0 my dolßny byli by zamknut~ kontur integrirovaniØ v nißneæ poluploskosti, gde vklad vnosit pol¸s α_3 = α^{(−)}_3 .

Takim obrazom, v formule (1.4) ostaetsØ dvoænoæ integral po

α_1 i α_2.

Na sledu¸wem xage my vvodim polØrnye koordinaty, polagaØ

α_1 = ω p cos χ; α_2 = ω p sin χ; 0 ⩽ χ ⩽ 2π, 0 ⩽ p < +∞, (1.14)

tak qto teper~

α^{(+)}_3 = ω √ a_{66} a_{44} √ c^{−2} − p^2, c = √ a_{66}. (1.15)

Vmesto dekartovyh koordinat x_1, x_2, x_3 vvodim sferiqeskie s, ϑ, φ

x_1 = s sin ϑ cos φ, 0 ⩽ s < ∞,

x_2 = s sin ϑ sin φ, 0 ⩽ ϑ ⩽ π, (1.16)

x_3 = s cos ϑ, 0 ⩽ φ ⩽ 2π,

da¸wie estestvennu¸ parametrizaci¸ central~nogo polØ luqeæ, s kotorym associiruetsØ v luqevom metode toqeqnyæ istoqnik.

VOLNY SH 291

V rezul~tate, ispol~zuØ ravenstvo (1.10), dlØ vektora smeweniæ ⃗U^{(SH)}(s, ϑ, φ; ω), poluqaem sledu¸wu¸ formulu

⃗U^{(SH)} = K ∞∫ 0 dp 2π∫ 0 dχ p exp { iωs [ p sin ϑ cos(φ − χ) + γ √ c^{−2} − p^2 ]} √ c^{−2} − p^2 ×

× sin^2 χ −^1_2 sin^2 χ 0 , (1.17)

v kotoroæ dopolnitel~no oboznaqeno

γ = cos ϑ √ a_{66} a_{44} , K = 1 (2π)^4 iπω ρ √ a_{44} a_{66}

. (1.18)

Sleduet otmetit~, qto regulØrnaØ vetv~ kornØ v (1.17) vybiraetsØ tak, qto √ c^{−2} − p^2 = i √ p^2 − c^{−2} pri p^2 > c^{−2} i tem samym

podintegral~naØ funkciØ ffksponencial~no ubyvaet pri p → ∞. Toqka vetvleniØ p = 1/c > 0 obhoditsØ snizu na kompleksnoæ ploskosti peremennoæ p, pofftomu podintegral~naØ funkciØ ne imeet singulØrnosteæ na konture integrirovaniØ.

Poluqennoe vyraßenie ⃗U^{(SH)} pozvolØet issledovat~ ego asimptotiku pri ωs → +∞ dlØ uglov ϑ i φ iz intervalov 0 ⩽ ϑ < π/2,

0 ⩽ φ < 2π, ili drugimi slovami, asimptotiku vektora smewe-

niØ na bol~xih rasstoØniØh ot istoqnika vdol~ luqa, zadannogo luqevymi koordinatami ϑ i φ.

V zakl¸qenie paragrafa zametim, qto na osi simmetrii, t.e. pri ϑ = 0, integraly v (1.17) vyqislØ¸tsØ i privodØt k sledu- ¸weæ formule

⃗U^{(SH)}(x_3) = 1 8π^2 ρ a_{66} exp ( i^{ω x3}√_{a44} ) x_3 1 0 0 . (1.19)

Ots¸da vytekaet, qto polØrizaciØ ⃗U^{(SH)}(x_3) na osi simmetrii sovpadaet s napravleniem sily v istoqnike.

§2. Asimptotika ⃗U^{(SH)} pri ω s → ∞

Preßde qem vyqislØt~ asimptotiku vektora smeweniØ uprostim formuly (1.17), vydeliv v nih lix~ odin skalØrnyæ integral. �to vozmoßno potomu, qto v (1.17) integriru¸tsØ po periodu periodiqeskie funkcii χ. Deæstvitel~no, posle zameny

292 M. M. POPOV

χ − φ = y v integrale po χ ugol φ popadaet tol~ko v predffkspo-

nencial~nyæ mnoßitel~ i posle oqevidnyh trigonometriqeskih preobrazovaniæ vynositsØ iz-pod znakov integralov. V qasti iz voznika¸wih integralov po y moßno vypolnit~ integrirovanie po qastØm, predpolagaØ, qto sin ϑ ⩾ const > 0. V rezul~tate osta- ¸tsØ dva sledu¸wih integrala

I_1 = ∞∫ 0 dp 2π∫ 0 dχ p √ c^{−2} − p^2 ×

× exp { i ω s [ p sin ϑ cos χ + γ √ c^{−2} − p^2 ]} (2.1) i I_2 = ∞∫ 0 dp 2π∫ 0 dχ cos χ √ c^{−2} − p^2 ×

× exp { i ω s [ p sin ϑ cos χ + γ √ c^{−2} − p^2 ]} , (2.2)

a vyraßenie dlØ vektora smeweniØ priobretaet vid

⃗U^{(SH)} = ( sin^2 φ −^1_2 sin 2φ ) KI_1 + ( cos 2φ sin 2φ ) K i ω s sin ϑ I_2. (2.3)

Dalee, integral (2.1) vyqislØetsØ Øvno putem svedeniØ k formule VeælØ razloßeniØ funkcii r^{−1} exp(ikr) po cilindriqeskim volnam

I_1 = 2π i ω s √ γ^2 + sin^2 ϑ exp { i ωs c √ γ^2 + sin^2 ϑ } . (2.4)

K soßaleni¸, vtoroæ integral (2.2) vyqislit~ v terminah fflementarnyh funkciæ ne udalos~. Takim obrazom, dlØ izuqeniØ asimptotiki ⃗U^{(SH)} pri ωs → +∞ dostatoqno issledovat~ asimptotiku tol~ko integrala (2.2).

Zametim, qto vtorye slagaemye v formule (2.3) soderßat sin ϑ v znamenatele, kotoryæ obrawaetsØ v nul~ na osi simmetrii

ϑ = 0. Odnako, netrudno proverit~, qto integral I_2 takße obra-

waetsØ v nul~ pri ϑ = 0, tak qto v deæstvitel~nosti formula (2.3) ne imeet singulØrnosti i moßet byt~ ispol~zovana v okrestnosti osi simmetrii toße.

VOLNY SH 293

ObratimsØ dalee k integralu I_2. Vvedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ, polagaØ

Φ(p, χ) = p sin ϑ cos χ + γ √ c^{−2} − p^2, A(p, χ) = cos χ ( c^{−2} − p^2 )_{−1/2} . (2.5)

UravneniØ dlØ stacionarnyh toqek ime¸t vid ∂Φ ∂χ = −p sin ϑ sin χ = 0, ∂Φ ∂p = sin ϑ cos χ − γ p √ c^{−2} − p^2

= 0,

(2.6)

a oblast~ integrirovaniØ v (2.2) predstavlØet soboæ polubeskoneqnyæ cilindr 0 ⩽ p < ∞, 0 ⩽ χ ⩽ 2π.

Esli sin ϑ ⩾ const > 0, t.e. my rassmatrivaem luqi, leßawie vne nekotoroæ okrestnosti osi simmetrii, to iz uravneniæ (2.6) poluqaem, qto imeetsØ nevyroßdennaØ stacionarnaØ toqka

p_0 = sin ϑ c √ γ^2 + sin^2 ϑ

, χ_0 = 0, (2.7)

raspoloßennaØ vnutri oblasti integrirovaniØ. Krome togo, vklad v asimptotiku I_2 daet granica oblasti integrirovaniØ

p = 0, gde imeetsØ dve stacionarnyh toqki I-roda χ = π/2 i χ = (3π)/2, i k tomu ße vse toqki granicy okazyva¸tsØ staci-

onarnymi toqkami II-roda, t.k. fazovaØ funkciØ Φ(p, χ) (2.5) na granice postoØnna, Φ(0, χ) = γ/c.

Esli ße ϑ → 0, t.e. luqi priblißa¸tsØ k osi simmetrii, to stacionarnaØ toqka (2.7) priblißaetsØ k granice oblasti integrirovaniØ, pofftomu harakter asimptotiki integrala I_2 menØetsØ v okrestnosti osi.

Rassmotrim sperva sluqaæ sin ϑ ⩾ const > 0.

Vklad I^{(s.t.)} vnutrenneæ nevyroßdennoæ stacionarnoæ toqki (2.7) vyqislØetsØ tradicionnym metodom, sm. [5]. On predstavlØet soboæ asimptotiqeskiæ rØd po celym otricatel~nym stepenØm bol~xogo parametra ωs i tem samym imeet vid luqevogo rØda:

I^{(s.t.)} = { −2πi ωs c sin ϑ + O ( 1 (ωs)^3 )} exp [ i ωs c √ γ^2 + sin^2 ϑ ] . (2.8)

294 M. M. POPOV

V rezul~tate vyqisleniæ okazalos~, qto vtoroæ qlen rØda (2.8), t.e. qlen porØdka O(1/(ωs)^2), raven nul¸. Neposredstvennye vyqisleniØ tret~ego qlena porØdka O(1/(ωs)^3) stanovØtsØ qrezvyqaæno gromozdkimi, i ostaetsØ neØsnym raven on nul¸ ili net. Iz obwih soobraßeniæ luqevogo metoda, odnako, moßno utverßdat~, qto esli i tretiæ qlen raven nul¸, to vklad v asimptotiku integrala I_2 ot stacionarnoæ toqki (2.7) v toqnosti svoditsØ k glavnomu qlenu, vypisannomu v ravenstve (2.8).

PodstavlØØ (2.8), (2.4) v (2.3) i sdelav preobrazovanie Fur~e po ω, poluqaem vyraßenie dlØ vektora smeweniØ ⃗U^{(SH)}, sovpada- ¸wee s pervym stolbcom “polnogo SH-volnovogo tenzora Grina” (0.1). Takim obrazom, formula (0.1) sootvetstvuet tol~ko vkladu v asimptotiku integrala I_2 ot stacionarnoæ toqki (2.7).

Vyqislenie vklada I^{(Γ)}_2 ot granicy p = 0 okazyvaetsØ bolee sloßnym. My ukaßem na osnovnye momenty sootvetstvu¸wih vyqisleniæ i privedem vyraßenie dlØ glavnogo qlena asimptotiki.

Vvedem v rassmotrenie neætralizator η(p), t.e. beskoneqno differenciruemu¸ funkci¸ toßdestvenno ravnu¸ edinice v maloæ okrestnosti toqki p = 0, i obrawa¸wu¸sØ v nul~ vmeste so vsemi svoimi proizvodnymi vne neskol~ko bol~xeæ okrestnosti toqki p = 0. Rassmotrim dalee sledu¸wiæ integral

I^{(Γ)}_2 (ε) = 2π∫ 0 dχ ∞∫ 0 dp η(p)A(p, χ) e^{iωsΦ(p,χ)} e^{−εp}, (2.9) gde A(p, χ) i Φ(p, χ) opredelØ¸tsØ ravenstvami (2.5), a ε > 0 – nekiæ dopolnitel~nyæ parametr. Oqevidno, (sm., naprimer, [5]), qto pri ε = 0, vyraßenie (2.9) ØvlØetsØ imenno tem integralom, kotoryæ opisyvaet vklad ot granicy v asimptotiku issleduemogo integrala (2.2). ˚sno takße, qto vyqisliv asimptotiku (2.9) pri ε > 0 i poloßiv zatem ε = 0, my naædem interesu¸wiæ nas vklad v asimptotiku I_2 ot granicy.

Dalee, v rassmatrivaemoæ maloæ okrestnosti toqki p = 0 podintegral~nye funkcii razloßim v rØdy Teælora A(p, χ) = c cos χ ∞∑ n=0 a_n p^{2n}, a_0 = 1,

exp {iωsΦ(p, χ)} = (2.10)

VOLNY SH 295 exp { i ωsγ c } exp {iωsp sin ϑ cos χ} ∞∑ k=0 b_k p^{2k}, b_0 = 1.

S uqetom (2.10) integral (2.9) prinimaet vid

I^{(Γ)}_2 (ε) =

= c exp { i ωsγ c }_∞∑ m=0 d_m 2π∫ 0 dχ cos χ ∞∫ 0 dp η(p) p^{2m} exp{Λp}, (2.11)

gde kofffficienty d_m vyraßa¸tsØ qerez a_n i b_k i Λ = iωs sin ϑ cos χ − ε. BlagodarØ naliqi¸ ε ≠ 0 funkciØ Λ ne obrawaetsØ v nul~ i integraly po p v (2.11) moßno integrirovat~ po qastØm skol~ko ugodno raz. Voznika¸wie pri fftom integraly po χ vyqislØ¸tsØ s pomow~¸ teoremy o vyqetah.

Rassmotrim podrobnee glavnyæ qlen m = 0 v (2.11). Moßno videt~, qto ∞∫ 0 dp η(p) exp{Λp} = − 1 Λ + O ( Λ^{−∞} ) i zatem

lim_{ε→0} 2π∫ 0 dχ cos χ −Λ =

= −1 i ω s sin ϑ lim_{ε→0} 2π∫ 0 dχ cos χ cos χ −^ε_{i ω s sin ϑ} = −2π i ω s sin ϑ . Zametim, qto integral po χ pri ε ≠ 0 vyqislØetsØ zdes~ po teoreme o vyqetah s pomow~¸ zameny z = exp(iχ).

Itak, v glavnom qlene asimptotiki vklad ot granicy v integral (2.2) privodit k “volne” ⃗U^{(SH)}_Γ sledu¸wego vida

⃗U^{(SH)}_Γ ∼ i

8π^2ρ √ a_{44} ( ω s^2 sin^2 ϑ )_{−1} exp ( i ω s cos ϑ √ a_{44} ) ( cos 2φ sin 2φ ) . (2.12)

�to vyraßenie predstavlØet soboæ volnu s ploskim frontom, t.k. s cos ϑ = x_3, rasprostranØ¸wimsØ v napravlenii osi simmetrii x_1 = x_2 = 0 s skorost~¸ √a_{44}. Napomnim, qto formula

296 M. M. POPOV

(2.12) neprigodna v okrestnosti osi, gde sin ϑ = 0. ˚sno, qto ffta volna ne imeet fiziqeskogo smysla i v asimptotike dlØ polnogo tenzora Grina ona suwestvovat~ ne moßet. Ona dolßna sokrawat~sØ za sqet toæ qasti tenzora Grina, kotoraØ svØzana s kvazipopereqnoæ volnoæ.

Rassmotrim teper~ sluqaæ malyh ϑ, kogda luqi zapolnØ¸t koniqesku¸ okrestnost~, soderßawu¸ os~ simmetrii ϑ = 0. My budem predpolagat~, qto θ ≡ √ ωs sin ϑ = O(1) pri ωs → ∞. (2.13)

Oqevidno, qto ffto uslovie vkl¸qaet takße ϑ = 0. Asimptotika

I_2, opredelØemogo formuloæ (2.2), nahoditsØ sledu¸wim obra-

zom.

IzmenØØ porØdok integrirovaniØ v (2.2), rassmatrivaem vnaqale tol~ko integral po p. Iz (2.13) sleduet, qto fftot integral imeet stacionarnu¸ toqku p = 0 i suwestvennaØ oblast~ integrirovaniØ opredelØetsØ usloviem √ ωs p = O(1). Dalee, podin-

tegral~nye funkcii nußno razloßit~ po stepenØm p. UqityvaØ, qto γ = a − a 2ωs θ^2 + O ( 1 (ωs)^2 ) , pri a = √ a_{66} a_{44} , poluqaem ωsΦ(p, χ) = ωsa c − a 2c θ^2 − ωs ac 2 p^2 + √ ωs p θ cos χ + O ( 1 ωs ) (2.14)

i pofftomu glavnyæ qlen asimptotiki integrala po p opredelØetsØ sledu¸wim vyraßeniem

c exp { i ( ωs a c − a 2c θ^2 )}^Δ∫ 0 dp exp { −iωs ac 2 p^2 +i √ ωs pθ cos χ } , (2.15)

v kotorom parametr Δ > 0 vydelØet okrestnost~ stacionarnoæ toqki. Standartnye dlØ metoda stacionarnoæ fazy preobrazovaniØ vyraßeniØ (2.15) pozvolØ¸t poluqit~ glavnyæ qlen asimptotiki integrala I_2

I_2 = √ 2c ωsa exp { i ( ωsa c − a 2c θ^2 − π 4 )}^{2π}∫ 0 e^{ζ2} F (ζ) cos χ dχ+

VOLNY SH 297 +O ( 1 (ωs)^{3/2} ) , (2.16)

gde prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ

F (ζ) = 0∫ −ζ e^{−ξ2} dξ, ζ = e^{i ß4} θ cos χ √ 2ac . (2.17)

Simvol O( ) v (2.16) vkl¸qaet zavisimost~ ot θ. Esli teper~

θ → 0, to ζ → 0 i funkci¸ exp(ζ^2)F (ζ) moßno razloßit~ po ste-

penØm ζ, posle qego integral v (2.16) vyqislØetsØ, a parametr θ vydelØetsØ mnoßitelem. Takim obrazom, asimptotika (2.16) ne privodit k poØvleni¸ singulØrnosti dlØ vektora smeweniØ (2.3) na osi simmetrii ϑ = 0. Pri uslovii (2.13) formula (2.4) dlØ I_1 takße uprowaetsØ, vhodØwiæ v nee radikal nußno razloßit~ po stepenØm sin ϑ. UqityvaØ fftot fakt i formulu (2.16) v vyraßenii (2.3), poluqaem glavnyæ qlen asimptotiki ⃗U^{(SH)} v okrestnosti osi simmetrii v vide

⃗U^{(SH)} = ( sin^2 φ −^1_2 sin 2φ ) 1 8π^2ρa_{66}s exp { i [ ωs √ a_{44} + 1 2 θ^2 a_{44} − a_{66} a_{66} √ a_{44} ]} + (2.18) ( cos 2φ sin 2φ

) exp { i ( ωs √ a44 −^{θ2}_2^√_{a44} −^π_4 )}

2^{7/2} π^3 ρ a^{1/2}_{66} a^{1/4}_{44} 1 sθ 2π∫ 0 exp(ζ^2) F (ζ) cos χ dχ.

Asimptotika ⃗U^{(SH)} v okrestnosti osi, takim obrazom, ne imeet luqevogo haraktera.

Zakl¸qenie

Izloßennye rezul~taty pokazyva¸t, qto vozmoßnost~ vydelit~ SH-tenzor iz polnogo tenzora Grina dlØ transversal~noæ izotropnoæ sredy ostaetsØ neØsnoæ. My by adresovali avtoram rabot [1, 2] vopros o tom, qto oni ponima¸t pod “SHvolnovym tenzorom”. PoluqennaØ imi formula (0.1) ØvlØetsØ luqevoæ asimptotikoæ dlØ SH voln, neprigodnoæ v okrestnosti osi simmetrii, i pretendovat~ na rol~ SH tenzora ne moßet.

RassmotrennaØ nami komponenta (1.10) tenzora Grina soderßit fftu luqevu¸ asimptotiku vne nekotoroæ okrestnosti osi, no ona soderßit takße nefiziqesku¸ volnu (2.12), kotoraØ v

298 M. M. POPOV

polnom tenzore Grina sokrawaetsØ. V okrestnosti osi x_3 asimptotika (2.18) ne daet polnogo opisaniØ tak nazyvaemoæ “kiss

singularity”, tak kak dlØ fftogo neobhodimo uqest~ ewe vklad ot

kvazipopereqnoæ volny, kotoraØ rasprostranØetsØ vdol~ osi x_3 s toæ ße skorost~¸, qto i SH volna. �tomu budet posvØwena otdel~naØ stat~Ø.

Avtor blagodaren I. Pxenqiku, privlekxemu ego vnimanie k rassmatrivaemoæ zadaqe.

Literatura

1. V. Vavryc̆uk, K. Yomogida, SH-wave Green tensor for homogeneous transversely isotropic media by higher-order approximations in asymptotic ray theory. — Wave Motion 23 (1996), 83–93.

2. A. Ben-Menahem, A. G. Sena, Seismic source theory in stratified anisotropic media. — J. Geophys. Res. 95 (1990), 15395–15427.

3. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki. Nauka, M.

(1973).

4. V. M. Babiq, Luqevoæ metod vyqisleniØ intensivnosti volnovyh fontov v sluqae uprugoæ neodnorodnoæ anizotropnoæ sredy. V knige: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln 5 (1961), 36–46.

4. M. V. Fedor¸k, Metod perevala. Nauka, M. (1977).

5. V. C̆erveny, I. A. Molotkov, I. Ps̆enc̆ik, Ray method in seismology. Universita Karlova, Praha (1977).

6. R. G. Payton, Elastic Wave Propagation in Transversely Isotropic Media. Martinus Nijhoff, The Hague (1983).

Popov M. M. SH-waves in homogeneous transversely isotropic media generated by a concentrated force.

SH-waves in homogeneous transversely isotropic media generated by a concentrated force are investigated. For this aim we construct a part of the Green tensor responsible for the SH-waves and derive its asymptotics on large distances from the force point.

Postupilo 17 dekabrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN