Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

M. M. Popov, I. N. Witov

RASPROSTRANENIE RAZRYVOV V SISTEME DVUH SV˚ZANNYH VOLNOVYH URAVNENI`

Vvedenie

Na odnom iz seminarov po teorii difrakcii i rasprostraneni¸ voln pri Peterburgskom otdelenii MIAN M. I. Belixev sformuliroval sledu¸wu¸ zadaqu o rasprostranenii razryvov v sisteme dvuh volnovyh uravneniæ

(_∂2

∂t2 − a^2_1(x)^{∂2}_{∂x2} 0

0^{∂2}_{∂t2} − a^2(x)^{∂2}_{∂x2} ) ⃗U (x, t) = A(x)⃗U (x, t), x > 0, (0.1) ⃗U | |_{t=0} = 0, ∂U ∂t | | | |_{t=0} = 0, ⃗U | |_{x=0} = ( δ(t) 0 ) . Zdes~ skorosti a_1(x), a_2(x) i vewestvennaØ 2 × 2 matrica A(x) predpolaga¸tsØ dostatoqno gladkimi funkciØmi x, priqem v nekotoroæ toqke x = x_∗ skorosti sovpada¸t a_1(x_∗) = a_2(x_∗), i

a_i(x) ¿ const > 0, i = 1, 2.

�ta zadaqa privlekla naxe vnimanie po sledu¸wim obsto- Øtel~stvam. S odnoæ storony, ona moßet rassmatrivat~sØ kak model~naØ pri izuqenii bolee sloßnyh i aktual~nyh processov rasprostraneniØ voln v neodnorodnyh anizotropnyh uprugih sredah, gde skorosti voln razliqnyh tipov mogut sovpadat~. S drugoæ storony, ona moßet byt~ issledovana matematiqeski strogo bez privleqeniØ kakih-libo ffvristiqeskih predpoloßeniæ i potomu dostoverno opisat~ process prohoßdeniØ volny qerez toqku sovpadeniØ skorosteæ.

PredloßennaØ i ispol~zovannaØ v rabote shema issledovaniØ zadaqi (0.1) takova. My rassmatrivaem stacionarnu¸ zadaqu, poluqaemu¸ iz ishodnoæ (0.1) formal~nym primeneniem pre-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 99-01- 00107). 299

300 M. M. POPOV, I. N. WITOV obrazovaniØ Fur~e po vremeni ⃗U (x, t) = ∫_{+∞} −∞ exp(−iωt)⃗V (x, ω)dω, d^2 dx^2 ⃗V + ω^2 ^N^2(x)⃗V = B(x)⃗V , x > 0, ⃗V (x; ω) | |_{x=0} = 1 2π ( 1 0 ) . (0.2)

Zdes~ vvedeny dopolnitel~nye oboznaqeniØ ^N (x) = ( n_1(x) 0 0 n_2(x) ) , n_i(x) = 1 a_i(x) , B(x) = − ^N^2(x)A(x). (0.3)

Zatem s pomow~¸ sistemy integral~nyh uravneniæ stroitsØ i opravdyvaetsØ asimptotika pri ω → ∞ nußnogo rexeniØ zadaqi (0.2), sm. sledu¸wiæ razdel. Primenenie preobrazovaniØ Fur~e po ω k fftoæ asimptotike daet, kak izvestno, sm. napr. [1], asimptotiku po gladkosti rexeniØ ishodnoæ zadaqi i tem samym pozvolØet opisat~ rasprostranenie razryvov v (0.1). Sleduet otmetit~, qto zadaqa (0.1) otnositsØ k sluqa¸ gladkih harakteristik peremennoæ kratnosti, rassmotrennomu ranee v [2] v dovol~no obweæ postanovke. Ispol~zuemye nami priemy blizki k fftoæ rabote [2], no v bol~xeæ mere opira¸tsØ na specifiku rassmatrivaemoæ zadaqi.

1. Asimptotika ⃗V (x, ω) pri ω → ∞

Rassmotrim vnaqale interval x, ne soderßawiæ toqku x_∗, sovpadeniØ skorosteæ. Formal~noe asimptotiqeskoe rexenie uravneniØ (0.2) stroitsØ s pomow~¸ luqevogo metoda, sm. [3]. Vektor-funkciØ ⃗V (x, ω) iwetsØ v vide ⃗V (x, ω) = exp{iωτ (x)} ∞∑ k=0 (iω)^{−k}⃗v_k(x). (1.1) DlØ nahoßdeniØ ffækonala τ (x) i “amplitud” ⃗v_k(x) poluqaem rekurrentnu¸ sistemu uravneniæ, kotoru¸ my privodim, sohranØØ tradicionnye dlØ luqevogo metoda oboznaqeniØ, sm. [3],

N⃗v_0 = 0,

N⃗v_1 + M⃗v_0 = 0, N⃗v_{k+2} + M⃗v_{k+1} + L⃗v_k = 0, k = 0, 1, 2, . . . (1.2)

RASPROSTRANENIE RAZRYVOV 301 Matriqnye operatory L, M, N v dannom sluqae ime¸t vid N = ( −n^2_1 + τ̇^2 0 0 −n^2 + τ̇^2 ) , M = E ( 2τ̇ d dx + τ̈ ) , L = E d^2 dx^2 − B, (1.3)

gde τ̇ =^{dτ}_{dx} i E – ediniqnaØ matrica 2 × 2.

Sistema (1.2) rexaetsØ tradicionnym putem xag za xagom. Iz usloviØ det N = 0 voznikaet uravnenie ffækonala (τ̇_j)^2 = n^2_j (x), iz usloviØ razreximosti neodnorodnoæ lineænoæ sistemy dlØ

⃗v_k, nahodØweæsØ na sobstvennom znaqenii, voznikaet uravnenie

perenosa dlØ ⃗v_{k−1}. OpuskaØ vyqisleniØ, privedem tri qlena luqevogo rØda (1.1).

Rassmotrim volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ so skorost~¸ a_1(x) pervogo kanala, i opredelim ffækonal τ_1(x) ravenstvom τ_1(x) = ∫_x 0 n_1(x)dx. Qerez ⃗ξ_j oboznaqim dva sobstvennyh vektora takih,

qto N ⃗ξ_j = 0, a imenno,

⃗ξ_1 = ( 1 0 ) , ⃗ξ_2 = ( 0 1 ) . (1.4)

Togda dlØ fftoæ volny ⃗V^{(1)}(x; ω), poluqaem

⃗V^{(1)} = e^{iωτ}1^{(x)} { φ^{(1)}_0 (x)⃗ξ_1 + φ^{(1)}_1 (x) iω ⃗ξ_1+ + 1 (iω)^2

(φ^{(1)}_2 (x)⃗ξ_1 + θ^{(1)}_2 (x)⃗ξ_2) + . . . } , (1.5)

gde funkcii φ^{(1)}_k (x) ØvlØ¸tsØ obwimi rexeniØmi uravneniæ perenosa s postoØnnymi integrirovaniØ ψ^{(1)}_k

φ^{(1)}_0 (x) = ψ^{(1)}_0 √ n_1(x) ,

φ^{(1)}_1 (x) = 1 √ n_1(x) ψ^{(1)}_1 + 1 2 x∫ 0 n^{−1/2}_1 (y)f_1(y)dy ,

φ^{(1)}_2 (x) = 1 √ n_1(x) ψ^{(1)}_2 + 1 2 x∫ 0 n^{−1/2}_1 (y)f_2(y)dy , (1.6)

302 M. M. POPOV, I. N. WITOV

f_j (x) = − d^2 dx^2 φ_{j−1} + φ_{j−1}(B⃗ξ_1, ⃗ξ_1), j = 1, 2.

Tak nazyvaemyæ v luqevom metode depolØrizacionnyæ qlen (ili primesnaØ komponenta) θ^{(1)}_2 (x) poØvlØetsØ vpervye v (1.5) v qlenah porØdka O(ω^{−2})

θ^{(1)}_2 (x) = φ^{(1)}_0 (x)(n^2_1(x) − n^2(x))^{−1}(B⃗ξ_1, ⃗ξ_2) (1.7)

i imenno on okazyvaetsØ singulØrnym v toqkah sovpadeniØ skorosteæ, gde n_1(x_∗) = n_2(x_∗).

ObratimsØ teper~ k kraevomu uslovi¸ pri x = 0 v (0.2). Odnoæ volnoæ ⃗V^{(1)} (1.5) udovletvorit~ fftomu uslovi¸ nevozmoßno, i nußno uqest~ ewe drugu¸ volnu ⃗V^{(2)}, rasprostranØ¸wu¸sØ so skorost~¸ a_2(x) vtorogo kanala. StroitsØ ona po rekurrentnoæ sisteme (1.2) analogiqno ⃗V^{(1)}. Opredelim ee ffækonal τ_2(x) formuloæ τ_2(x) = ∫_x 0 n_2(x)dx. Togda, qtoby udovletvorit~ kraevomu

uslovi¸ ee nußno vzØt~ v sledu¸wem vide

⃗V^{(2)}(x; ω) = e^{iωτ}2^{(x)} { φ^{(2)}_0 (x) (iω)^2

⃗ξ_2 + φ^{(2)1} (x) (iω)^3

⃗ξ_2 + . . . (1.8)

tak qto asimptotiqeskiæ rØd naqinaetsØ s qlena togo porØdka, v kotorom vpervye v (1.5) poØvlØetsØ depolØrizacionnyæ qlen. Teper~ moßno videt~, qto summa ⃗V^{(1)}(x; ω) + ⃗V^{(2)}(x, ω) budet udovletvorØt~ kraevomu uslovi¸ v (0.2) v qlenah l¸bogo porØdka za sqet podbora postoØnnyh integrirovaniØ v uravneniØh perenosa. Tak, prinimaØ vo vnimanie (1.6) i analogiqnye formuly dlØ φ^{(2)}_k , k = 0, 1, . . ., poluqaem

ψ^{(1)}_0 = 1 2π √ n_1(0), ψ^{(1)}_1 = 0, ψ^{(1)}_2 = 0

i ψ^{(2)}_0 = − √ n_2(0) θ^{(1)}_2 (0).

(1.9)

Sleduet otmetit~, qto nußnoe nam rexenie zadaqi (0.2) dolßno soderßat~ volny, rasprostranØ¸wiesØ ot toqki x = 0 v poloßitel~nom napravlenii osi x. Pofftomu pri udovletvorenii kraevomu uslovi¸ v (0.2) my ne ispol~zuem luqevye rØdy s kompleksno sorpØßennymi ffksponentami.

Rassmotrim teper~ interval, soderßawiæ toqku x_∗ sovpadeniØ skorosteæ, gde n_1(x_∗) = n_2(x_∗). Kak uße otmeqalos~, luqevye razloßeniØ (1.5), (1.8) ne prigodny v okrestnosti x_∗ iz-za

RASPROSTRANENIE RAZRYVOV 303 vozniknoveniØ singulØrnosteæ, sm. formulu (1.7). DlØ postroeniØ asimptotiki v fftom sluqae i ee opravdaniØ zamenim sistemu differencial~nyh uravneniæ v (0.2) ffkvivalentnoæ eæ sistemoæ integral~nyh uravneniæ obraweniem glavnoæ qasti pri ω → ∞.

Oboznaqim qerez r_i(x) proizvodnu¸ Xvarca ot n_i(x)

r_i(x) = 1 2 n^{′′}_i n_i − 3 4 (n^′_i)^2 (n_i)^2 , i = 1, 2, i sistemu (0.2) predstavim v vide

d^2 dx^2 ⃗V + ( ω^2n^2_1 + r_1 0 0 ω^2n^2 + r_2 ) ⃗V = [ B+ ( r_1 0 0 r_2 ) ] ⃗V ≡ ~B ⃗V . (1.10) Dalee oqevidno, qto fundamental~nu¸ sistemu rexeniæ uravneniØ vida w^{′′} + (ω^2n^2 + r)w = 0 obrazu¸t funkcii

w_1 = 1 √ n exp { iω ∫ n(x)dx } i w_2 = 1√ n exp { −iω ∫ n(x)dx } = w_1.

UqityvaØ fftot fakt i ispol~zuØ metod Lagranßa variacii proizvol~nyh postoØnnyh [4], poluqaem sistemu integral~nyh uravneniæ, ffkvivalentnu¸ (1.10),

⃗V (x) = ⃗F (x) + 1 2iω x∫ x0 K(x, ξ; ω) ~B(ξ)⃗V (ξ)dξ, (1.11) gde prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ. ˚dro K(x, ξ; ω) – diagonal~naØ matrica 2 × 2 s fflementami K_{jj(x,ξ;ω)} = y_j (x)y_j (ξ) − y_j(x)y_j (ξ), j = 1, 2, y_j (x) = 1 √ n_j(x) exp{iωS_j (x)}, S_j (x) = x∫ x0 n_j(ξ)dξ. (1.12)

Svobodnyæ qlen ⃗F (x) obrazovan lineænoæ kombinacieæ fundamental~noæ sistemy rexeniæ y_j , y_j ⃗F (x) = ( c_1y_1(x) + c_2y_1(x) c_3y_2(x) + c_4y_2(x) ) (1.13)

s proizvol~nymi postoØnnymi kofffficientami c_k.

304 M. M. POPOV, I. N. WITOV

Dalee oqevidno, sm. naprimer, [5], qto vvidu gladkosti Ødra metod posledovatel~nyh priblißeniæ dlØ uravneniæ (1.11) shoditsØ k rexeni¸ sistemy uravneniæ (1.10) pri l¸byh koneqnyh

x_0 i x nezavisimo ot togo, soderßit li fftot promeßutok toqku x_∗ ili net. Iz-za naliqiØ mnoßitelØ ω^{−1} v Ødre iterirovan-

nye Ødra kvalificirovanno ubyva¸t pri bol~xih ω, i pofftomu iteracii da¸t vozmoßnost~ postroit~ asimptotiku pri ω → ∞ rassmatrivaemogo rexeniØ. DlØ togo, qtoby vybrat~ interesu- ¸wee nas rexenie nußno dolßnym obrazom vybrat~ svobodnyæ qlen (1.13).

Takim obrazom, sistema integral~nyh uravneniæ (1.11) pozvolØet postroit~ asimptotiku v okrestnosti x = x_∗, gde luqevoæ anzatc (1.1) neprigoden, i opravdat~ ee. DlØ postroeniØ asimptotiki nußnogo nam rexeniØ voz~mem toqku x_0 levee x_∗ (moßno voobwe vzØt~ x_0 = 0) i vyberem postoØnnye c_k v ⃗F (x) iz usloviæ

⃗F (x_0) = ⃗V^{(1)}(x_0) + ⃗V^{(2)}(x_0); d dx ⃗F |_{x0} = d dx (⃗V^{(1)} + ⃗V^{(2)}) | |_{x0} , (1.14)

kotorymi oni opredelØ¸tsØ odnoznaqno. UravneniØ (1.11) pozvolØ¸t prodolßit~ ffto rexenie na l¸bye koneqnye x. Nas budet interesovat~ asimptotika fftogo rexeniØ za toqkoæ x_∗ na rasstoØniØh O(1) pri ω → ∞, gde luqevaØ asimptotika (1.1) snova budet imet~ mesto. Povedenie rexeniØ v maloæ okrestnosti toqki x_∗, gde asimptotika imeet bolee sloßnyæ harakter, my rassmatrivat~ ne budem. Neobhodimye dlØ poluqeniØ asimptotiki vyqisleniØ okazyva¸tsØ dovol~no gromozdkimi, my ih opustim i ograniqimsØ lix~ sledu¸wimi kommentariØmi k nim.

Iteracii k uravneniØm (1.11) soderßat, pomimo mnoßitelØ 1/ω v sootvetstvu¸weæ stepeni, integraly ot bystro oscilliru¸wih funkciæ (1.12), u kotoryh dolßna byt~ vyqislena asimptotika pri ω → ∞. Esli otrezok x_0, x ne soderßit toqki x_∗, to vklad v asimptotiku da¸t tol~ko koncy integrirovaniØ. Pri fftom voznikaet asimptotiqeskiæ rØd po celym otricatel~nym stepenØm ω, t.e. rØd luqevogo tipa. Vvidu edinstvennosti asimptotiki v fiksirovannoæ xkale funkciæ ω^{−k}, moßno utverßdat~, qto my poluqaem imenno luqevu¸ asimptotiku (1.1). OkazyvaetsØ, qto ee ffffektivnee stroit~ s pomow~¸ rekurrentnoæ sistemy (1.2), qem iz iteraciæ.

Esli otrezok x_0, x soderßit x_∗ vnutri, to v iteraciØh voznika¸t integraly, ime¸wie stacionarnu¸ toqku x = x_∗. Vklad

RASPROSTRANENIE RAZRYVOV 305 v asimptotiku teper~ da¸t kak koncy integrirovaniØ, tak i stacionarnaØ toqka x = x_∗, i ih vklady nezavisimy, esli x_∗ udalena ot koncov x_0 i x na nezavisØwee ot bol~xogo parametra ω rasstoØnie. Ots¸da sleduet, qto za toqkoæ sovpadeniØ skorosteæ my poluqaem proxedxu¸ qerez fftu toqku ishodnu¸ volnu ⃗V^{(1)}(x; ω) + ⃗V^{(2)}(x; ω), kak vklad v asimptotiku ot granicy oblasti integrirovaniØ, i nekotoru¸ novu¸ volnu ⃗W (x, ω), opisyvaemu¸ vkladom ot stacionarnoæ toqki.

Vpervye integral, ime¸wiæ stacionarnu¸ toqku, poØvlØetsØ v pervoæ iteracii, ili v Bornovskom priblißenii, vo vtorom kanale v slagaemom^1_{2iω} y_2(x) ∫_x x0 K_{22}(x, ξ) ~B_{21}(ξ)C_1y_1(ξ)dξ i imeet vid c_1 2iω exp[iωS_2(x)] √ n_2(x) x∫ x0 ~B_{21}(ξ) √ n_1(ξ)n_2(ξ) exp{iω[S_1(ξ) − S_2(ξ)]}dξ. (1.15)

Predpoloßim, qto skorost~ v pervom kanale do toqki x_∗ bol~xe, qem vo vtorom, a pri x > x_∗ naoborot a_2(x) > a_1(x). V toqke x_∗ krivye a_1(x) i a_2(x) pereseka¸tsØ, tak qto n^′_1(x_∗) − n^′_2(x_∗) > 0. Togda x_∗ est~ nevyroßdennaØ stacionarnaØ toqka integrala (1.15), raspoloßennaØ vnutri oblasti integrirovaniØ. Vklad ee v asimptotiku (1.15) vyqislØetsØ obyqnym metodom stacionarnoæ fazy [6] i on raven

c_1 √ π i √ 2 ω^{3/2} exp ( i^π_4 ) √ n^′_1(x_∗) − n^′_2(x_∗)

~B_{21}(X_∗) √ n_1(x_∗)n_2(x_∗) × × exp{iω[S_2(x) − S_2(x_∗) + S_1(x_∗)]} √ n_2(x) ( 1 + O ( 1 ω )) . (1.16)

V dannom sluqae, takim obrazom, voznika¸t v asimptotiqeskom razloßenii polucelye stepeni qastoty ω. Esli krivye skorosti v toqke x_∗ ime¸t kasanie pervogo porØdka, t.e. n^′_1(x_∗) = n^′_2(x_∗), no n^{′′}_1 (x_∗) ≠ n^{′′}_2 (x_∗), to v asimptotiqeskom razloßenii integrala (1.15) poØvØtsØ stepeni −n/3 qastoty ω.

Esli ße krivye skorosteæ v toqke x_∗ ime¸t kasanie beskoneqnogo porØdka, to tradicionnye priemy metoda stacionarnoæ fazy, sm. [6], ne prohodØt i integral (1.15) trebuet osobyh issledovaniæ.

Dalee, podstavlØØ v vyraßenie (1.16) znaqenie postoØnnoæ

c_1, naædennoe iz uravneniæ (1.14), poluqaem sledu¸wu¸ formu-

306 M. M. POPOV, I. N. WITOV lu dlØ volny ⃗W (x; ω), vnov~ voznikxeæ za toqkoæ x_∗ sovpadeniØ skorosteæ,

⃗W (x; ω) = exp iω x∫ x� n_2(ξ)dξ + τ_1(x_∗) ×

× [ D ω^{3/2} √ n_2(x) ⃗ξ_2 + ⃗O ( 1 ω^{5/2} )] , (1.17)

v kotoroæ kofffficient vozbußdeniØ D imeet vid D = − √ π 2 exp ( −i π 4 ) (n^′_1(x_∗) − n^′_2(x_∗))^{−1/2}n^{3/2}_2 (x_∗)A_{21}(x_∗)φ^{(1)}_0 (x_∗).

(1.18) Vyqislenie posledu¸wih qlenov asimptotiqeskogo razloßeniØ (1.17) v predlagaemoæ sheme trebuet, k soßaleni¸, dovol~no gromozdkih rasqetov. Krome togo, v fftoæ sheme trudno issledovat~ vopros o vozmoßnosti poØvleniØ otraßennoæ ot toqki x_∗ volny. Delo v tom, qto iteracii integral~nyh uravneniæ (1.11) soderßat ffksponenty exp(−iωS_j (x)), j = 1, 2, kotorye associiru- ¸tsØ s volnami, beguwimi k x = 0. Pri postroenii asimptotiki iteraciæ integrirovaniem po qastØm takie ffksponenty ne mogut sohranit~sØ, poskol~ku vklad ot granicy oblasti integrirovaniØ daet luqevoe razloßenie. Odnako, apriori ne Øsno, ne vozniknut li oni v teh integralah, kotorye ime¸t stacionarnu¸ toqku. Prisutstvie ße takih ffksponent pri x > x_∗ oznaqalo by, qto pri x < x_∗ pomimo pada¸weæ volny sleduet vkl¸qit~ v rassmotrenie i otraßennu¸ volnu s tem, qtoby pri x > x_∗ ona kompensirovala volny, beguwie k x = 0. PrØmye podsqety pokazyva¸t, qto v starxem porØdke po ω kofffficienty pri takih ffksponentah obrawa¸tsØ v nul~, a znaqit v fftih porØdkah net otraßeniØ.

Niße my kratko opixem inu¸ shemu postroeniØ asimptotiki zadaqi (0.2), kotoraØ pozvolØet ustanovit~ otsutstvie otraßeniØ.

1. Ispol~zuØ izvestnyæ priem, sm. [7], raswepim sistemu (0.2)

na dve sistemy iz dvuh uravneniæ pervogo porØdka. S fftoæ cel~¸ vvedem neizvestnu¸ matricu Z(x), polagaØ^d_{dx} ⃗V = Z ⃗V . Tak kak d2 dx2 ⃗V =^{dZ}_{dx} ⃗V + Z^2 ⃗V , to iz (0.2) vytekaet uravnenie Rikkati dlØ

RASPROSTRANENIE RAZRYVOV 307 Z(x) d dx Z + Z^2 + ω^2 ^N^2 = B. (1.19)

Pri bol~xih ω moßno postroit~ asimptotiqeskoe razloßenie nekotorogo qastnogo rexeniØ Z uravneniØ (1.19), sqitaØ, qto

Z = iωZ_{−1} + Z_0 + 1 iω Z_1 + 1 (iω)^2

Z_2 + . . . . (1.20)

DlØ matric Z_k voznikaet rekurrentnaØ sistema

Z^2_{−1} = ^N^2; Z_{−1}Z_k + Z_kZ_{−1} = L_k, k = 0, 1, 2, . . . (1.21)

v kotoroæ L_0 = −^d_{dx} Z_{−1}, L_1 = B −^d_{dx} Z_0 − Z^2_0 , i t.d.

Iz pervogo uravneniØ poluqaem dva rexeniØ Z_{−1} = ± ^N , qto otveqaet dvum razliqnym sistemam, na kotorye rasweplØetsØ ishodnaØ sistema (0.2). Vybirem Z_{−1} = ^N, togda iz ostal~nyh uravneniæ (1.21) posledovatel~no nahodØtsØ Z_k, k ¿ 0. SvodØ (1.19) k integral~nomu uravneni¸ i ispol~zuØ metod posledovatel~nyh priblißeniæ [8], moßno pokazat~, qto uravnenie (1.19) imeet toqnoe rexenie Z(x), dlØ kotorogo (1.20) slußit asimptotiqeskim razloßeniem.

2. Posle togo, kak matrica Z(x; ω) Z(x; ω) = ( z_{11}^1_{iω} z_{12} 1 iω z_{21} z_{22} )

postroena, vektor-funkciØ ⃗V (x, ω) nahoditsØ iz sistemy dvuh uravneniæ pervogo porØdka^d_{dx} ⃗V = Z ⃗V . Predstavim koordinaty vektora ⃗V = (v_1, v_2)^T , gde T – znak transponirovaniØ, v sledu¸- wem vide

v_1(x) = exp x∫ x0 z_{11}dx φ_1(x),

v_2(x) = exp x∫ x0 z_{22}dx φ_2(x), (1.22)

308 M. M. POPOV, I. N. WITOV togda dlØ φ_1, φ_2 poluqaem sledu¸wu¸ sistemu uravneniæ dφ_1 dx = 1 iω exp x∫ x0 (z_{22} − z_{11})dx z_{12}φ_2;

dφ_2 dx = 1 iω exp − x∫ x0 (z_{22} − z_{11})dx z_{21}φ_1.

(1.23)

UqityvaØ ravenstva (1.20), (1.21), nahodim, qto exp x∫ x0 (z_{22} − z_{11})dx

= exp iω x∫ x0 (n_2 − n_1)dx + . . . =

= exp{iωS_0(x)} ( p_{11}(x) + 1 iω p_{12}(x) + . . . ) , gde oboznaqeno S_0(x) = ∫_x x0 (n_2(x) − n_1(x))dx. Pofftomu v uravneni-

Øh (1.23) moßno vydelit~ bystro oscilliru¸wie ffksponenty i predstavit~ fftu sistemu v vide dφ_1 dx = 1 iω e^{iωS0(x)}m_1(x; ω)φ_2; dφ_2 dx = 1 iω e^{−iωS0(x)}m_2(x; ω)φ_1. (1.24)

Naqal~nye dannye k sisteme (1.24) nahodim iz togo usloviØ, qtoby pri x = x_0 levee toqki x_∗ iskomoe rexenie ⃗V sovpadalo s postroennym ⃗V^{(1)} + ⃗V^{(2)}, sm. formuly (1.5) i (1.8). Oboznaqim ffti naqal~nye dannye φ_1(x_0) i φ_2(x_0) i svedem (1.24) k ffkvivalentnoæ sisteme integral~nyh uravneniæ

φ_1(x) = φ_1(x_0) + 1 iω x∫ x0 e^{iωS0(ξ)}m_1(ξ; ω)φ_2(ξ)dξ

φ_2(x) = φ_2(x_0) + 1 iω x∫ x0 e^{−iωS0(ξ)}m_2(ξ; ω)φ_1(ξ)dξ. (1.25)

FunkciØ S_0(x) imeet stacionarnu¸ toqku x = x_∗. Sistema (1.25) rexaetsØ metodom iteraciæ, asimptotika nahoditsØ metodom stacfazy i integrirovaniem po qastØm. Tak kak v Ødra uravneniæ (1.25) S_1 i S_2 vhodØt v kombinacii S_0 = S_2 − S_1, ffta asimptotika ne soderßit otraßennyh voln.

RASPROSTRANENIE RAZRYVOV 309

Zakl¸qenie

VyqislØØ Fur~e-preobrazovanie (v smysle obobwennyh funkciæ) ot postroennoæ vysokoqastotnoæ asimptotiki rexeniØ

⃗V (x; ω) zadaqi (0.2), poluqaem parametriks ishodnoæ nestacio-

narnoæ zadaqi (0.1), pozvolØ¸wiæ opisat~ rasprostranenie razryvov.

Do toqki x_∗ sovpadenie skorosteæ, t.e. na vremenah 0 < t < t_∗, gde t_∗ = ∫_{x�} 0 a^{−1}_1 (x)dx (napomnim, qto a_1 > a_2 pri 0 < x < x_∗ po predpoloßeni¸), parametriks imeet vid standartnogo

prostranstvenno-vremennogo luqevogo razloßeniØ ⃗U (x, t) = ∞∑ k=0 ⃗u^{(1)}_k (x)F_k(t − τ_1(x)) + ∞∑ k=2 ⃗u^{(2)}_k (x)F_k(t − τ_2(x)), (2.1)

gde F_k(y) sledu¸wie obobwennye funkcii

F_0(y) = δ(y), F_1(y) = H(y), F_2(y) = y_+, . . . , (2.2)

a vekor-funkcii ⃗u^{(1)}_k (x) i ⃗u^{(2)}_k (x) opredelØ¸tsØ razloßeniØmi (1.5), (1.8) i (1.9).

V nekotoroæ maloæ okrestnosti toqki x_∗, na vremenah t_∗ − δ <

t < t_∗ + δ s nekotorym δ > 0, razloßenie (2.1) okazyvaetsØ ne-

prigodnym i razryvy volnovogo polØ ne mogut byt~ opisany xkaloæ obobwennyh funkciæ (2.2). V fftoæ okrestnosti stacionarnaØ toqka x_∗ blizka k granice oblasti integrirovaniØ, asimptotika stacionarnoæ zadaqi imeet bolee sloßnyæ vid. V naxeæ sheme ona opisyvaetsØ iteraciØmi, no moßet byt~ vyraßena i v terminah special~nyh funkciæ. Za toqkoæ x_∗, t.e. pri t > t_∗ + δ, kogda vklad v asimptotiku ⃗V (x; ω) ot stacionarnoæ toqki x_∗ i granicy oblasti integrirovaniØ v iteraciØh vyqislØetsØ nezavisimo, razloßenie (2.1) snova imeet mesto, no tol~ko dlØ proxedxego volnovogo fronta. Interesno otmetit~, qto “amplitudy”, ili vektor-funkcii ⃗u^{(1)}_k , ⃗u^{(2)}_k sohranØ¸t te ße postoØnnye integrirovaniØ v uravneniØh perenosa, qto i v pada¸wem fronte, sm. ravenstva (1.9). Drugimi slovami, pada¸wiæ volnovoæ front prohodit toqku x_∗, slovno ne zameqaØ ee.

Odnako, krome proxedxeæ volny za toqkoæ x_∗ voznikaet novaØ volna ⃗U_∗(x, t) = 2 Re ∫_∞ 0 exp(−iωt) ⃗W (x; ω)dω, gde asimptotika ⃗W (x; ω) opisyvaetsØ razloßeniem (1.17) po drobnym stepenØm

310 M. M. POPOV, I. N. WITOV qastoty ω. Razryvy na fronte fftoæ volny opisyva¸tsØ xkaloæ obobwennyh funkciæ y^λ_+ s drobnymi pokazatelØmi λ. Front fftoæ volny rasprostranØetsØ so skorost~¸ a_2(x) vtorogo kanala. Poskol~ku po sdelannomu predpoloßeni¸ a_2(x) > a_1(x) pri x > x_∗, to ee front opereßaet front proxedxeæ volny i neset bolee slabyæ razryv, qem ⃗U (x, t). A imenno, v rassmotrennom sluqae glavnyæ qlen asimptotiki po gladkosti opisyvaetsØ funkcieæ

(t − τ_∗)^{1/2}_+ , gde τ_∗(x) = ∫_x x� n_2(ξ)dξ + τ_1(x_∗), i on est~ tol~ko vo

vtorom kanale, sm. formuly (1.17), (1.18).

�ti fiziqeskie sledstviØ anonsirovany v zametke [9].

Literatura

1. B. R. Vaænberg, Asimptotiqeskie metody v uravneniØh matematiqeskoæ fiziki. Izd-vl MGU, 1982.

2. V. V. Kuqerenko, Asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ sistemy A ı x, �ih^@_{@x}^ȷ u = 0 pri h ! 0 v sluqae harakteristik peremennoæ krat-

nosti. Izv. AN SSSR, ser. matem., 58, No. 2 (1974), 163–213. 3. V. M. Babiq, Luqevoæ metod vyqisleniØ intensivnosti volnovyh frontov v sluqae uprugoæ neodnorodnoæ anizotropnoæ sredy. Voprosy dinam. teorii raspr. seæsmiqeskih voln, 5 (1961), 36–46.

4. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki, tom II. M., Nauka (1967). 5. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki, tom IV. M., Nauka (1967). 6. M. V. Fedor¸k, Metod perevala. M., Nauka (1977).

7. V. Vazov, Asimptotiqeskie razloßeniØ rexeniæ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. M., Mir (1968).

8. M. V. Fedor¸k, Asimptotiqeskie razloßeniØ rexeniæ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. M., Nauka (1983).

9. M. M. Popov, I. N. Schitov, What may happen if the velocities of qS-waves in an anisotropic inhomogeneous medium coincide at a point?. Wave Inversion Technology, Report WITREPORT 98, January 13, 1999, 287–291.

Popov M. M., Schitov I. N. Propagation of the discontinueties in a system of two interactive wave equations.

Propagation of the discontinueties in a system of two wave equations interacting via a potential is described in the case when the velocities coincide at a point. It is shown that a new wave appears behind this point and discontinueties on its wave front contain noninteger derivatives.

Postupilo 27 dekabrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova