Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

X. Sahaev

O KRAEVO` ZADAQE DL˚ SISTEMY, ANALOGIQNO` SISTEME MAKSVELLA

Rassmotrim v ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^3 sistemu, analogiqnu¸ sisteme uravneniæ Maksvella: rot ⃗H − σ ⃗E(x) = 0, div ⃗H = 0, rot ⃗H + μ ⃗E(x) = 0, div ⃗E = 0, (1) s kraevymi usloviØmi

H_n|_{@Ω} = φ(x) | |_{x∈∂Ω}, E_n | |_{x∈∂Ω} = f(x) | |_{∂Ω}. (2)

Zdes~ ⃗E(x) = {E_1, E_2, E_3}, ⃗H(x) = {H_1, H_2, H_3}

– vektory, σ i μ – poloßitel~nye konstanty.

Otmetim, qto dlØ sistemy (1), s toqki zreniØ postanovki kraevyh zadaq, nami obosnovany i poluqeny nekotorye rezul~taty v naxeæ rabote [1], pri fftom ukazano, qto sistemu (1) moßno rexit~, zadavaØ na granice oblasti l¸bye dve sostavlØ¸wie vektorov ⃗E(x) i ⃗H(x).

1. Poluprostranstvennye rexeniØ

Rassmotrim zadaqu (1)–(2) dlØ poluprostranstva x_3 > 0, t.e. nußno opredelit~ ⃗E(x), ⃗H(x) iz sistemy (1) pri usloviØh

H_3(x) | |_{x3=0} = φ(x^′), E_3(x) | |_{x3=0} = f(x), x^′ = (x_1, x_2), (3)

priqem ⃗E(x) → 0, ⃗H(x) → 0 pri |x| → +∞. (4) K zadaqe (1), (3), (4) primenim integral~noe preobrazovanie Fur~e po peremennym x_1 i x_2. Togda v oblasti izobraßeniØ poluqim sistemu iz vos~mi obyknovennyh differencial~- nyh uravneniæ s xest~¸ neizvestnymi. Naædem obwie harakteristiqeskie korni kvadratnyh matric, sostavlennyh iz pere- 311

312 X. SAHAEV opredelennoæ sistemy. Nas interesu¸t takie korni, dlØ kotoryh rexenie udovletvorØet uslovi¸ (4). Takim kornem ØvlØetsØ p = − √ ξ^2 + σμ, (ξ^2 = ξ^2_1 + ξ^2_2 ), (5)

kratnost~ kotorogo ravna dvum. Izvestno [2], qto kratnost~ korneæ opredelØet neobhodimoe koliqestvo kraevyh usloviæ sistemy (1).

Rexenie nahodim snaqala v oblasti izobraßeniØ, zatem, ispol~zuØ teoremu o svertke, stroim ego v poluprostranstve x_3 > 0 v sledu¸wem vide ⃗H(x) = 1 2π ∫ R2 [ σ ⃗K(x − y^′)f(y^′) + ⃗L(x − y^′)φ(y^′) ] dy^′, (6)

⃗E(x) = 1 2π ∫ R2 [ ⃗L (x − y^′)f(y^′) − μ ⃗K(x − y^′)φ(y^′) ] dy^′, (7) gde ⃗K(x − y^′) = ( ⃗e_1 ∂ ∂x_2 − ⃗e_2 ∂ ∂x_1 ) G(x − y^′), (8) ⃗L(x − y^′) = ( ⃗e_1 ∂ ∂x_1∂x_3 + ⃗e_2 ∂ ∂x_2∂x_3 − ⃗e_3Δ^′ ) G(x − y^′), (9) ⃗e_j , j = 1, 2, 3 – ediniqnye orty,

|x − y^′|^2 = (x_1 − y_1)^2 + (x_2 − y_2)^2 + x^2_3, G(x) = 1 2π ∫ R2 log |z^′| G_0(x − z^′) dz^′, (10)

G_0(x) = ∂ ∂x_3 ( e^{−√σμ|x|} |x| ) . (11)

DlØ Øder, vhodØwih v predstavlenie (6)–(7) rexeniØ zadaqi (1), (3), (4), imeet mesto sledu¸waØ

Teorema 1. DlØ funkcii G(x) (sm. (10)) i ee proizvodnyh ime¸t

mesto sledu¸wie ocenki

|G(x)| 6 C_0 (| log |x| | + 1) ,

O KRAEVO` ZADAQE 313 | | | | ∂ ∂x_j G(x) | | | | 6 C1^(1 +^1_{|x|}^) , j = 1, 2, 3, | | | ∂^2G(x) ∂x_j ∂x_3 | | | 6 C2^(1 +^1_{|x|2}^) , j = 1, 2, | | | | ∂^2G(x) ∂x^2_j | | | | 6 C3^(1 +^1_{|x|} +^1_{|x|2}^) , j = 1, 2, 3.

Podrobnoe dokazatel~stvo provedeno v rabote avtora [1]. Legko dokazyvaetsØ sledu¸waØ

Teorema 2. Esli f(x) i φ(x) v zadaqe (1), (3), (4) nepreryvny

i ograniqeny, to sootnoxeniØ (6), (7) ØvlØ¸tsØ edinstvennym rexeniem fftoæ zadaqi v poluprostranstve x_3 > 0.

2. Rexenie dlØ koneqnoæ oblasti

Posle fftih utverßdeniæ moßno izuqit~ zadaqu (1), (2). Rexenie zadaqi (1), (2) stroitsØ po metodike Xapiro–Zagorskogo [3–5] sledu¸wim obrazom.

Pust~ ξ – mestnaØ sistema koordinat v toqke η ∈ S ≡ ∂Ω. Vvedem ortogonal~noe preobrazovanie koordinat

ζ_k = 3∑ j=1 a_{kj} ( ξ_j − ξ^0_j ) , gde ξ_j = ξ^0_j + 3∑ k=1 a_{kj} ζ_k. Ortogonal~nu¸ matricu {a_{kj}}, k, j = 1, 2, 3 podberem tak, qtoby a_{k3} = ν_k(η), gde ⃗ν = {ν_1, ν_2, ν_3} – ediniqnyæ vektor normali v toqke η.

Faktiqeski my rexaem zadaqu (1)–(2) na naklonnoæ kasatel~- noæ ploskosti ξ_3 = 0 (t.e. poluprostranstvennu¸ zadaqu), i ffto rexenie budet zaviset~ ot izmeneniØ vektora normali ⃗ν(η).

Togda budet vozmoßnym iskat~ rexeniØ sistemy (1) pri graniqnyh usloviØh H_{ν|S} = φ(s) i E_{ν|S} = f(s), (12) gde ⃗ν(η) – vnutrennØØ normal~ v toqke η ∈ S; granicu S oblasti Ω sqitaem vypukloæ.

Rexenie zadaqi (1), (12) iwem v vide

H_k(ξ) = ∫ S {_3∑ j=1 a_{kj}(η^0) [ α_1 A_j ( ξ^′ − η^0, ξ_3 ) μ(η^0)+

314 X. SAHAEV +B_j ( ξ^′ − η^0, ξ_3 ) λ [ (η^0) ] ] } dS_η0 , (13)

E_k(ξ) = ∫ S {_3∑ j=1 a_{kj}(η^0) [ B_j ( ξ^′ − η^0, ξ_3 ) μ(η^0)−

−α_2 A_j ( ξ^′ − η^0, ξ_3 ) λ [ (η^0) ] ] } dS_η0 , k = 1, 2, 3, gde μ(η^0), λ(η^0) – neizvestnye plotnosti; A_j i B_j ime¸t tot ße smysl, qto ⃗K i ⃗L v zadaqe (1), (3), (4) v toqke η, t.e. A_j = K_j i B_j = L_j (sm. (8), (9)), a η^0 = (η^0_1, η^0_2 ) leßit v maloæ okrestnosti toqki η ∈ S, α_1 = σ i α_2 = μ.

Qisla a_{ij}, buduqi fflementami ortogonal~noæ matricy, udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm: 1) 3∑ j=1 a_{jk} a_{jl} = δ_{kl} = { 1 pri k = l, 0 pri k ≠ l;

2) povorot pri pomowi ortogonal~nogo preobrazovaniØ sqitaetsØ pravostoronnim. Postroim vektory ⃗H i ⃗E v vide ⃗H(ξ) = ∫ S [ α_1 ⃗A(ξ − η)μ(η) + ⃗B(ξ − η)λ(η) ] dS_η, (14)

⃗E(ξ) = ∫ S [ −α_2 ⃗B(ξ − η)μ(η) − ⃗A(ξ − η)λ(η) ] dS_η , (15) gde ⃗A(ξ − η) = rot ⃗νG(ξ − η), ⃗B(ξ − η) = rot rot ⃗ν(η)G(ξ − η), (16) G(ξ) – ta ße funkciØ, qto i v (10).

Zameqanie 1. V sootnoxeniØh (14), (15) vektory^⃗H i^⃗E poluqe-

ny s pomow~¸ preobrazovaniØ ~H_k = 3∑ j=1 a_{jk} H_j, ~E_k = 3∑ j=1 a_{jk} E_j, k = 1, 2, 3. Teper~ issleduem ravenstva (14), (15). Imeet mesto

O KRAEVO` ZADAQE 315

Teorema 3 (o skaqke potencialov). Pust~ S ∈ C^{(1+a)}. Esli neiz-

vestnye plotnosti μ(η), λ(η) nepreryvny v Ω ⊂ R^3, to oni opre-

delØ¸tsØ sledu¸weæ sistemoæ neodnorodnyh integral~nyh urav-

neniæ fredgol~mova tipa vtorogo roda:

φ(η^0) = λ(η^0) + ∫ S B ( η^0, η ) λ(η) dS_η + α_1 ∫ S A ( η^0, η ) μ(η) dS_η ,

f(η^0) = μ(η^0) + ∫ S A ( η^0, η ) λ(η) dS_η − α_2 ∫ S B ( η^0, η ) μ(η) dS_η , (17)

gde A ( η^0, η ) + ( ⃗ν(η^0), rot ⃗ν(η)G ( η^0, η )) , B ( η^0, η ) + ( ⃗ν(η), rot rot ⃗ν(η)G ( η^0, η )) , φ(η^0) = lim_{ξ→η0}

[_3∑ j=1 ( H_j(ξ), ν_j(η^0) ) ] ,

f(η^0 ) = lim_{ξ→η0}

[_3∑ j=1 ( E_j(ξ), ν_j(η^0) ) ] , i dlØ Øder integral~nyh uravneniæ (17) spravedlivy sledu¸wie ne-

ravenstva | |A (η^0, η) | | 6^C_{|η − η0|1−α} , | |B (η^0, η) | | 6^C_{|η − η0|2−α} , 0 < α < 1,^{(18)} gde C, C_1 – ograniqennye postoØnnye.

Dokazatel~stvo. V sootnoxeniØh (14)–(15) komponenty ediniq-

nogo vektora – normali

ν_j = ν_j(η) = cos ( ⃗e^′_j , ⃗e_3 ) = α_{j3}(η), j = 1, 2, 3

i ⃗e^′_j – orty mestnoæ sistemy koordinat toqki η ∈ S, ⃗e_3 – ort

ishodnoæ sistemy koordinat.

Po analogii s ocenkami teoremy 1 spravedlivy sledu¸wie neravenstva | | | ∂ ∂ξ_j G(ξ − η) | | | < C |ξ − η| , j = 1, 2, 3, | | | ∂^2G(ξ − η) ∂ξ_j ∂ξ_i | | | < C |ξ − η|^2 , i, j = 1, 2, 3, (19)

316 X. SAHAEV gde |ξ − η|^2 = (ξ_1 − η_1)^2 + (ξ_2 − η_1)^2 + ξ^2_3 , C = const < +∞.

DlØ dokazatel~stva teoremy 3 naædem predel v vyraßeniØh (14)–(15) pri ξ → η^0 ∈ S, zatem umnoßim ih skalØrno na vnutrenn¸¸ normal~ ⃗ν(η^0) v toqke η^0 ∈ S. Togda poluqim sistemu integral~nyh uravneniæ otnositel~no neizvestnyh “plotnosteæ” μ(λ) i λ(η), pri fftom budem uqityvat~ graniqnye usloviØ (12) (kak ffto delaetsØ v klassiqeskoæ teorii potencialov [5]).

Nam dostatoqno naæti sledu¸wie predely: lim ξ→η0 ∈S {∫ S ⃗A(ξ − η)μ(λ) dS_η } , lim ξ→η0 ∈S {∫ S ⃗B(ξ − η)μ(η) dS_η } . (20)

Rassmotrim pervyæ iz nih, vyraziv ego v vide ∫ S ⃗A(ξ − η)μ(η)μ(η) dS_η = ∫ Sd [ μ(η) − μ(η^0) ] ⃗ A(ξ − η) dS_η +

+μ(η^0) ∫ Sd ⃗A(ξ − η)μ(η) dS_η + ∫ S\Sd A(ξ − η)μ(η)μ(η) dS, (21) gde S_d – qast~ poverhnosti S s vyrezannoæ sferoæ radiusa d s centrom v toqke η^0 ∈ S.

Oqevidny sledu¸wie utverßdeniØ:

1) esli uqest~ pervu¸ ocenku iz (19), to tretiæ integral v pravoæ qasti (21) pri ξ → η^0 ∈ S raven prØmomu znaqeni¸ na S, t.e. spravedlivo ravenstvo lim ξ→η0∈S { ∫ S\Sd ⃗A(ξ − η)μ(η) dS_η } = ∫ S ⃗A(η^0 − η)μ(η) dS_η . (22)

˚dro integrala (22) pri η → η^0 imeet osobennost~ ne vyxe pervogo porØdka i oqevidno, qto integral shodØwiæsØ;

2) znaqeniØ predelov pervogo i vtorogo integralov pravoæ qasti (21) pri ξ → η^0 ∈ S strogo zavisØt ot povedeniØ v okrestnosti toqki η^0 ∈ S integrala ∫ Sd ⃗A(ξ − η) dS_η, tak kak

O KRAEVO` ZADAQE 317

a) v silu nepreryanosti μ(η) na S | | | | ∫ Sd [ μ ( η^0 − μ(η) )] ⃗ A(ξ − η) dS_η | | | | < C ∫ Sd | | ⃗A(ξ − η) | | dS_η; b) v silu ograniqennosti μ(η) na S | | | ∫ Sd [ ⃗A (ξ − η)) μ(η) dS_η ]

6 C^∫

Sd | | ⃗A(ξ − η) | | | | | dS^η. Kak vidno iz sootnoxeniØ (16) ∫ Sd | | ⃗A(ξ − η) | | dS_η 6 ∫ Sd | | | | ∑ k≠l ( ν_k ∂ ∂ξ_e − ν_e ∂ ∂ξ_k ) G(ξ, η) | | | | dS^η 6

6 3^∫

Sd | | | | ( ν_k ∂ ∂ξ_e − ν_e ∂ ∂ξ_k ) G(ξ, η) | | | | dS^η 6

6 3^{{∫}

Sd | | | |ν^k ∂ ∂ξ_e G(ξ, η) | | | | dS^η + ∫ Sd | | | |ν^e ∂ ∂ξ_k G(ξ, η) | | | | dS^η } . UqityvaØ, qto ν_k – napravlØ¸wie kosinusy, i imeØ vvidu

pervoe neravenstvo (19), poluqaem ocenku ∫ Sd | | | |ν^k ∂ ∂ξ_e G(ξ, η) | | | | dS^η 6 ∫ Sd | | | |ν^k ∂ ∂ξ_e G(η^0, η) | | | | dS^η 6

6 C1^∫

Sd dS_η |η − η^0|^{1−α} = 4πC_1 α + 1 d^{α+1}, 0 < α < 1, kotoraØ stremitsØ k nul¸ vmeste s d.

Takim obrazom, dokazali, qto ∫ Sd ⃗A(ξ − η) dS_η stremitsØ k nu-

levomu vektoru, kogda ξ → η^0 ∈ S, a iskomyæ stremitsØ k svoemu

prØmomu znaqeni¸, t.e. k (22).

Rassmotrim vtoroæ predel v (20). PrimenØØ predyduwu¸ me-

todiku i uqityvaØ vtoroe neravenstvo v (19), imeem lim ξ→η0 ∈S { ∫ S\Sd ⃗B(ξ − η)μ(η) dS_η } = ∫ S ⃗B(η^0 − η)μ(η) dS_η , (23)

318 X. SAHAEV i osta¸waØsØ qast~ strogo zavisit ot povedeniØ integra- la ∫ Sd ⃗B(ξ − η) dS_η . Na osnove vtorogo neravenstva v (19) spravedlivo | |(⃗ν(η^0) − ⃗ν(η), rot rot ⃗ν(η)G(ξ, η)) | | 6^C_{|ξ − η|2−α} 6^C_{|η − η0|2−α} , (24) gde η^0 ∈ S i |η^0 − η| – proekciØ |ξ − η| na kasatel~nu¸ ploskost~ v toqke η^0 ∈ S. V silu neravenstva (24) utverßdaem, qto ∫ Sd | | ⃗B(ξ, η) | | dS_η → const pri ξ → η^0 ∈ S (25)

(i ffto netrudno ustanovit~, ispol~zuØ metody teorii potencialov).

Takim obrazom, spravedlivo ravenstvo lim ξ→η0 ∈S {∫ S ⃗B(ξ − η)μ(η) dS_η } = ⃗ν(η^0)μ(η^0) + ∫ S ⃗B(η^0, η)μ(η) dS_η

i pofftomu iz sootnoxeniØ (14) pri ξ → η^0 ∈ S imeem

⃗H(η^0) = ⃗ν(η^0)λ(η^0) + ∫ S ⃗B(η^0, η)λ(η^0) dS_η + α_1 ∫ S ⃗A(η^0, η)μ(η) dS_η,

⃗E(η^0) = ⃗ν(η^0)μ(η^0) + ∫ S ⃗A(η^0, η)λ(η) dS_η − α_2 ∫ S ⃗B(η^0, η)μ(η) dS_η. SkalØrno umnoßaØ ih na ⃗ν(η^0) i uqityvaØ kraevye usloviØ (12), poluqim sistemu integral~nyh uravneniæ dlØ opredeleniØ neizvestnyh λ(η) i μ(η).

Teper~ dokaßem spravedlivost~ utverßdeniØ teoremy 3 otnositel~no ocenok Øder sistemy integral~nyh uravneniæ (17). Zapixem Ødro A(η^0, η) v vide

A(η^0, η) = ( ⃗ν(η^0), rot ⃗ν(η)G(η^0, η) ) = ( ⃗ν(η^0) − ⃗ν(η), rot ⃗ν(η)G(η^0, η) ) . Neravenstva | |A(η^0, η) | | 6^| ⃗ν(η^0) − ⃗ν(η)^| ·^|rot ⃗ν(η)G(η^0, η)^| 6^C_{|η0 − η|1−α} (26)

O KRAEVO` ZADAQE 319

spravedlivy v silu ocenki | |rot ⃗ν(η)G(η^0, η) | | 6 C^{( 1}_{|η − η0|} + 1^), (27)

vyteka¸weæ iz neravenstv (19) i neravenstv | | ⃗ν(η^0) − ⃗ν(η) | | 6^|ak3(η^0) − ak3(η)^| 6 C1^|η^0 − η^{|α}, 0 < α < 1. Rassmotrim vtoroe Ødro, zapisav ego v vide

B(η^0, η) = ( ⃗γ(η^0) − ⃗γ(η), rot rot ⃗γ(η)G(η^0, η) ) . UqityvaØ vtoroe neravenstvo v (19) i (27), imeem ocenku dlØ Ødra B(η^0 , η) v vide | |B(η^0 − η) | | < C |η^0 − η|^{2−α} , 0 < α < 1. (28)

Takim obrazom teorema 3 dokazana.

Zameqanie 2. Na osnove ocenok (26), (28) dlØ Øder integral~nyh

uravneniæ (17) utverßdaem [6], qto dlØ sistemy integral~nyh uravneniæ spravedliva teoriØ Fredgol~ma;

sistema ØvlØetsØ integral~nymi uravneniØmi so slaboæ osobennost~¸ i pofftomu ona rexaetsØ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ;

rexenie budet prinadleßat~ klassu L_p(S), p > 1, esli fftomu klassu prinadleßit izvestnaØ qast~ sistemy integral~nyh uravneniæ.

Literatura

1. X. Sahaev, O vyqislenii amplitudy fflektromagnitnyh stacionarnyh kolebaniæ. V sbornike “Differencial~nye uravneniØ i ih priloßeniØ”, izd-vo “Nauka”, Alma-Ata 1970, 69–92.

2. I. M. Gel~fand, Ob fflliptiqeskih uravneniØh. — UMN 15 (1960), 121–132.

3. Z. ˚. Xapiro, O rexenii fflliptiqeskoæ sistemy dlØ ograniqennoæ oblasti. — Izv. AN SSSR 17 (1953), 561.

4. T. ˚. Zagorskiæ, Privedenie nekotoryh smexannyh zadaq dlØ paraboliqeskih sistem k integral~nym uravneniØm. — Nauqn. zap. L~vovskogo politehn. in-ta, seriØ fiz-mat vyp. 38, No. 2 (1956), 13–28.

5. ˚. B. Lopatinskiæ, Formula Fredgol~ma dlØ sistem integral~nyh uravneniæ. — Nauqn. zap. L~vovskogo politehn. in-ta, seriØ fiz-mat vyp. 38, No. 2 (1956), 8–12.

320 X. SAHAEV 6. N. M. G¸nter, TeoriØ potencialov i ee primeneniØ k osnovnym zadaqam matematiqeskoæ fiziki. M. (1953).

7. S. G. Mihlin, Lekcii po lineænym integral~nym uravneniØm. M (1970).

Sakhaev Sh. On boundary value problems for a version of Maxwell equations.

Boundary value problem for the system of equations rot ⃗H − σ ⃗E = 0, rot ⃗E + μ ⃗H = 0, (where σ and μ are positive constants) in a domain Ω b R^3 are considered. Boundary conditions are H_n | |_{∂Ω} = φ(x) | |_{∂Ω}, E_n | |_{∂Ω} = f(x) | |_{∂Ω}. The correcntess of the problem is proved if ∂Ω is smooth. The potential theory is used to get this result.

Postupilo 10 ØnvarØ 2000 g.