Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. V. Blaßenov

O SAMOSOKRAWENII ABELEVYH GRUPP KONEQNOGO RANGA BEZ KRUQENI˚

V dannoæ rabote pod abelevymi gruppami vezde podrazumeva- ¸tsØ abelevy gruppy koneqnogo ranga bez kruqeniØ, Zoznaqaet kol~co celyh qisel, Q i R – polØ racional~nyh i vewestvennyh qisel, a Γ_p = Γ ⊗ZZ_p – lokalizaci¸ kol~ca Γ po prostomu celomu p. Qerez R^� oboznaqaetsØ gruppa edinic kol~ca R.

Opredelenie 1. Abeleva gruppa A imeet samosokrawenie, esli A ⊕ A ∼= A ⊕ B vleqet A ∼= B. RazvivaØ idei ˚kobin~skogo [8] i Arnol~da [3], avtor obnarußil kraæne tesnu¸ svØz~ sokraweniØ abelevyh grupp s klassiqeskimi rezul~tatami �æhlera [5, 6] i poluqil sledu¸wiæ kriteriæ samosokraweniØ abelevyh grupp [1, teorema 15], [2], otveqa¸wiæ na problemu Arnol~da [3, problema 2].

Opredelenie 2. Algebra s deleniem D indeksa 2 – vpolne opre-

delennaØ algebra kvaternionov, esli l¸boe arhimedovo normirovanie ee centra F ØvlØetsØ vewestvennym i R ⊗_F D – algebra gamil~tonovyh kvaternionov.

Pust~ L – central~naØ prostaØ koneqnomernaØ algebra nad polem algebraiqeskih qisel F , no ne vpolne opredelennaØ algebra kvaternionov, ν – ee reducirovannaØ norma, Γ – maksimal~nyæ S-porØdok v L, gde S – centr Γ. Pod normoæ ν(I) pravogo ideala I kol~ca Γ ponimaem ideal kol~ca S, poroßdennyæ mnoßestvom {ν(x) | x ∈ I}. Teorema A ([5, teorema 1]). Pravyæ ideal I kol~ca Γ ØvlØetsØ

glavnym togda i tol~ko togda, kogda ν(I) – glavnyæ ideal, poroßdennyæ fflementom, poloßitel~nym po kaßdomu beskoneqnomu prostomu polØ F , razvetvlennomu v algebre L.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 96-15- 9620. 7

8 A. V. BLAȷENOV

Teorema B ([6, teorema 5]). Pust~ μ – ideal kol~ca S. Esli re-

gulØrnyæ fflement x ∈ Γ i ν(x) ≡ ε (mod μ), gde ε – edinica kol~ca S, poloßitel~naØ po kaßdomu beskoneqnomu prostomu polØ F , razvetvlennomu v algebre L, to suwestvuet edinica i kol~ca Γ, takaØ qto x ≡ u (mod μΓ).

Pust~ teper~ L – poluprostaØ koneqnomernaØ racional~naØ algebra, Γ – podkol~co L, takoe qto Γ = Γ_1 ˙+ . . . ˙+Γ_k, gde Γ_i – maksimal~nye porØdki v prostyh komponentah algebry L, 1 6 i 6 k. Takoe kol~co Γ my takße nazyvaem maksimal~nym porØdkom v L i govorim, qto teoremy A i B �æhlera ime¸t mesto dlØ Γ, esli oni vypolnØ¸tsØ dlØ vseh Γ_i.

Luqom otnositel~no razvetvlennyh beskoneqnyh vewestvennyh prostyh St_F L algebry L s centrom F nazyvaetsØ mnoßestvo fflementov 0 ≠ a ∈ F , l¸baØ proekciØ kotoryh na prostu¸ komponentu L_i s centrom F_i algebry L poloßitel~na po kaßdomu beskoneqnomu prostomu polØ F_i, razvetvlennomu v algebre L_i. Zametim, qto soglasno teoreme �æhlera [9, glava VI, teorema 6.9] St_F L sovpadaet s obrazom reducirovannoæ normy vseh regulØrnyh fflementov algebry L.

Pust~ A – abeleva gruppa, E(A) – kol~co ffndomorfizmov A,

N(E(A)) – ego nil~radikal. Togda R = E(A)/N(E(A)) – porØdok

v poluprostoæ algebre L = QR. Pust~ F – centr algebry L, ν – reducirovannaØ norma algebry L nad F , Γ – maksimal~nyæ porØdok v algebre L s nΓ ⊂ R ⊂ Γ, 0 ≠ n ∈ Z, S – centr porØdka Γ. Takoæ maksimal~nyæ porØdok Γ suwestvuet soglasno [4, sledstvie 10.14].

Teorema 1. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(a) Gruppa A imeet samosokrawenie.

(b) R ⊕ R ∼= R ⊕ R^0 =⇒ R ∼= R^0, gde R^0 – pravyæ drobnyæ ideal kol~ca R.

(c) Vypolneny usloviØ:

(i) DlØ Γ imeet mesto teorema A.

(ii) Esli α ∈ Γ i ν(α) ≡ ε (mod nS), gde ε – edinica kol~ca S s ε ∈ St_F L, to α ≡ γσ (mod nΓ) dlØ nekotoryh γ ∈ Γ^�, σ ∈ R^1.

Zametim, qto uslovie (ii) ØvlØetsØ oslablennym usloviem teoremy B. Edinstvennyæ do sih por izvestnyæ primer abelevoæ

1Legko zametit~, qto po uslovi¸ teoremy, fflementy α 2 Γ i σ 2 R vzaimno prosty s n.

O SAMOSOKRAWENII ABELEVYH GRUPP 9 gruppy bez samosokraweniØ stroilsØ na osnove primera Suona [10]. Pri fftom poluqalas~ gruppa ranga 16, kotoraØ ne imela samosokraweniØ iz-za nevypolneniØ usloviØ (i). Avtorom v [1] byl postavlen vopros o suwestvovanii modulØ, ne ime¸wego samosokraweniØ po priqine nevypolneniØ teoremy B. V nastoØweæ rabote stroitsØ kraæne prostoæ primer takogo modulØ i sootvetstvu¸weæ abelevoæ gruppy bez samosokraweniØ.

Pust~ L – algebra gamil~tonovyh kvaternionov nad polem racional~nyh qisel Q s bazisom 1, i, j, k, gde i^2 = j^2 = k^2 = ijk = −1. ˚sno, qto L – vpolne opredelennaØ algebra kvaternionov. V kaqestve osnovy primera voz~mem sledu¸wiæ porØdok v L. Pust~

Γ – Z-modul~, poroßdennyæ fflementami 1, i, j, (1 + i + j + k)/2.

Horoxo izvestno, qto Γ – maksimal~nyæ porØdok [7, lekciØ 4]. Posmotrim, vypolnØ¸tsØ li teoremy �æhlera dlØ Γ.

Lemma 1. Teorema A imeet mesto dlØ Γ.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, kaßdyæ pravyæ ideal kol~ca

Γ – glavnyæ [7, lekciØ 6] i, takim obrazom, dannoe utverßdenie trivial~no.

Lemma 2. Teorema B ne imeet mesta dlØ Γ.

Dokazatel~stvo. Voz~mem fflement α = 1 + 2i + 2j ∈ Γ. Imeem

ν(α) = 9 ≡ 1 (mod 4), no α ≢ u (mod 4Γ), u ∈ Γ^�. Deæstvitel~no,

pust~ β ≡ α (mod 4Γ). Togda β = 1+2i+2j +4a+4bi+4cj +4d(1+i+

j + k)/2, gde a, b, c, d ∈ Z, i ν(β) = (1 + 4a + 2d)^2 + (2 + 4b + 2d)^2 + (2 + 4c + 2d)^2 + 4d^2. Ots¸da vidno, qto daße esli d = 0, to ν(β) ¿ 5, i

potomu β ∉ Γ^�.

Teorema 2. Suwestvuet abeleva gruppa bez kruqeniØ ranga 4, ne

ime¸waØ samosokraweniØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ R – Z-modul~, poroßdennyæ fflementami

1, 4i, 4j, 4k. ProstaØ proverka pokazyvaet, qto R zamknut otnositel~no umnoßeniØ i, sledovatel~no, ØvlØetsØ Z-porØdkom v algebre L. ˚sno, qto 8Γ ⊂ R ⊂ Γ. Vvidu lemmy 1, dlØ kol~ca R vypolneno uslovie (i) iz teoremy 1. Pokaßem, qto dlØ kol~ca R ne vypolnØetsØ uslovie (ii).

Poloßim α = 1 + 2i + 2j. Kak vidno iz dokazatel~stva lemmy 2, α ≢ γ (mod 4Γ), γ ∈ Γ^�. Dalee, imeem ν(α) = 9 ≡ 1 (mod 8), no α ≢ γσ (mod 8Γ), γ ∈ Γ^�, σ ∈ R. Bolee togo, α ≢ γσ (mod 4Γ). Deæstvitel~no, σ ≡ a (mod 4Γ), gde a ∈ Z, po opredeleni¸ kol~ca R. Poskol~ku (σ, 2) = 1, to σ ≡ ±1 (mod 4Γ). Ots¸da, esli α ≡ γσ

(mod 4Γ), to α ≡ ±γ = γ^0 (mod 4Γ), γ^0 ∈ Γ^�, qto, kak pokazano

10 A. V. BLAȷENOV vyxe, nevozmoßno.

Takim obrazom, v silu utverßdeniØ (b) teoremy 1 dlØ nekotorogo pravogo ideala R^0 kol~ca R imeem R⊕R^∼= R⊕R^0, no R ̸^∼= R^0. Soglasno teoreme Cassenhauza [11], suwestvuet abeleva gruppa A bez kruqeniØ ranga 4 s E(A) = R. Po teoreme 1, gruppa A ne imeet samosokraweniØ. ˚sno takße, qto gruppy men~xego ranga bez samosokraweniØ suwestvovat~ ne moßet.

V zakl¸qenie ukaßem ideal R^0 v Øvnom vide. Opredelim R^0 =

1/2R ∩ αR_2, gde α = 1 + 2i + 2j. Togda R^0_p = R_p = Γ_p pri (p, 2) = 1 i R^0_2 = αR_2. Detal~noe ob¨Øsnenie, poqemu v fftom sluqae R ⊕ R ∼= R ⊕ R^0, no R ≁= R^0, moßno naæti v [1, 2].

Literatura

1. A. V. Blaßenov, Rody i sokrawenie moduleæ koneqnogo ranga bez kruqeniØ.

Algebra i analiz, 7 (1995), vyp. 6, 33–78.

2. A. V. Blaßenov, IspravleniØ k stat~e “Rody i sokrawenie moduleæ

koneqnogo ranga bez kruqeniØ”. Algebra i analiz, 11 (1999), vyp. 4,

222–224.

3. D. M. Arnold, Genera and direct sum decompositions of torsion free modules.

Abelian Group Theory, Lecture Notes in Math., 616, Springer-Verlag, Berlin–New York, 1977, pp. 197–218.

4. D. M. Arnold, Finite rank torsion free abelian groups and rings. Lecture Notes in Math., 931, Springer-Verlag, Berlin–New York, 1982.

5. M. Eichler, Über die Idealklassenzahl hyperkomplexen Zahlen. Math. Z., 43 (1938), 481–494.

6. M. Eichler, Allgemeine Kongruenzklasseneinteilungen der Ideale einfacher Algebren über algebraischen Zahlkörpern und ihre L-Reihen. J. reine angew. Math., 179 (1938), 227–251.

7. A. Hurwitz, Vorlesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen. Berlin, 1919. 8. H. Jacobinski, Genera and decompositions of lattices over orders. Acta Math.,

121 (1968), 1–29.

9. K. Roggenkamp, Lattices over orders. II. Lecture Notes in Math., 142, Springer-Verlag, Berlin–New York, 1970.

10. R. G. Swan, Projective modules over group rings and maximal orders. Ann. of Math. (2), 76 (1962), 55–61.

11. H. Zassenhaus, Orders as endomorphism rings of modules of the same rank. J.

London Math. Soc., 42 (1967), 180–182.

Blazhenov A. V. On the self-cancellation of torsion-free abelian groups of finite rank.

An exclusively simple example of an Abelian group free of selfcancellation is constructed. Postupilo 17 i¸nØ 1999 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ gornyæ institut