Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

M. V. Bondarko

NALIQIE IDEMPOTENTOV V KOL^CE �NDOMORFIZMOV IDEALA p–RASXIRENI˚ POLNOGO DISKRETNO NORMIROVANNOGO POL˚ S POLEM VYQETOV HARAKTERISTIKI p KAK MODUL˚ GALUA

V fftoæ rabote issleduetsØ vopros naliqiØ netrivial~nyh idempotentov v kol~ce ffndomorfizmov ideala p-rasxireniØ polnogo diskretno normirovannogo polØ s polem vyqetov koneqnoæ harakteristiki p ¿ 2 kak modulØ Galua. Dokazano otsutstvie central~nyh idempotentov dlØ neabeleva vpolne diko razvetvlennogo rasxireniØ.

Vvedenie

�ta rabota ØvlØetsØ prodolßeniem raboty [1]. Tam issleduetsØ vopros razloßimosti idealov abeleva p-rasxireniØ polnogo diskretno normirovannogo polØ s polem vyqetov koneqnoæ harakteristiki p > 2, dlØ kotorogo rasxirenie poleæ vyqetov separabel~no. OkazyvaetsØ, idealy mogut byt~ razloßimymi tol~ko v rasxireniØh, cikliqeskih nad svoim podpolem inercii. Netrudno videt~, qto razloßimost~ ideala kak modulØ Galua ravnosil~na naliqi¸ netrivial~nyh idempotentov v kol~ce ffndomorfizmov ideala kak modulØ Galua. V fftoæ rabote rassmatriva¸tsØ vpolne razvetvlennye neabelevy rasxireniØ. V pervom paragrafe dlØ nih dokazyvaetsØ otsutstvie netrivial~- nyh central~nyh idempotentov, t.e. idempotentov iz kol~ca ffndomorfizmov bol~xego polØ kak modulØ Galua, kotorye ØvlØ¸tsØ takße fflementami stabilizatora ideala v gruppovoæ algebre Galua, a znaqit, budut leßat~ v centre gruppovoæ algebry. �tot rezul~tat byl dokazan takße v rabote [2] dlØ nekotorogo qastnogo sluqaØ. K soßaleni¸, vopros o razloßimosti idealov v

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ granta No. 97-01-0058-a. 22

NALIQIE IDEMPOTENTOV V KOL^CE 23 obwem sluqae ostaetsØ otkrytym. Odnako pri nekotoryh ograniqeniØh na skaqki vetvleniØ nerazloßimost~ udaetsØ dokazat~ vo vtorom paragrafe.

OboznaqeniØ

Vo vseæ stat~e budut prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ: p – fiksirovannoe neqetnoe prostoe qislo;

v_k – normirovanie na dannom polnom diskretno normirovan-

nom pole k s polem vyqetov harakteristiki p;

K/k, [K : k] = n – vpolne razvetvlennoe p-rasxirenie s grup-

poæ Galua G;

o – kol~co celyh polØ k; v = v_K , v_0 = v_k;

e – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ K; M = M_K – maksimal~nyæ ideal kol~ca O = O_K .

§1 Central~nye idempotenty

1.1. Zafiksiruem drobnyæ ideal I polØ K. My budem rassma-

trivat~ o-algebru B_{K/k}(I, I) = Hom_{o[G]}(I, I). Dokaßem otsutstvie v neæ netrivial~nyh central~nyh idempotentov, t.e. idempotentov, leßawih v Z_{K/k}(I, I) = B_{K/k}(I, I) ∩ k[G]. V [1] dokazano otsutstvie idempotentov dlØ abeleva necikliqeskogo rasxireniØ, budem ispol~zovat~ ffto utverßdenie v kaqestve bazy. Perehod razbivaetsØ na dva sluqaØ. Osnovnu¸ trudnost~ predstavlØet sluqaæ rasxireniØ s cikliqeskim centrom. Pofftomu dokaßem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1.1. Esli K/k – neabelevo s cikliqeskim centrom,

G = Gal(K/k), P – netrivial~nyæ central~nyæ idempotent v B_{K/k}(I, I), to suwestvu¸t takie promeßutoqnye rasxireniØ k ⊂ k_1 ⊂ K_1 ⊂ K, [K : K_1] = [k_1 : k] = p, K_1/k – normal~no, qto P ili imeet netrivial~noe sußenie na K_1, ili leßit v k[H], H = Gal(K/k_1).

Dokazatel~stvo. Pust~ ograniqenie P na nekotoroe K1, [K :

K_1] = p, K_1/k normal~no, ravno 0. Togda poluqaem, qto nam do-

statoqno dokazat~, qto razmernost~ pereseqeniØ centra k[G] s

24 M. V. BONDARKO

Ker f : k[H] → k[B] ravna razmernosti pereseqeniØ Ker f : k[G] → k[A] s centrom k[G], B = Gal(K_1/k_1), A = Gal(K_1/k), f – otobra-

ßenie faktorizacii.

Teper~ vyberem K_1 i k_1. Oboznaqim centr G qerez Z, ego podgruppu porØdka p qerez Y = ⟨y⟩. Rassmotrim g ∈ G – predstavitel~ netrivial~nogo fflementa centra gruppy G/Z. My poluqaem, qto fflementy, soprØßennye s g, otliqa¸tsØ ot g na fflementy iz Z. Znaqit, moßno naæti a – stepen~ g taku¸, qto soprØßennye k a ffto v toqnosti fflementy ax : x ∈ Y . Teper~ voz~mem

k_1 = K^H i K_1 = K^Y , gde H – centralizator a v G. Tak kak card(Y ) = [F : Z] = p, gde F = ⟨a, Z⟩, to [K : K_1] = [k_1 : k] = p.

Posqitaem razmernosti.

Legko videt~, qto dim Z(k[G]) ravno koliqestvu klassov soprØßennosti fflementov G, dim Z(k[H], G) ravno koliqestvu klassov fflementov H, soprØßennyh fflementami G, gde Z(k[G]) – centr kol~ca k[G] i Z(k[H], G) – centralizator G v k[H]. Oboznaqim takie veliqiny qerez c(G, G) i c(G, H) sootvetstvenno.

Netrudno videt~, qto c(G, G) =^{d(G,G)}_n , c(G, H) =^{d(G,H)}_n , gde

d(C, D) – koliqestvo par c ∈ C, d ∈ D, c i d kommutiru¸t. Deæ-

stvitel~no, esli koliqestvo fflementov v klasse soprØßennosti ravno t, to s kaßdym iz fftih fflementov kommutiruet rovno n/t fflementov G, i znaqit, v fftih formulah my posqitali kaßdyæ klass rovno odin raz. Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto d(G, G) − d(G, H) = d(G \ H, H) = p(d(A, A) − d(A, B)) = pd(A \ B, A). Tak kak my znaem, qto ffti veliqiny proporcional~ny razmernostØm sootvetstvu¸wih centralizatorov, to vypolneno neravenstvo d(G \ H, H) ¿ pd(A \ B, A). Dokaßem obratnoe neravenstvo. Dokaßem, qto vypolneno analogiqnoe neravenstvo dlØ d(C_i, sY ), gde C_i – nekotoryæ smeßnyæ klass G po F , s – fiksirovannyæ fflement G \ H. PravaØ qast~ neotricatel~na. Pust~ u kommutiruet s s. Togda f(s) kommutiruet so vsemi f(v), v ∈ C_i. Krome togo, s ne kommutiruet s v, v ∈ C_i \ uZ, tak kak s inaqe kommutiroval by s a, a znaqit, leßal by v H. Takim obrazom, v fftom sluqae

d(C_i, sY ) = p card(Z) = pd(C_i/Y, f(sY )) i neravenstvo dokazano.

Prosummirovav po vsem i i po vsem smeßnym klassam G \ H po Y my poluqaem trebuemoe. •

NALIQIE IDEMPOTENTOV V KOL^CE 25

1.2. Teper~ pereædem k dokazatel~stvu osnovnogo utverßdeniØ

pro central~nye idempotenty.

Teorema 1.2. Esli K/k – vpolne diko razvetvlennoe rasxirenie

polnyh diskretno normirovannyh poleæ s polem vyqetov harakteristiki p, to B_{K/k}(I, I) ne soderßit netrivial~nyh central~- nyh idempotentov, a znaqit, algebra B_{K/k}(I, I) nerazloßima kak kol~co.

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ utverßdenie indukcieæ po

n. V kaqestve bazy voz~mem analogiqnoe utverßdenie dlØ abelevyh necikliqeskih rasxireniæ iz raboty [1].

Perehod razbivaetsØ na dva sluqaØ.

Sluqaæ 1. Centr ne cikliqen. Togda vyberem podgruppu H v

centre, izomorfnu¸ (Z/(p))^2. Rassmotrim teper~ polØ K_i, i =

0, . . . , p, gde K_i = K^Hi , H_i ⊂ H, card(H_i) = p. Iz predloßeniØ

4.4 raboty [1], sleduet, qto esli dlØ kaßdogo i kL ∩ K_i raven 0 ili K_i, to L = {0} ili N = {0}, gde I = L ⨁ N – razloßenie ideala I. Takim obrazom, tak kak P – netrivial~nyæ central~- nyæ idempotent, to suwestvuet takoe i, qto ograniqenie P na K_i ØvlØetsØ netrivial~nym central~nym idempotentom v stabilizatore ideala I ∩ K_i v rasxirenii K_i/k. Tak kak K/k neabelevo, to K_i/k necikliqno. Takim obrazom, moßno primenit~ predpoloßenie indukcii.

Sluqaæ 2. Centr cikliqen. Dokaßem, qto togda moßno vybrat~

k_1 iz lemmy 1.1 takoe, qto K/k_1 necikliqno. Deæstvitel~no, esli H = ⟨h⟩, to, tak kak [G : H] = p, H cikliqeskaØ, h^p leßit v centre

G. Togda poluqaem, qto Z = ⟨h^p⟩, a tak kak faktor neabelevoæ gruppy po centru necikliqen, to G/Z ≃ (Z/(p))^2. Takim obrazom, esli vzØt~ g_1, g_2, ⟨g_1, g_2, Z⟩ = G, to k_{11} ∩ k_{21} = k, gde k_{11}, k_{21} – polØ sootvetstvu¸wie g_1 i g_2. Togda K/k_{11}, K/k_{21} ne mogut byt~ cikliqeskimi odnovremenno, tak kak inaqe K/k abelevo. Gruppa A ØvlØetsØ faktorom G, a znaqit, necikliqna. Poluqaem, qto, primeniv lemmu 1.1, my moßem pereæti k predpoloßeni¸ indukcii. •

Zameqanie 1.3.

To ße dokazatel~stvo prohodit i dlØ nekotoryh tipov ne vpolne razvetvlennyh rasxireniæ, naprimer, dlØ teh, v kotoryh gruppa inercii vydelØetsØ v kaqestve prØmogo slagaemogo

26 M. V. BONDARKO vo vseæ gruppe Galua. Pri fftom nußno primenØt~ rassußdeniØ, analogiqnye dokazatel~stvu predloßeniæ 4.6.1 i 4.6.2 raboty [1].

§2. Razloßimost~ idealov

2.1. Teper~ rassmotrim proizvol~nye razloßeniØ idealov kak

o[G]-moduleæ. Tak ße, kak i v p. 3.1 raboty [1], pust~ F – promeßutoqnoe pole, takoe, qto K/F – vpolne razvetvlennoe rasxirenie Galua s H = Gal(K/F ) = ⟨σ⟩ ≈ Z/p. Tak kak K/k neabelevo, to skaqok vetvleniØ h rasxireniØ K/F vzaimno prost s p.

Rassmotrim o[H]-podmodul~ N v K po analogii s [1], p. 2.2:

N = ⟨ξ, λ_1(σ − 1)ξ, . . . , λ_p�_1(σ − 1)^p�^1ξ⟩,

gde ξ ∈ K, v(ξ) ≡ h mod p, λ_1, . . . , λ_p�_1 ∈ k, −e 6 v_0(λ_p�_1) 6 · · · 6

v_0(λ_1) 6 0.

Lemma 2.1. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

a) N razloßim;

b) tr /p perevodit N v sebØ, gde tr = tr_{K/F} ; c) (pλ_p�_1)�^1 ∈ o, t.e. v_0(λ_p�_1) + e ¿ 0.

Dokazatel~stvo. Sm. predloßenie 3.1 [1]. • 2.2. Pust~ M^– – ideal v K, [K : k] = p^m. Rassmotrim o-moduli

N_i = ⟨ξ_i, λ_{i,1}(σ − 1)ξ_i, . . . , λ_{i,p}�_1(σ − 1)^p�^1ξ_i⟩, gde v(ξ_i) = – + h − – + pi, 0 6 i < p^m�^1; λ_{i,j} ∈ k,

v_0(λ_{i,j}) = − [ v(ξ_i) + jh − – p^m ] = − [ h − – + jh + pi_{pm}^]_. Neposredstvenno proverØetsØ, qto −e 6 v0(λi,p�1) 6 v0(λi,p�2) · · · 6 v0(λi,1) 6 0, a znaqit, N_i ØvlØ¸tsØ o[H]-modulØmi. Krome togo, tak kak v(ξ_i) ≡ h mod p, my imeem v((σ − 1)^jξ_i) = v(ξ_i) + jh, 0 6 i < p^m�^1, 0 6 j 6 p − 1. Poskol~ku ffti qisla obrazu¸t polnu¸ sistemu vyqetov po modul¸

NALIQIE IDEMPOTENTOV V KOL^CE 27

p^m, znaqeniØ v(λ_{ij} (σ−1)^j ξ_i) predstavlØ¸t soboæ perestanovku qi-

sel –, – +1, . . ., – +p^m −1. Takim obrazom, ob¨edinenie o-bazisov

vseh N_i budet o-bazisom vsego M–. Tem samym my dokazali sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 2.2. Ideal M^– imeet sledu¸wee razloßenie kak o[H]-

modul~:

M– = pm�1�_1⨁ i=0 N_i. 2.3. Teper~ ukaßem uslovie nerazloßimosti vseh Ni. Lemma 2.3. Esli_{(p − 1)h} 6 p^m(e − 1),

togda vse N_i dlØ l¸bogo ideala M– v K nerazloßimy kak o[H]- moduli.

Dokazatel~stvo. Sm. paragraf 3 raboty [1]. • Teorema 2.4. Esli K/k obladaet tem svoæstvom, qto dlØ ka-

ßdogo promeßutoqnogo normal~nogo podrasxireniØ F/k k ⊂ F ⊂ K stepeni m takogo, qto centr gruppy H = Gal(F/k) cikliqen, vypolneno h <^{me}�^m_p�_1 , gde h – naibol~xiæ skaqok vetvleniØ F/k, to v K net idealov, razloßimyh kak o[G]-moduli.

Dokazatel~stvo. Budem provodit~ dokazatel~stvo indukcieæ

po stepeni rasxireniØ, poqti tak ße, kak v teoreme 1.2. Baza ta ße, sluqaæ 1 razbiraetsØ analogiqno.

Rassmotrim sluqaæ 2. Pust~ G imeet cikliqeskiæ centr, h to, qto upominaetsØ v uslovii, g^p = 1, g leßit v centre G, K_1 = K^g . Togda iz lemmy 2.3 my znaem, qto vse N_i nerazloßimy. Iz predpoloßeniØ indukcii esli razloßenie I imeet vid I = L ⨁ N , to, ne umalØØ obwnosti, K_1 ∩ kL = K_1. Togda poluqaem, qto dlØ kaßdogo i N_i ∩ L ≠ {0}, a tak kak N_i nerazloßimy, to iz teoremy KrullØ–Xmidta (sm. [4]) my poluqaem, qto L = I, N = {0} (zdes~ my pol~zuemsØ tem, qto pole K_1 v K opredelØetsØ usloviem K_1 = {x ∈ K : g(x) = x}, i znaqit, perehodit v sebØ pri o[Y ]-gomomorfizmah). •

Zameqanie 2.5. Uslovie teoremy 2.4 neskol~ko gromozdko, no

vrØd li moßno ego prosto ravnosil~no pereformulirovat~ dlØ

28 M. V. BONDARKO proizvol~noæ gruppy G. Odnako moßno privesti primery bolee sil~nyh dostatoqnyh usloviæ. Kak sleduet iz [1], dostatoqno togo, qtoby dlØ naimen~xego skaqka vetvleniØ h_{min} gruppy G bylo vypolneno h_{min} > n/(p − 1)^2.

Literatura

1. M. V. Bondarko, S. V. Vostokov, I. B. ȷukov, Additivnye moduli Galua. — Algebra i Analiz 9, ˝ 4 (1997), 28–46.

2. Y. Miyata, On the module structure of a p-adic number field. — Nagoya Math.

J. 77 (1980), 13–23.

3. Jean-Pierre Serre, Local Fields. Graduate Texts in Mathematics, vol. 67, Berlin-Heidelberg-New York, Springer-Verlag, 1979.

4. Z. I. Boreviq, D. K. Faddeev, Gomologii grupp. II. Proektivnye rezol~-

venty koneqnyh grupp. — Vestnik Leningr. Univ. 7 (1959), 72–81.

Bondarko M. V. Idempotents in the endomorphism ring of an ideal in a p-extension of a complete discrete valuation field with residue field of characteristic p as a Galois module.

In this paper we study the question when there exist non-trivial idempotents in the endomorphism ring of an ideal in a p-extension of a complete discrete valuation field with residue field of finite characteristic p > 2 as a Galois module. We prove that there are no non-trivial central idempotents for a non-abelian totally widely ramified extension.

Postupilo 1 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet