Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

M. V. Bondarko

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC

Vvedenie

Cel~¸ fftoæ raboty ØvlØetsØ rasprostranenie teoremy KrullØ–Xmidta (teoremy ob odnoznaqnosti razloßeniØ v sil~noæ formulirovke, t.e komponenty odnogo razloßeniØ moßno dopolnit~ komponentami drugogo) na xirokiæ klass kolec. Kak izvestno, dlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto kol~ca ffndomorfizmov nerazloßimyh moduleæ lokal~ny, fftim my i budem zanimat~sØ. �tot rezul~tat horoxo izvesten dlØ poleæ i drugih artinovyh neterovyh kolec. Analogiqnyæ rezul~tat dlØ kolec celyh lokal~nyh poleæ byl dokazan v [1].

V pervom paragrafe my dokazyvaem, qto teorema KrullØ– Xmidta dlØ koneqnoporoßdennyh moduleæ nad dannym kol~com ravnosil~na genzelevosti fftogo kol~ca.

Vo vtorom paragrafe my zanimaemsØ modulØmi koneqnogo ranga. Osnovnoe utverßdeniØ paragrafa 2 sformulirovano v vide perehoda (t.e. esli svoæstvo vypolneno dlØ odnogo kol~ca, to ono vypolneno dlØ drugogo, svØzannogo s pervym). Esli primenit~ perehod odin raz, to poluqitsØ utverßdenie dlØ genzelevyh kolec normirovaniØ, pri mnogokratnom primenenii poluqa¸tsØ kol~ca celyh mnogomernyh (v ves~ma obwem smysle) poleæ.

V paragrafe 3 dokazyvaetsØ qto utverßdenie o lokal~nosti kolec ffndomorfizmov nerazloßimyh moduleæ vypolneno dlØ predela kolec, esli ono vypolneno dlØ kaßdogo iz nih.

Vse osnovnye kol~ca (no ne algebry nad nimi) budem sqitat~ kommutativnymi; i kol~ca, i algebry budut associativnymi i budut soderßat~ edinicu.

Budem nazyvat~ A-modul~ M modulem koneqnogo ranga, esli M vkladyvaetsØ v nekotoryæ faktor koneqnomernogo vektornogo K-prostranstva po ego A-podmodul¸.

Rabota vypolnena pri podderßke granta Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ No. 97-01-00058-a. 29

30 M. V. BONDARKO §1. Koneqnoporoßdennye moduli 1.1. Dadim opredelenie genzelevosti kol~ca.

Opredelenie 1.1. Lokal~noe kol~co A s maksimal~nym idealom

M (ne obØzatel~no celostnoe) nazyvaetsØ genzelevym, esli ka-

ßdyæ unitarnyæ mnogoqlen f nad A, redukciØ kotorogo v k = A/M imeet vid x^n +c_{n−1}x^{n−1} +· · ·+c_mx^m, 0 < m < n, c_m ≠ 0, privodim.

Sformuliruem drugie usloviØ na kol~ca. Budem govorit~, qto dlØ kol~ca A vypolneno svoæstvo (*), esli kaßdaØ nerazloßimaØ A-algebra, koneqnoporoßdennaØ kak A-modul~, ØvlØetsØ lokal~noæ.

Pod razloßimost~¸ algebry my budem ponimat~ naliqie v neæ netrivial~nyz idempotentov, t.e. razloßimost~ kak modulØ nad soboæ.

Pust~ teper~ A — oblast~ celostnosti, K — ee pole qastnyh. My budem nazyvat~ A-modul~ M modulem koneqnogo ranga, esli M vkladyvaetsØ v nekotoryæ faktor koneqnomernogo vektornogo K-prostranstva po ego A-podmodul¸.

Esli kaßdaØ nerazloßimaØ A-algebra koneqnogo ranga bez kruqeniØ, t.e. nerazloßimaØ A-algebra, ØvlØ¸waØsØ A-modulem koneqnogo ranga bez kruqeniØ, lokal~na, to budem govorit~, qto dlØ A vypolneno svoæstvo (**).

Zameqanie 1.2. Oqevidno, esli dlØ kol~ca A vypolneno uslo-

vie (*) ili (**), to to ße uslovie vypolneno i dlØ l¸boæ koneqnomernoæ associativnoæ (ne obØzatel~no celostnoæ i kommutativnoæ) A-algebry A_1 (pri fftom pod A_1-algebroæ my ponimaem kol~co, soderßawee A i soderßawee centr A_1 v svoem centre, koneqnost~ ranga moßno ponimat~ kak koneqnost~ ranga nad A). Deæstvitel~no, l¸baØ koneqnoporoßdennaØ A_1-algebra ili A_1-algebra koneqnogo ranga ØvlØetsØ koneqnoporoßdennym modulem, ili, sootvetstvenno, modulem koneqnogo ranga nad A.

Zameqanie 1.3. Oqevidno, polØ udovletvorØ¸t usloviØm (*) i

(**). Ih moßno ispol~zovat~ v kaqestve osnovy dlØ postroeniØ kolec, udovletvorØ¸wih (*) i (**).

Vvedem ponØtie razmernosti: dlØ koneqnoporoßdennogo AmodulØ M budem sqitat~ dim M ravnoæ dim_F (M/MM ), F = A/M. Izvestno, qto e_i ∈ M poroßda¸t M kak A-modul~ togda i tol~- ko togda, kogda ih obrazy v M/MM poroßda¸t M/MM (sm.).

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC 31 Krome togo, razmernost~ additivna, t.e.

dim(M_1 ⨁ M_2) = dim M_1 + dim M_2.

Teorema 1.4. Genzelevost~ kol~ca A ravnosil~na vypolneni¸ dlØ

nego usloviØ (*).

Dokazatel~stvo. Pust~ dlØ A vypolneno uslovie (*). Doka-

ßem, qto A genzelevo. Pust~ mnogoqlen f iz opredeleniØ neprivodim. Togda rassmotrim koneqnoporoßdennu¸ kommutativnu¸ algebru R = A[x]/(f(x)). Ona nerazloßima. Deæstvitel~- no, pust~ razmernost~ R nad A ravna n. Esli R = R_1 ⨁ R_2, to n_1 + n_2 = n, n_i = dim R_i. Togda esli my rassmotrim proekcii x

v R_1 i R_2, to oni ime¸t harakteristiqeskie mnogoqleny f_1 i f_2 stepeneæ n_1 i n_2. Takim obrazom, harakteristiqeskiæ mnogoqlen x v R raven f_1f_2, a znaqit, f razloßim.

My moßem vvesti na R i R/MR otobraßeniØ normy N_R,

N_{R/}M_R i, tak kak oni soglasovany, to esli N_{R/}M_R(y mod M) = 0,

to norma fflementa y v R ravna z ∈ M, a znaqit, y neobratim. Takim obrazom, x neobratim v R. Rassmotrim teper~ t =

x^{n−m} + b_{n−1}x^{n−1−m} + · · · + b_m, gde redukcii b_i ravny c_i. RedukciØ

t v R/MR imeet sobstvennoe qislo 0 (kak k-lineænyæ operator iz R/MR v sebØ), a znaqit, norma redukcii t ravna 0, i, takim obrazom, fflement t neobratim. No t ≡ b_m mod (x), a tak kak

b_m ∈ A^∗, to R ne lokal~na i A ne udovletvorØet uslovi¸ (*).

Teper~ pust~ A genzelevo. Budem dokazyvat~ lokal~nost~ nerazloßimoæ koneqnomernoæ A-algebry R. Lokal~nost~ R ravnosil~na tomu, qto neobratimye fflementy R obrazu¸t ideal. Takim obrazom, trebuetsØ dokazat~, qto summa neobratimyh fflementov nerazloßimoæ A-algebry R neobratima. �to ravnosil~- no obratimosti summy obratimogo i neobratimogo, a dlØ fftogo dostatoqno dokazat~ obratimost~ x − 1 v A[x] ⊂ R dlØ vseh neobratimyh fflementov x ∈ R.

R kak A-modul~ ØvlØetsØ faktorom svobodnogo modulØ M = A^n po nekotoromu podmodul¸ N , leßawemu v MM . Rassmotrim algebru R^′, sostoØwu¸ iz teh A-ffndomorfizmov M , kotorye perevodØt N v sebØ i induciru¸t na R otobraßeniØ, sootvetstvu¸- wie umnoßeni¸ na fflementy R. My imeem estestvennoe s¸r¨- ektivnoe otobraßenie f : R^′ → R.

32 M. V. BONDARKO Pust~ x neobratim. Rassmotrim nekotoryæ ego proobraz: f(x^′) = x. Pust~ P – harakteristiqeskiæ mnogoqlen x^′ kak A-otobraße-niØ iz M v M .

Rassmotrim algebru Q = A[z]/(P (z)), z – formal~naØ peremennaØ. Pust~ v neæ z − 1 neobratim. Togda poluqaem, qto svobodnyæ qlen mnogoqlena P (z + 1) leßit v M. Takim obrazom, P = P mod M[z] imeet korni 0 i 1, a znaqit, iz opredeleniØ 3.2 (vozmoßno, primenennogo neskol~ko raz), P razlagaetsØ v proizvedenie f i g, gde mnogoqlen f unitaren i f

mod M = (−1)^nz^m, g mod M = z^{n−m} + cn−1z^{n−1−m} + · · · + cm, g mod M imeet koren~ 1. Togda iz obratimosti g mod M v F [[z]]

poluqaem, qto rezul~tant f, g obratim. Takim obrazom, suwestvuet h ∈ A[x], f | h − 1, g | h. Togda poluqaem, qto R soderßit idempotent h(x). �tot idempotent ne moßet byt~ trivial~nym, tak kak ego redukciØ po modul¸ M ne ravna 0.

Esli ße (z − 1)Q(z) = 1 v Q dlØ nekotorogo Q(z) ∈ A[z], to fflement Q(x) ØvlØetsØ obratnym k x − 1. •

§2. Algebry koneqnogo ranga

V fftom paragrafe my budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ:

B – oblast~ celostnosti, k – ee pole qastnyh; A – celostnoe kol~co s zadannym na nem neotricatel~nym netrivial~nym nearhimedovym normirovaniem v (ne obØzatel~no diskretnym) takim, qto A/A_{0+} = B, gde A_{0+} – ideal A, zadannyæ usloviem A_{0+} = {x ∈ A : v(x) > 0};

A_{a+} – ideal A, zadannyæ usloviem v(x) > a;

K – pole qastnyh A;

K^{alg} – algebraiqeskoe zamykanie K; K_v – popolnenie K po normirovani¸ v;

OK – kol~co v-celyh fflementov K;

Esli vypolneno ravenstvo A = A_v ∩ K^{alg} , gde A_v – popolnenie A po normirovani¸ v, krome togo A_{0+} = {x ∈ K : v(x) > 0} i O_K /A_{0+} = D, gde D – koneqnoe rasxirenie k, to budem nazyvat~ A genzelevym kol~com normirovaniØ.

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC 33 Netrudno videt~, qto dlØ D = B ffto uslovie deæstvitel~no ravnosil~no vypolneni¸ lemmy GenzelØ dlØ kol~ca normirovaniØ (formulirovku sm. [2]). Budem nazyvat~ D polem vyqetov K.

2.1. Dokaßem neskol~ko tehniqeskih utverßdeniæ. Pervye dve

lemmy zamenØt v dokazatel~stve osnovnogo rezul~tata fftogo paragrafa kompaktnost~ ediniqnoæ sfery, kotoraØ ispol~zuetsØ pri dokazatel~stve teoremy KrullØ–Xmidta dlØ moduleæ koneqnogo ranga nad kol~cami celyh lokal~nyh poleæ.

Predloßenie 2.1. Pust~ K – polnoe pole s ul~trametriqeskim

normirovaniem v. Vvedem normirovanie v na prostranstve V = K^n, polagaØ v((x_1, . . . , x_n)) = min_16_i6_nv(x_i). Esli u_i – ne stremØwaØsØ k 0 posledovatel~nost~ vektorov iz V , to suwestvu¸t vektory y_i, prinadleßawie O_K (u_i, u_{i+1}, . . . ) (t.e. O_K -lineænoæ oboloqke u_i, u_{i+1}, . . .), u ≠ 0, takie, qto y_i → u.

Dokazatel~stvo. My moßem sqitat~ vektory ui celymi. Bu-

dem dokazyvat~ lemmu po indukcii. DlØ n = 1 ona oqevidna. Oboznaqim pervu¸ koordinatu u_i qerez x_i. Rassmotrim vektory u_{ij} = x_j u_i − x_iu_j. Esli u_{ij} ne stremØtsØ k 0 pri i, j → ∞, to, tak kak pervaØ koordinata vseh u_{ij} ravna 0, a znaqit, u_{ij} leßat v prostranstve razmernosti n − 1, to my moßem primenit~ predpoloßenie indukcii. Pust~ teper~ u_{ij} → 0. Togda ili

x_i → 0, ili dlØ nekotoroæ u_{ij} – podposledovatel~nosti u_i – vy-

polneno v(^{uij1}_{xij1} −^{uij2}_{xij2} ) → +∞. V pervom sluqae rassmotrim vektory u^′_i, poluqennye iz u_i otbrasyvaniem pervoæ koordinaty. Po predpoloßeni¸ indukcii, suwestvu¸t vektory u i y^′_i takie, qto

y^′_i ∈ O_K (u^′_i, u^′_{i+1}, . . . ), y^′_i → u. Togda to ße vypolneno dlØ togo ße

u (s nulevoæ pervoæ koordinatoæ) i dlØ y_i, ravnyh kombinaciØm

u_i s kofffficientami, ravnymi kofffficientam razloßeniØ y^′_i po u^′_i. Esli ße v ( u_{ij1} x_{ij1} − u_{ij2} x_{ij2} ) → +∞, to iz polnoty poluqaem, qto suwestvuet z takoæ, qto v(z −^{uij}_{xij} ) → +∞. Togda moßno vzØt~ u = cz i y_i =^c_{xij} , gde c – proizvol~nyæ fflement K takoæ, qto suwestvuet posledovatel~nost~ i_j > j takaØ, qto v(c) > v(x_{ij} ) dlØ kaßdogo j. •

34 M. V. BONDARKO

Lemma 2.2. Esli K – polnoe, dlØ ui vypolneno v(ui) → −∞, to

suwestvuet takoæ v ≠ 0, qto Kv leßit v O_K -lineænoæ oboloqke u_i.

Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto

OK (u1, u2, . . ., un) soderßit O^n_K . Rassmotrim vektory vi = aiui,

gde v(a_i) = −v(u_i). Po predyduweæ lemme, suwestvu¸t u ≠ 0 i

y_i takie, qto y_i ∈ O_K (v_i, v_{i+1}, . . . ), y_i → u. Tak kak v(u_i) → −∞,

to poluqaem, qto dlØ kaßdogo x ∈ K, naqinaØ s nekotorogo i,

xy_i leßit v O_K (u_i, u_{i+1}, . . . ). Krome togo, tak kak y_i → u, to

naqinaØ s nekotorogo i vypolneno v(xy_i − xu) ¿ 0, i znaqit,

xu ∈ O_K (u_1, u_2, . . . , u_n, u_i, u_{i+1}, . . . ). Takim obrazom, xu ∈ O_K (u_i)

dlØ kaßdogo x ∈ K. •

2.3. Teper~ postroim po A-modul¸ M i podalgebre Q ego A-

ffndomorfizmov B-modul~ N i podalgebru R algebry ego Bffndomorfizmov. N i R budut igrat~ rol~ redukcii M i Q v dokazatel~stve osnovnogo rezul~tata fftogo paragrafa.

Pust~ A – genzelevo kol~co normirovaniØ, M – A-podmodul~

V = K^n s normirovaniØmi fflementov, ograniqennymi snizu.

Budem sqitat~, qto M poroßdaet V nad K. V sluqae, kogda normirovanie v nediskretno, rassmotrim vse A-moduli N_a =

M_{a−}/M_{a+}, gde M_{a−} = {x ∈ V : x/t ∈ M dlØ kaßdogo t takogo,

qto v(t) < a}, M_{a+} = A_{a+}M , v sluqae normirovaniØ v diskretnogo budem rassmatrivat~ N_a tol~ko dlØ a /∈ Y , gde Y – mnoßestvo znaqeniæ v v K. Netrudno videt~, qto N_a ØvlØ¸tsØ takße BmodulØmi, vloßennymi v D, a znaqit, koneqnogo ranga nad B. Oqevidno, moduli N_a, N_b izomorfny esli a − b ∈ Y ; v sluqae diskretnogo normirovaniØ vse N_a dlØ a /∈ Y izomorfny. Esli v nediskretno, to rassmotrim vse [a] ∈ R/Y , dlØ kotoryh N_a nenulevoæ. Legko videt~, qto esli vybrat~ v V predstaviteli u_{ai} dlØ bazisa N_a, to poluqennye vektory dlØ raznyh [a] budut nezavisimy, a znaqit, nenulevyh B_a koneqnoe qislo. Deæstvitel~no, esli rassmotret~ u = ∑ c_{xi}v_{xi}, gde klassy x v R/Y razliqny, to

my poluqim, qto minimum x + v(c_{xi}) dostigaetsØ pri edinstvennom x. Togda esli minimum raven r, to u leßit v M_{r−} i imeet nenulevoæ obraz v N_r . Rassmotrim teper~ B-modul~ N , ravnyæ

N_a, esli v diskretno, gde a – proizvol~noe qislo iz R\Y , i rav- nyæ ∏ [a]∈R/Y Ω ′(N_a, N_a), esli v nediskretno. Rassmotrim takße

otobraßenie w : Q → Hom_B (N, N ), inducirovannoe estestvennym

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC 35 otobraßeniem u : M → N . Budem sqitat~ B-podalgebru R algebry vseh B-ffndomorfizmov modulØ N ravnoæ w(Q).

2.4. Budem sqitat~, qto A – genzelevo kol~co normirovaniØ. Lemma 2.4. 1. Esli s = w(q) – idempotent v R, to suwestvuet

r – idempotent v Q, takoæ, qto w(r) = s.

2. Esli w(q) obratim, to q obratim.

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala, qto esli w(t) = 0, t ∈ Q, to

t^i → 0, i → ∞. DlØ diskretnogo normirovaniØ takoe utverßde-

nie oqevidno, tak kak v fftom sluqae tM_{a+} ∈ M_{a+1+} (dlØ Y = Z).

Dokaßem ffto utverßdenie dlØ nediskretnogo v. Moßno zamenit~ A na O_K , M na O_K M i Q na O_K Q, gde O_K – kol~co v-celyh K, tak kak ot fftogo M_{a+}, M_{a−} ne izmenØtsØ.

Dostatoqno dokazat~, qto esli w(t) = 0, to sobstvennye qisla t (kak K-lineænogo operatora) ime¸t poloßitel~noe normirovanie (v l¸bom prodolßenii v, na samom dele v prodolßaetsØ na vse algebraiqeskie rasxireniØ K odnoznaqno). Deæstvitel~no, togda my dokaßem, qto kofffficienty harakteristiqeskogo mnogoqlena P [z] fflementa t, krome starxego, ime¸t poloßitel~noe normirovanie. �tih kofffficientov koneqnoe qislo, a znaqit, infimum ih normirovaniØ bol~xe 0. Togda vyraziv t^i, i ∈ Z_+, qerez pervye n stepeneæ t, my poluqim, qto kofffficienty v fftom razloßenii stremØtsØ k 0.

Dokaßem poloßitel~nost~ normirovaniØ sobstvennyh qisel. Iz genzelevosti, esli est~ λ – koren~ P s nepoloßitel~nym normirovaniem, to suwestvuet delitel~ F (z) = ∑_k i=0 c_iz^i mno-

goqlena P (z), takoæ, qto c_0 = 1, v(c_i) ¿ 0, i > 0, i korni F (z) – ffto korni P (z), norma kotoryh nepoloßitel~na. Rassmotrim operator G = 1 − F (t). G imeet sobstvennoe qislo 1, a znaqit, suwestvuet x ∈ V , takoæ, qto Gx = x. Togda rassmotrim

a = sup t : x/s ∈ M, v(s) = t. My poluqaem, qto modul~ N_a nenule-

voæ i redukciØ G na nego imeet nenulevoæ vektor s sobstvennym qislom 1. No G ØvlØetsØ mnogoqlenom ot t s v-celymi kofffficientami i nulevym svobodnym qlenom, a znaqit, w(G) = 0.

1. Pust~ dlØ f ∈ Q vypolneno w(f) = s. DlØ fflementa t =

f^2 − f my imeem w(t) = 0. Razloßim r v rØd Tffælora po t, t ∈ A_{a+}Q/R, a > 0, gde fflement r zadan formuloæ r = 1 − p 2 , p = 1 − 2f √ 1 + 4t .

36 M. V. BONDARKO

Netrudno videt~, qto kofffficienty razloßeniØ s po t ØvlØ- ¸tsØ celymi daße esli 2 neobratima v A i qto s ≡ f mod (t). Sravnenie proverØetsØ podsqetom kofffficienta pri t^0. To, qto r – idempotent, moßno proverit~, kak ravenstvo algebraiqeskih funkciæ. P – harakteristiqeskiæ mnogoqlen t v Q/R, gde Q/R rassmatrivaetsØ kak podmodul~ koneqnoporoßdennogo A-modulØ, imeet celye kofffficienty i P^l(z)−z^{ml} → 0 v A[[z]] (pokofffficientnaØ shodimost~), gde m – stepen~ P . Pofftomu rØd r(t) moßno reducirovat~ po modul¸ P i poluqit~ mnogoqlen r^′(t) ∈ A_v[t] stepeni, ne bol~xeæ m − 1 . Togda kofffficienty r^′(t) budut rexeniØmi algebraiqeskoæ sistemy s kofffficientami iz K s koneqnym qislom rexeniæ, a znaqit, kofffficienty r^′ leßat v K^{alg} , a znaqit, i v K^{alg} ∩A_v = A. Togda fflement r^′(t) ØvlØetsØ iskomym.

2. Voz~mem takoæ fflement g ∈ Q, qto w(qg − 1) = 0. Rassmotrim fflement h = ∑_∞ i=0(t)^i, t = 1 − qg, leßawiæ v popolnenii

Q. My snova moßem reducirovat~ rØd h(t) po modul¸ harakteristiqeskogo mnogoqlena fflementa t i poluqit~ mnogoqlen h^′(t). Tak ße, kak i vyxe, poluqaem, qto kofffficienty h^′ leßat v a. Togda fflement gh^′(t) leßit v Q i ØvlØetsØ obratnym k q. •

Netrudno videt~, qto tak kak sistema hq = 1 lineæna, to na samom dele uslovie genzelevosti v p.2 moßno oslabit~.

2.5 RedukciØ po radikalu. Dokaßem, qto proobraz idempo-

tenta ili obratimogo fflementa pri redukcii po nil~radikalu kol~ca ØvlØetsØ, sootvetstvenno, idempotentom ili obratimym fflementom.

Lemma 2.5. 1. Esli obraz fflementa q kol~ca Q pri otobraßenii

faktorizacii f : Q → Q/R, gde R – radikal Q, obratim, to q obratim.

2. Esli fflement f(r), r ∈ Q, ØvlØetsØ idempotentom, to suwestvuet takoæ fflement g ∈ Q, qto f(q) = f(g) i g – idempotent.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu

predyduwego utverßdeniØ. Vmesto togo, qtoby pol~zovat~sØ genzelevost~¸, my moßem prosto oborvat~ sootvetstvu¸wie rØdy (tak kak sootvetstvu¸wiæ t ØvlØetsØ nil~potentom) •

2.6 Uslovie dlØ kruqeniØ. DlØ togo, qtoby moßno bylo pri-

menØt~ naxi rezul~taty dlØ moduleæ, ime¸wih kruqenie, nam ponadobitsØ sledu¸wee uslovie.

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC 37 Pust~ A-modul~ M ØvlØetsØ faktorom A-modulØ G po podmodul¸ H, G ØvlØetsØ podmnoßestvom V = K^n. Budem sqitat~, qto G poroßdaet V nad polem K. Rassmotrim razloßenie V = U ⨁ T , gde U = KH i T – ego dopolnenie. My poluqaem, qto M vkladyvaetsØ v summu T ⨁ U/H, priqem U/H = L ØvlØetsØ modulem kruqeniØ.

My budem rassmatrivat~ nekotoroe podkol~co Q kol~ca Affndomorfizmov M . Kaßdomu A-morfizmu, sootvetstvu¸wemu fflementu Q, sootvetstvuet A-lineænyæ gomomorfizm iz L v L; budem oboznaqat~ mnoßestvo morfizmov, sootvetstvu¸wih fflementam Q, qerez R. Oqevidno, mnoßestvo A-lineænyh otobraßeniæ iz L v L ØvlØetsØ A_v-algebroæ. Budem sqitat~, qto R vloßeno v faktor sootvetstvu¸wego matriqnogo kol~ca nad K_v (t.e vse morfizmy iz R prodolßa¸tsØ do K_v-lineænyh morfizmov iz

U_v v U_v). Takim obrazom, budem sqitat~, qto R leßit v nekoto-

rom faktore nekotoroæ K_v-algebry, i normirovaniØ fflementov, sootvetstvu¸wih R, ograniqeny snizu (v l¸bom bazise). Budem takße trebovat~, qtoby morfizmy, sootvetstvu¸wie takim

f ∈ Q, qto sußenie f na T ravno 0, obrazovyvali polnoe pod-

prostranstvo v Hom_{Kv} (U_v, U_v). My budem zamenØt~ morfizmy iz R na vse soglasovannye s nimi morfizmy U_v → U_v.

Legko videt~, qto ffto uslovie vypolneno, naprimer, dlØ l¸- byh podkolec kolec A-ffndomorfizmov modulØ s koneqnoporoßdennym kruqeniem.

2.7. Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa. Teorema 2.7. Esli dlØ B vypolneno uslovie (**), A – genzele-

vo kol~co normirovaniØ s kol~com vyqetov B, to dlØ A takße vypolneno uslovie (**). Krome togo, analogiqnoe utverßdenie vypolneno takße dlØ podkol~ca Q kol~ca A-ffndomorfizmov A-modulØ koneqnogo ranga M , udovletvorØ¸wego uslovi¸ 2.6.

Dokazatel~stvo. Budem sqitat~, qto kol~co Q nerazloßimo.

Analogiqno predyduwemu punktu, vloßim M v summu Kvektornogo prostranstva T i modulØ kruqeniØ L. Togda dlØ kaßdogo f ∈ Q imeem kanoniqeskoe razloßenie f = f_{T T} +f_{T L} +f_{LT} +

f_{LL}, f_{T T} : T → T, f_{T T} (L) = {0}, . . . . Oqevidno, f_{LT} = 0 dlØ vseh

f. Togda poluqaem, qto esli rassmotret~ algebru, poroßdennu¸

f_{T T} , f_{T L}, f_{LT} , f_{LL} dlØ vseh f, to vse f_{T L} leßat v nil~radikale.

Esli my rassmotrim otobraßenie r : f → (f_{T T} , f_{LL}), to poluqim,

38 M. V. BONDARKO qto ego Ødro leßit v nil~radikale Q. Kak sleduet iz lemmy 2.5, faktorizaciØ po podidealu nil~radikala Q ne vliØet na uslovie teoremy, a pofftomu rassmotrim vmesto Q obraz Q pri

r = (r_1, r_2). Profaktorizovav r_1(Q), r_2(Q) po nil~radikalam, my

otobrazim Q v podalgebru summy A-algebry X i A_v-algebry Y , ne ime¸wih nil~radikala. Pri fftom X imeet koneqnyæ A-rang, Y – koneqnyæ A_v-rang, a normirovaniØ fflementov Y ograniqeny snizu (ffto svoæstvo ne zavisit ot bazisa).

Oboznaqim qerez s : Q → X ⨁ Y kompozici¸ r i faktorizacii po radikalom. Dokaßem, qto iz usloviØ polnoty v 2.6 sleduet, qto S = s(Q), s : Q → X ⨁ Y , zamknuto v X ⨁ Y . Deæstvitel~no, pust~ p : X ⨁ Y → X, q : X ⨁ Y → Y – otobraßeniØ proekcii.

Voz~mem takie v_i ∈ S, qto p(v_i) ØvlØ¸tsØ bazisom p(KS). Togda iz usloviØ 2.4 poluqaem, qto suwestvu¸t w_i ∈ S s p(w_i) = 0, takie, qto Kq(v_i) ⨁ K_vw_i = q(KS). Togda A(v_i) zamknuto v X ⨁ Y , tak kak esli ∑ c_iv_i = r, c_i ∈ A_v, r ∈ X ⨁ Y , to, tak kak p(v_i) lineæno nezavisimy, to c_i ∈ A. A_v(w_i) toße zamknuto. Togda S zamknuto, tak kak ono soderßit summu zamknutogo A_v-modulØ i zamknutogo A-modulØ i leßit v ih K-lineænoæ oboloqke.

Teper~ dokaßem, qto znaqeniØ normirovaniØ fflementov S ograniqeny snizu. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto v popolnenii S znaqeniØ normirovaniØ ograniqeny snizu. My imeem vloßenie S_v → X_v ⨁ Y , gde X_v – popolnenie X. Nil~radikal X_v ⨁ Y raven 0. Togda esli est~ fflementy S_v so skol~ ugodno malymi znaqeniØmi normirovaniØ, to, po lemme 2.2, v

S_v est~ nenulevoæ dvustoronniæ ideal I, zadavaemyæ usloviem I = {x ∈ S_v : K_vx ∈ S_v} (oqevidno, takie fflementy deæstvitel~no

obrazu¸t dvustoronniæ ideal). Togda poluqaem, qto suwestvuet central~nyæ idempotent P algebry Q_v, prinadleßawiæ I (on est~ v K_vI, a K_vI = I). Tak kak znaqeniØ normirovaniØ fflementov Y ograniqeny snizu, to q(P ) = 0. Takim obrazom, P ØvlØetsØ central~nym idempotentom S_v i leßit v algebre {x ∈ S_v : q(x) = 0}. Oqevidno, central~nye idempotenty popolneniØ p(S) algebry koneqnogo ranga ime¸t algebraiqeskie koordinaty, tak kak ih koordinaty ØvlØ¸tsØ rexeniØmi algebraiqeskoæ sistemy s kofffficientami iz K. Togda iz genzelevosti poluqaem, qto P ∈ S, a znaqit, S razloßima.

Teper~ rassmotrim M^′ = S kak A-modul~ s algebroæ ffndomorfizmov S. NormirovaniØ fflementov M^′ ograniqeny snizu i

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC 39 otobraßenie S → Hom_A(M^′, M^′) in¨ektivno. Postroim po M^′ modul~ N kak v 2.3. Iz lemmy 2.4, my poluqaem, qto f obratim togda i tol~ko togda, kogda obratim w(f), i dlØ kaßdogo idempotenta w(s) iz R suwestvuet pod¨em. Deæstvitel~no, idempotenty i obratnye, postroennye v lemme, budut imet~ pervu¸ koordinatu iz KX i leßat~ v popolnenii S, a znaqit, kak sleduet iz polnoty, oni budut leßat~ v S. Togda, tak kak N ØvlØetsØ B-podmodulem koneqnomernogo D-prostranstva, a znaqit, B-modulem koneqnogo ranga, iz usloviØ (**) dlØ kol~ca B my poluqaem, qto S lokal~no; sledovatel~no, Q toße lokal~no (sm. lemmy 2.4 i 2.5). •

Takim obrazom, uslovie (**) dlØ A dokazano.

§3. Perehod k predelu 3.1. Dokaßem, qto v usloviØh (*) i (**) moßno perehodit~ k

in¨ektivnomu predelu. Budem sqitat~, qto gomomorfizmy kolec perevodØt edinicu v edinicu.

Predloßenie 3.1.

1. Pust~ lim−→_{i∈I} A_i = A. Esli dlØ kaßdogo A_i vypolneno uslovie

(*), to ono vypolneno i dlØ A.

2. Pust~ krome togo vse otobraßeniØ f_{ij} : A_i → A_j (i < j), zada¸wie in¨ektivnyæ predel, in¨ektivny, A, A_j – oblasti celostnosti. Esli dlØ kaßdogo A_i vypolneno uslovie (**), to ono vypolneno i dlØ A.

Dokazatel~stvo. 1. Esli A – pole, to ono udovletvorØet svoæ-

stvu (*). Budem sqitat~, qto A – ne pole.

Tak kak A_i udovletvorØ¸t svoæstvu (*), to oni lokal~ny ili ØvlØ¸tsØ polØmi. Pri fftom esli dlØ skol~ ugodno bol~xih i ∈

I A_i ØvlØ¸tsØ polØmi, to A – toße pole. Pofftomu my moßem

sqitat~, qto vse A_i – lokal~nye kol~ca.

Togda dlØ kaßdogo i ∈ I Ødro f_i : A_i → A leßit v maksimal~nom ideale. Takim obrazom, obraz obratimogo fflementa v

A_i obratim v A. Togda esli a ∈ A neobratim, to kaßdyæ ego pro-

obraz neobratim. Oqevidno, vypolneno i obratnoe. Togda esli

x, y ∈ A neobratimy, to suwestvuet takoe j ∈ I, qto dlØ i > j

fflementy x, y ime¸t neobratimye proobrazy v A_i. Ots¸da x + y imeet vo vseh A_i, i > j neobratimyæ proobraz, a znaqit, neobratim v A. Takim obrazom, A – lokal~noe kol~co.

40 M. V. BONDARKO

Dokaßem, qto A – genzelevo. Pust~ h – mnogoqlen nad A iz opredeleniØ 1.1. Iz skazannogo vyxe, suwestvuet takoe j ∈ I i mnogoqlen h_j = ∑ 06s6n^{aixi} stepeni^{n = deg h} nad^{Aj}, qto^{fj (hj) =} h, pri fftom a_i, i < m neobratimy. Togda, tak kak A_j genzelevo, to h_j privodim nad A_j , a znaqit, ego obraz takße privodim.

2. My imeem lim−→ K_i = K, gde K_i – polØ qastnyh A_i, K – pole qastnyh A. Pust~ Q – neprivodimaØ algebra koneqnogo ranga nad A, pri fftom suwestvuet takoæ x ∈ A, qto x i x + 1 neobratimy. DlØ nekotorogo j ∈ I harakteristiqeskiæ mnogoqlen P fflementa x nad K opredelen nad K_i. Togda, tak kak K_i[x]/P (x) – nelokal~naØ algebra koneqnogo ranga nad A_i, to ona soderßit netrivial~nyæ idempotent, a znaqit, K[x] ⊂ Q soderßit netrivial~nyæ idempotent. •

3.2. Dokaßem, qto v uslovii (*) moßno perehodit~ k proektiv-

nomu predelu.

Predloßenie 3.2. Esli lim_{←−i∈I} Ai = A, pri fftom Ai, a znaqit, i

A, – oblasti celostnosti, i dlØ kaßdogo A_i vypolneno uslovie (*), to ono vypolneno i dlØ A.

Dokazatel~stvo. Pust~ fji : Aj → Ai – otobraßeniØ, opredelen-

nye dlØ vseh i, j ∈ I, takih, qto i 6 j, kotorye zada¸t proektivnyæ predel. Dokaßem, qto moßno sqitat~ ih s¸r¨ektivnymi. Voz~mem A^′_i = ∩_{j>i}f_{ji}(A_j ). Dostatoqno dokazat~, qto A^′_i genzelevy. My znaem, qto f_{ji}(A_j) udovletvorØ¸t uslovi¸ (*) kak faktory A_j. Pust~ f = ∑ b_ix^i – mnogoqlen iz opredeleniØ 3.2 dlØ

kol~ca A^′_i. Tak kak fflement b_0 neobratim v A^′_i, to suwestvuet takoe r, qto b_0 neobratim v f_{ji}(A_j ) j > r. Tak kak sredi b_i, i < n, est~ obratimye, to dlØ vseh j > r f_{ji}(A_j) budet udovletvorØt~ usloviØm iz opredeleniØ 3.2. Togda f privodim v f_{ji}(A_j )[x] dlØ

j > r, a tak kak variantov razloßeniØ mnogoqlena koneqnoe qi-

slo (sopostavim im sootvetstvu¸wie nabory fflementov v K^′_i^{alg} ), to moßno vzØt~ podnabor j, j > r, soderßawiæ skol~ ugodno bol~xie j, s odnim tipom razloßeniØ, a togda ffto razloßenie imeet kofffficienty v A^′_i.

Teper~ budem sqitat~ f_{ij} s¸r¨ektivnymi. Kak bylo dokazano v 1.9, dostatoqno dokazyvat~ utverßdenie dlØ sluqaØ, kogda koneqnoporoßdennyæ A-modul~ M svoboden. Oboznaqim otobraßenie iz A v A_i qerez f_i, i tak ße oboznaqim ograniqenie na Q otobraßeniØ iz M_n(A) v M_n(A_i), inducirovannogo f_i. Esli my

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA DL˚ GENZELEVYH KOLEC 41 rassmotrim M_i = f_i(M ), i ∈ I, Q_i ravnye f_i(Q), to my poluqim, qto lim←− Q_i = Q. Togda esli dlØ kakogo-to l ∈ I kol~co Q_l ne lokal~no, to i vse kol~ca Q_j dlØ j > l toße ne lokal~ny, a znaqit, vse ffti kol~ca razloßimy. Krome togo, legko videt~, qto dlØ kaßdogo idempotenta P_s v Q_s v kaßdom Q_j, j > s, suwestvuet idempotentnyæ pod¨em P_j , tak kak inaqe est~ nerazloßimaØ komponenta N_j v prØmom razloßenii M_j s razloßimym f_{js}(N_j ). Poskol~ku lim←−_{i>l} Q_i = Q, iz suwestvovaniØ nepustogo mnoßestva idempotentov P_i v Q_i, i ¿ l, ne ravnyh 0 i 1, my poluqaem, qto est~ i fflement P ∈ Q predela P_i, ne ravnyæ 0 i 1. Dokaßem, qto P – idempotent. Deæstvitel~no, inaqe suwestvuet takoæ x ∈ M , qto (P^2 − P )(x) = y ≠ 0, no dlØ vseh i > l vypolneno f_i(y) = 0. Esli ße vse Q_i lokal~ny, to vyberem kakoe-to l ∈ I. Dostatoqno dokazat~, qto vse fflementy q ∈ Q, dlØ kotoryh fflement f_l(q) obratim, sami obratimy. Pust~ f_l(q)g_l = 1, togda tak kak dlØ vseh s, s > l, kol~ca Q_s lokal~ny, to suwestvu¸t takie g_s, qto

g_sf_s(q) = 1 (poskol~ku Ødro otobraßeniØ iz Q_s v pole Q_l/M_{Ql} ,

gde MQl – maksimal~nyæ ideal Ql, ØvlØetsØ maksimal~nym ide-

alom, to proobrazy obratimyh obratimy), a togda u g_s suwestvuet predel g ∈ Q i gq = 1.

Zameqanie 3.3. Iz dokazatel~stva predloßeniØ 3.2 sleduet,

qto esli otobraßeniØ f_{ij} , i > j, s¸r¨ektivny, to utverßdenie vypolneno takße dlØ A i A_i, ne obØzatel~no ØvlØ¸wihsØ oblastØmi celostnosti. •

Literatura

1. Z. I. Borevich and D. K. Faddeev, Theory of homologies in groups. II. On projective resolvents of finite groups. — Vestn. Leningr. Univ. 7 (1959), 72–81.

2. Jean-Pierre Serre, Local Fields. Graduate Texts in Mathematics, vol. 67, Berlin-Heidelberg-New York, Springer-Verlag, 1979.

Bondarko M. V. Krull-Schmidt theorem for Henselian rings. A necessary and sufficient condition on a local ring for all indecomposable finite-dimensional algebras over it to be local is found. The Krull– Schmidt theorem for a class of rings that includes both Henselian valuation rings and rings of integers of multi-dimensional fields is proved.

Postupilo 11 noØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet