Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

N. A. Vavilov

O PODGRUPPAH RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP II

NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ prodolßeniem rabot [1, 2], posvØwennyh opisani¸ podgrupp raswepimyh ortogonal~nyh grupp

Γ = SO(n, R), soderßawih gruppu T = T (n, R) diagonal~nyh ma-

tric. V fftih rabotah takoe opisanie poluqeno v sledu¸wih dvuh sluqaØh: A) n qetno i R – polulokal~noe kol~co takoe, qto 2 ∈ R^∗ i v kaßdom pole vyqetov R soderßitsØ ne menee 7 fflementov, V) n neqetno i R = K – pole harakteristiki, otliqnoæ ot 2, soderßawee ne menee 13 fflementov. V nastoØweæ rabote my obobwaem oba ffti rezul~tata i pokazyvaem, qto na samom dele takoe ße opisanie podgrupp v Γ, soderßawih T , spravedlivo dlØ l¸bogo n i l¸bogo polulokal~nogo kol~ca R, udovletvorØ¸wego sformulirovannym v A) usloviØm.

Analogiqnye rezul~taty dlØ drugih klassiqeskih grupp byli poluqeny ranee. Imenno, opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy G = GL(n, Λ) nad ne obØzatel~no daße kommutativnym polulokal~nym kol~com Λ, soderßawih gruppu D = D(n, Λ) diagonal~nyh matric, poluqeno v rabotah Z. I. Boreviqa i avtora [3–6], analogiqnyæ rezul~tat dlØ polnoæ simplektiqeskoæ gruppy GSp(2l, R) – v rabotah avtora i E. V. Dybkovoæ [7]. Takim obrazom, nastoØwaØ rabota zaverxaet – s uqetom stateæ [1–7] – opisanie podgrupp v rasxirennyh raswepimyh klassiqeskih gruppah nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric.

Sluqaæ neqetnomernoæ ortogonal~noæ gruppy, rassmatrivaemyæ v dannoæ rabote, okazyvaetsØ v tehniqeskom otnoxenii znaqitel~no bolee trudnym, qem vse ostal~nye klassiqeskie sluqai. DlØ gruppy SO(2l + 1, K) nad polem K v rabote [2] byl primenen metod izvleqeniØ transvekciæ iz [8]. Poskol~ku fftot metod ne perenositsØ na sluqaæ kolec, nam prixlos~ zdes~ vyrabotat~ soverxenno drugoæ vyqislitel~nyæ priem, kotoryæ moßet okazat~sØ poleznym i v dal~neæxih issledovaniØh. Takim obrazom, dokazatel~stva nastoØweæ raboty ne opira¸tsØ na te- 42

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 43

oremu 1 raboty [2]. Naoborot, my daem zdes~ novoe, bolee prostoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy, uluqxa¸wee pritom ocenku na qislo fflementov polØ K s 13 do 7.

S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp req~ u nas idet o podgruppah klassiqeskih grupp Xevalle, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. Takim obrazom, pereqislennye vyxe rezul~taty ØvlØ¸tsØ – dlØ klassiqeskih sluqaev – oqen~ xirokim obobweniem rezul~tatov A. BorelØ i ȷ. Titsa [9] i G. Zeætca [10, 11], otnosivxihsØ, sootvetstvenno, k algebraiqeski zamknutomu i koneqnomu osnovnomu pol¸. Qtoby vzglØnut~ na problemu opisaniØ podgrupp reduktivnyh grupp, soderßawih maksimal~nyæ tor, v bolee xirokom kontekste, qitatel~ moßet obratit~sØ k obzoram A. E. Zalesskogo [12, 13], A. S. Kondrat~eva [14] i avtora [15]. DlØ koneqnogo polØ ffta problema poqti isqerpyva¸wim obrazom rassmotrena G. Zeætcem [10, 11, 16–18]; situaciØ dlØ beskoneqnogo polØ (a tem bolee dlØ kolec) znaqitel~no menee Øsna, zdes~ izuqen lix~ sluqaæ raswepimogo tora (sm. po fftomu povodu [15, 19] i soderßawiesØ tam ssylki).

Kak i v rabotah [1, 2], my pol~zuemsØ Øzykom seteæ i setevyh podgrupp, vvedennym v lineænom sluqae Z. I. Boreviqem [3, 4, 20–23] i primenennym zatem k drugim tipam grupp ego uqenikami [7, 24–26]. UpotreblØemye nami oboznaqeniØ bol~xeæ qast~¸ standartny i sovpada¸t s oboznaqeniØmi, ispol~zovavximisØ v [1, 2, 15, 27, 28]. DlØ udobstva qitatelØ naibolee vaßnye iz nih napomina¸tsØ v §1.

§1. Formulirovka osnovnogo rezul~tata

Napomnim opredelenie raswepimyh ortogonal~nyh grupp, nekotoryh ih fflementov i podgrupp. Pust~ R – kommutativnoe kol~co, R^∗ – ego mul~tiplikativnaØ gruppa, G = GL(n, R) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni n nad R. Kak obyqno, dlØ matricy

a ∈ G qerez a_{ij} oboznaqaetsØ ee kofffficient, stoØwiæ na meste (i, j), t.e. a = (a_{ij}), 1 6 i, j 6 n. Qerez a^{−1} = (a^′_{ij} ) oboznaqaetsØ

obratnaØ k a matrica, a qerez a^t – transponirovannaØ. Nam budet udobno sleduØ [29] poloßit~ l = [n/2] i zanumerovat~ stroki i stolbcy matric iz G sledu¸wim obrazom: 1, . . . , l, −l, . . . , −1, esli n = 2l qetno, i 1, . . . , l, 0, −l, . . . , −1, esli n = 2l + 1 neqetno.

Oboznaqim qerez sdiag(ε_1, . . . , ε_n) matricu, u kotoroæ na poboqnoæ diagonali stoØt ε_1, . . . , ε_n i nuli vo vseh ostal~nyh mestah,

44 N. A. VAVILOV

i poloßim f = f_n = sdiag(1, . . . , 1), gde qislo 1 ravnØetsØ n. Inaqe govorØ, fflementy matricy f = (f_{ij} ) opredelØ¸tsØ usloviem

f_{ij} = δ_{i,−j} . Opredelim teper~ dlØ neqetnogo n = 2l + 1 matri-

cu F = F_n sledu¸wim obrazom: F = sdiag(1, . . . , 1, 2, 1, . . . , 1), gde kaßdaØ seriØ 1 sostoit iz l qlenov. Inaqe govorØ, F_{2l+1} ffto kletoqnaØ matrica, u kotoroæ po poboqnoæ diagonali idut kletki

f_l, 2, f_l, a vse ostal~nye kletki nulevye.

Niße my vs¸du predpolagaem, qto 2 ∈ R^∗ (sm. po fftomu povodu [2], §1). V fftom sluqae raswepimye ortogonal~nye gruppy

Γ = SO(n, R) sostoØt iz teh matric a iz special~noæ lineænoæ

gruppy SL(n, R), kotorye sohranØ¸t bilineænu¸ formu s matriceæ Grama g, sovpada¸weæ s f_{2l} ili F_{2l+1}, v zavisimosti ot qetnosti n. Inymi slovami, SO(2l, R) i SO(2l + 1, R) sostoØt iz teh matric a ∈ G, dlØ kotoryh det a = 1 i aga^t = g, gde g = f_{2l} ili F_{2l+1} sootvetstvenno. Takim obrazom, gruppa SO(n, R) sohranØet kvadratiqnu¸ formu x_1x_{−1} + . . . + x_lx_{−l}, esli n qetno, i formu x^2_0 +x_1x_{−1} +. . .+x_l x_{−l}, esli n neqetno. Krome special~nyh rassmatriva¸tsØ takße polnye gruppy, sohranØ¸wie sootvetstvu¸wu¸ formu v smysle podobiØ. Inaqe govorØ, GO(2l, R) i

GO(2l + 1, R) sostoØt iz teh matric a ∈ G, dlØ kotoryh aga^t = λg

pri podhodØwem mul~tiplikatore λ ∈ R^∗, gde, kak i vyxe, g = f_{2l} ili F_{2l+1} sootvetstvenno. Ime¸t mesto horoxo izvestnye izomorfizmy (sm. [30–32]): SO(3, R) ∼= GL(2, R)/{±e}, SO(4, R) ∼= (GL(2, R) × GL(2, R))/{±e}, SO(5, R) ∼= GSp(4, R)/{±e}, SO(6, R) ∼= GL(4, R)/{±e}, kotorye pokazyva¸t, qto na samom dele ortogonal~nye gruppy otveqa¸t ne obyqnym, a rasxirennym gruppam drugih seriæ. S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp SO(n, R) ØvlØetsØ gruppoæ Xevalle tipa D_l, esli n = 2l qetno, i tipa B_l, esli

n = 2l + 1 neqetno (teorema Ri-D~edonne). Oqen~ podrobnoe iz-

loßenie fftogo kruga voprosov soderßitsØ v doklade [33].

Kak obyqno, e – ediniqnaØ matrica, a e_{ij} – standartnaØ matriqnaØ edinica, t.e. matrica, u kotoroæ na meste (i, j) stoit 1 i nuli na vseh ostal~nyh mestah. DlØ ε ∈ R^∗ i i ≠ j poloßim d_{ij}(ε) = e + (ε − 1)e_{ii} + (ε^{−1} − 1)e_{jj}. Togda gruppa T = T (n, R)

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 45

diagonal~nyh matric, soderßawihsØ v Γ = SO(n, R), poroßdaetsØ matricami D_i(ε) = d_{i,−i}(ε) dlØ ε ∈ R^∗, 1 6 i 6 l. Gruppa ße

T̄ = T̄ (n, R) diagonal~nyh matric, soderßawihsØ v rasxiren-

noæ gruppe Γ̄ = GO(n, R), poroßdaetsØ, krome togo, skalØrnymi matricami εe, ε ∈ R^∗, v sluqae neqetnogo n, i matricami vida

D(ε) = diag(ε, . . . , ε, 1, . . . , 1), ε ∈ R^∗ (qislo ε i qislo 1 ravno l) v

sluqae qetnogo n.

Qtoby sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat, nam nußno ewe napomnit~ opredelenie seti idealov i setevoæ podgruppy (sm. [20–23, 3, 4]). Tablica σ = (σ_{ij}), 1 6 i, j 6 n, sostoØwaØ iz idealov σ_{ij} kol~ca R, nazyvaetsØ D-set~¸ idealov v R porØdka n, esli σ_{ir}σ_{rj} ⊆ σ_{ij} i σ_{ii} = R dlØ vseh i, j, r. Tak kak drugie seti ne budut nam vstreqat~sØ, my qasto budem opuskat~ zdes~ prefiks D. Kaßdoæ seti sopostavlØetsØ setevaØ podgruppa G(σ) v G = GL(n, R), sostoØwaØ iz vseh matric a = (a_{ij} ) ∈ G, dlØ kotoryh a_{ij} ≡ δ_{ij} (mod σ_{ij}) pri vseh i, j. Set~ σ nazyvaetsØ simplektiqeskoæ (sm. [24, 25, 7]), esli σ_{ij} = σ_{−j,−i} dlØ vseh i, j, i ortogonal~noæ (sm. [26, 1, 2, 27]), esli, krome togo, σ_{i,−i} = ∑ σ_{ij}σ_{j,−i}, 1 6 j 6 −1, j ≠ ±i, dlØ vseh i. Ortogonal~naØ set~ σ zadaet ortogonal~nu¸ setevu¸ podgruppu Γ(σ) = G(σ) ∩ Γ v gruppe Γ = SO(n, R). Qerez N_Γ(σ) i N¯_Γ(σ) oboznaqa¸tsØ normalizatory Γ(σ) v Γ i v Γ̄ = GO(n, R) sootvetstvenno. V sluqae polØ ortogonal~nye D-seti idealov otveqa¸t zamknutym podmnoßestvam korneæ v sistemah korneæ tipa D_l ili B_l v zavisimosti ot qetnosti n. Podrobnee ob fftom sm. [26, 34–37], gde moßno naæti obwee opredelenie seti idealov dlØ proizvol~noæ sistemy korneæ Φ.

Osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wego rezul~tata, ØvlØ¸wegosØ sovmestnym obobweniem teorem 1 i 2 stat~i [2].

Teorema 1. Pust~ R – kommutativnoe polulokal~noe kol~co ta-

koe, qto 2 ∈ R^∗ i v kaßdom pole vyqetov R soderßitsØ ne menee 7 fflementov. Togda dlØ l¸boæ podgruppy H gruppy Γ = SO(n, R), soderßaweæ gruppu T = T (n, R) diagonal~nyh matric, suwestvuet edinstvennaØ ortogonal~naØ D-set~ σ = (σ_{ij}) idealov v R porØdka n takaØ, qto Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ).

46 N. A. VAVILOV

DlØ sluqaØ, kogda n = 2l qetno, ffto v toqnosti teorema 2 raboty [2], pofftomu nam ostalos~ rassmotret~ lix~ sluqaæ, kogda

n = 2l + 1 neqetno. Nax metod budet sostoØt~ v svedenii neqet-

nomernogo sluqaØ k qetnomernomu. Pri fftom nam budet udobno sledovat~ tomu ße planu, qto i v rabotah [5, 7, 38], t.e. rassmatrivat~ otdel~no sluqaæ polØ i sluqaæ podradikal~nyh grupp. Kak i v [2], iz teoremy 1 srazu vytekaet i opisanie podgrupp v Γ̄, soderßawih T .

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 1 dlØ l¸boæ podgruppy H v

Γ̄ = GO(n, R), soderßaweæ T = T (n, R), suwestvuet edinstvennaØ

ortogonal~naØ D-set~ σ idealov v R porØdka n takaØ, qto

Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ).

Krome togo, iz fftoæ teoremy standartnym obrazom vyvoditsØ i opisanie podgrupp v Γ, normalizuemyh T . Qtoby sformulirovat~ ego, nam pridetsØ napomnit~ opredelenie ewe odnoæ podgruppy, svØzannoæ s set~¸. Kak obyqno, (fflementarnoæ) ortogonal~noæ transvekcieæ nazyvaetsØ odna iz matric T_{ij}(ξ), ξ ∈ R,

i ≠ ±j, vida T_{ij} (ξ) = T_{−j,−i}(−ξ) = e + ξe_{ij} − ξe_{−j,−i}, esli i, j ≠ 0 (s toqki zreniØ teorii grupp Xevalle ffto “dlinnyæ kornevoæ fflement”), ili T_{i0}(ξ) = T_{0,−i}(−2ξ) = e + ξe_{i0} − 2ξe_{0,−i} − ξ^2e_{i,−i}, v protivnom sluqae (“korotkiæ kornevoæ fflement”). RazumeetsØ, fflementy vtorogo tipa mogut voznikat~ tol~ko esli n neqetno. SootnoxeniØ meßdu ortogonal~nymi transvekciØmi ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi kommutacionnoæ formuly Xevalle (sm. [29, 30]), v Øvnom vide oni privedeny, naprimer, v [2, 27]. DlØ ortogonal~noæ seti σ = (σ_{ij}) qerez E_Γ(σ) oboznaqaetsØ sootvetstvu- ¸waØ fflementarnaØ setevaØ podgruppa, t.e. podgruppa v Γ(σ), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi ortogonal~nymi transvekci- Ømi vida T_{ij}(ξ), ξ ∈ σ_{ij}, i ≠ ±j.

Sledstvie 2. V usloviØh teoremy 1 dlØ l¸boæ podgruppy H v Γ =

SO(n, R), normalizuemoæ T = T (n, R), suwestvuet edinstvennaØ D-set~ σ takaØ, qto

E(Γ) 6 H 6 N_Γ(σ).

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 47

V svØzi s teoremoæ 1 voznikaet vopros, kogda dve podgruppy v Γ, soderßawie T , soprØßeny v Γ? V sluqae, kogda osnovnoe kol~- co lokal~no, my v sostoØnii dat~ polnyæ otvet na fftot vopros. Napomnim, qto podgruppa T gruppy Γ nazyvaetsØ pronormal~noæ v Γ, esli dlØ l¸bogo x ∈ Γ podgruppy T i T^x = x^{−1}T x soprØßeny uße v podgruppe ⟨T, T^∗⟩, imi poroßdennoæ. Oboznaqim qerez W gruppu VeælØ gruppy Γ. Takim obrazom, W = W_n sovpadaet s W (B_l), esli n = 2l + 1 neqetno, i s W (D_l), esli n = 2l qetno. Inaqe govorØ, W_{2l+1} – ffto oktaffdral~naØ gruppa Oct_l, sostoØwaØ iz vseh perestanovok iz simmetriqeskoæ gruppy S_{2l+1} (ili, ffkvivalentno, iz S_{2l}), kommutiru¸wih so smenoæ znaka, t.e. takih, qto w(−i) = −w(i) dlØ vseh i (napomnim, qto naxi indeksy vsegda zanumerovany tak: 1, . . . , l, 0, −l, . . . , −1). Gruppa ße W_{2l} – ffto podgruppa indeksa 2 oktaffdral~noæ gruppy Oct_l 6 S_{2l}, sostoØwaØ iz qetnyh perestanovok. DlØ perestanovki w ∈ W my budem toæ ße bukvoæ oboznaqat~ i l¸bu¸ ortogonal~nu¸ monomial~nu¸ matricu vida ∑ ε_ie_{w(i),j} , gde ε_i ∈ R^∗. Tak kak rassma-

trivaemye nami podgruppy soderßat T , ffto ne moßet privesti k nedorazumeniØm. Teper~ my v sostoØnii sformulirovat~ vtoroæ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty.

Teorema 2. Pust~ R – kommutativnoe lokal~noe kol~co, udovle-

tvorØ¸wee usloviØm teoremy 1. Togda podgruppa T pronormal~na v Γ. Inymi slovami, esli dlØ dvuh podgrupp H i F v Γ, soderßawih T , imeem xHx^{−1} = F pri nekotorom x ∈ Γ, to x = wy, gde y ∈ H i w ∈ W . DlØ sluqaØ polØ ffta teorema sformulirovana v [2] i dokazana v [39]. DlØ lineænogo i simplektiqeskogo sluqaev analogiqnyæ rezul~tat byl poluqen ranee v rabotah avtora i E. V. Dybkovoæ [40, 7].

Teoremy 1 i 2 budut dokazany v §3, v §2 budet dokazana igra- ¸waØ central~nu¸ rol~ v naxem podhode lemma ob izvleqenii ortogonal~nyh transvekciæ vtorogo tipa, ne imevxaØ nikakih analogov v predxestvu¸wih rabotah.

2. OsnovnaØ lemma ob izvleqenii transvekciæ

Soderßanie fftogo paragrafa ØvlØetsØ kl¸qom k redukcii neqetnomernogo sluqaØ k qetnomernomu. Privodimye niße dokaza-

48 N. A. VAVILOV

tel~stva osnovany na vyqisleniØh s matricami h(ε) = diag(ε, . . . , ε, 1, ε^{−1}, . . . , ε^{−1}), ØvlØ¸wimisØ proizvedeniØmi D_i(ε) po vsem 1 6 i 6 l. V fftom otnoxenii oni dovol~no neobyqny: delo v tom, qto vo vseh bez iskl¸qeniØ predxestvu¸wih rabotah po fftoæ tematike ispol~- zovalis~ libo mikrovesovye fflementy (kak, skaßem, D_i(ε) ili

D(ε) v naxem sluqae), libo kornevye poluprostye fflementy (kak D_{ij} (ε) = D_i(ε)D_j (ε), i ≠ ±j). �lementy ße h(ε) ne ØvlØ¸tsØ ni te-

mi, ni drugimi.

Dalee my fiksiruem oboznaqeniØ predyduwego paragrafa. V qastnosti, R – kommutativnoe polulokal~noe kol~co, udovletvorØ¸wee usloviØm teoremy 1, Γ = SO(n, R), T = T (n, R), H – podgruppa v Γ, soderßawaØ T . Pust~, dalee, σ – associirovannaØ s H set~ idealov, t.e. naibol~xaØ ortogonal~naØ set~ takaØ, qto

Γ(σ) 6 H (sm. [2], lemmy 1 i 3). Napomnim, qto dlØ i ≠ ±j uslo-

vie ξ ∈ σ_{ij} ffkvivalentno tomu, qto fflementarnaØ ortogonal~naØ transvekciØ T_{ij}(ξ) prinadleßit H, a idealy σ_{i,−i} opredelØ¸tsØ po idealam σ_{ij}, i ≠ −j, obyqnoæ formuloæ (sm. §1).

My formuliruem sledu¸wu¸ lemmu ne v maksimal~noæ vozmoßnoæ obwnosti (v ee usloviØh legko dokazat~, qto x_{ij} ∈ σ_{ij} pri vseh i 6 0, j ¿ 0), a dokazyvaem lix~ rovno to, qto ponadobitsØ nam v lemme 2. Krome togo, analog fftoæ lemmy spravedliv i dlØ matric, u kotoryh x_{ij} = 0 dlØ vseh i 6 0, j ¿ 0, (i, j) ≠ (0, 0) i my budem fftim pol~zovat~sØ.

Lemma 1. Esli dlØ nekotoroæ matricy x = (xij) ∈ H imeem xij =

0 pri vseh i ¿ 0, j 6 0, (i, j) ≠ (0, 0), to x_{i0} ∈ σ_{i0} dlØ vseh i 6 0 i x_{0j} ∈ σ_{0j} dlØ vseh j ¿ 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim matricu y = [x^{−1}, h(ε^{−1})], gde dlØ matric x, y ∈ Γ qerez [x, y], kak obyqno, oboznaqen ih kommutator

xyx^{−1}y^{−1}. Matrica y nißnØØ unitreugol~naØ i, sledovatel~no,

k neæ moßno primenit~ lemmu 4 raboty [2] i zakl¸qit~, qto

y_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ vseh i 6 0 i j ¿ 0. Vyqislenie pokazyvaet, qto y_{i0} = x_{i0}(ε − 1) dlØ i 6 0 i y_{0j} = x_{0j}(ε − 1) dlØ j ¿ 0, i dlØ

zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy ostalos~ vspomnit~, qto iz naxego usloviØ na kol~co R vytekaet, qto naædetsØ takoe ε ∈ R^∗, qto ε − 1 ∈ R^∗.

Seæqas my perehodim k samomu vaßnomu i trudnomu sredi

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 49

vseh vspomogatel~nyh utverßdeniæ nastoØweæ raboty. Oboznaqim qerez ε_i znak indeksa i (t.e. ε_i = 1, esli i > 0, i ε_i = −1, esli i < 0). Napomnim, qto qerez d_i(ε) dlØ ε ∈ R^∗ oboznaqaetsØ psevdootraßenie e + (ε − 1)e_{ii}.

Lemma 2. Esli dlØ nekotoroæ matricy x = (xij) ∈ H imeem x00 ∈

R^∗, to x_{i0} ∈ σ_{i0}, x_{0i} ∈ σ_{i0}, x_{0i} ∈ σ_{0i} dlØ l¸bogo i ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim matricu

y = xh(−1)x^{−1} = −xd_0(−1)x^{−1},

prinadleßawu¸ H vmeste s x. Imeem y_{ij} = −δ_{ij} + 2x_{i0}x^′_{0j}. ˚sno, qto y^2 = e i, pofftomu, y_{ij} = y^′_{ij} = y_{−j,−i} dlØ vseh i, j ≠ 0. Fiksiruem teper~ ε ∈ R^∗ takoe, qto ε − 1 ∈ R^∗, i rassmotrim matricu

z(ε) = yh(ε)y^{−1} . Imeem

z(ε)_{ij} = δ_{ij} + a_{ij}(ε − 1) + b_{ij}(ε^{−1} − 1),

gde my poloßili dlØ kratkosti a_{ij} = ∑ y_{ir}y^′_{rj} , b_{ij} = ∑ y_{i,−r}y^′_{−rj} (obe summy berutsØ po 1 6 r 6 l). ˚sno, qto b_{ij} = a_{−j,−i}, i vyqislenie pokazyvaet, qto a_{ij} = x_{i0}x^′_{0j}(4λ − μ_{ij}), gde λ = ∑ x^′_{0r}x_{r0},

1 6 r 6 l, a μij prinimaet sledu¸wie znaqeniØ: 4, esli 1 6 i, j 6 l;

2, esli i ¿ 1, j 6 0 ili j ¿ 1, i 6 0; i, nakonec, 0, esli

0 6 i, j 6 −1. �to znaqit, v qastnosti, qto esli i, j ≠ 0 tako-

vy, qto ε_i ≠ ε_j , to a_{ij} = b_{ij}. Takim obrazom, v fftom sluqae

z(ε)_{ij} = a_{ij}(ε − 1)^2ε^{−1} = x_{i0}x^′_{0j}(4λ − 2)(ε − 1)^2ε^{−1}.

�to znaqit, qto esli zapisat~ matricu z(ε) v kletoqnom vide v sootvetstvii s razbieniem 2l + 1 = l + 1 + l, to v matricah

z(ε) i z(η) pri l¸byh ε, η ∈ R^∗ takih, qto ε − 1, η − 1 ∈ R^∗,

pravye verhnie i levye nißnie ugly proporcional~ny. Bolee togo, kaßdaØ iz fftih kletok ØvlØetsØ matriceæ ranga 1.

Pust~ teper~ snova i, j ≠ 0, no ε_i = ε_j . OpØt~ neposredstvennoe vyqislenie, ispol~zu¸wee formuly dlØ a_{ij} i b_{ij}, pokazyvaet, qto z(ε)_{ij} = { δ_{ij} + x_{i0}x_{′0j}(ε − 1)ε_{−1}(4λ(ε − 1) − 4ε), ε_i = 1,

δ_{ij} + x_{i0}x^′_{0j}(ε − 1)ε^{−1}(4λ(ε − 1) + 4), ε_i = −1.

50 N. A. VAVILOV

Takim obrazom, v matricah z(ε) i z(η) (gde ε i η takie ße, kak vyxe) levye verhnie ugly i pravye nißnie ugly stanovØtsØ proporcional~nymi posle togo, kak my vyqtem iz nih ediniqnu¸ matricu porØdka l. Bolee togo, kaßdaØ iz fftih kletok ØvlØetsØ matriceæ vyqeta 1 (vyqet matricy x – ffto rang matricy x − e, sm. [41]).

Nakonec, analogiqnoe vyqislenie pokazyvaet, qto

z(ε)_{i0} = { x_{i0}x^′_{00}(ε − 1)ε^{−1}((4λ − 2)ε − 4λ), ε_i = 1,

x_{i0}x^′_{00}(ε − 1)ε^{−1}(−4λε + (4λ − 2)), ε_i = −1.

Pri fftom z(ε)_{0i} = 2z(ε)^′_{i,0} = 2z(ε^{−1})_{−i,0}, t.e.

z(ε)_{0i} = { 2x_{00}x^′_{0i}(1 − ε)ε^{−1}((4λ − 2)ε − 4λ), ε_i = 1,

2x_{00}x^′_{0i}(1 − ε)ε^{−1}((4λ − 2) − 4λε), ε_i = −1.

Budem teper~ rassmatrivat~ matricu w = w(ε, η, θ) = z(ε)h(θ)

z(η^{−1}). Skazannoe vyxe o matricah z(ε) i z(η) pozvolØet leg-

ko vyqislit~ ee fflementy. Vyqislim vnaqale fflementy w_{ij}, gde

i, j ≠ 0, ε_i ≠ ε_j . Pri fftom dlØ udobstva budem vnaqale rassu-

ßdat~ tak, kak budto x_{i0} i x^′_{0j} obratimy. Vskore obratnye k nim vs¸du sokratØtsØ, tak qto okonqatel~nyæ rezul~tat ne zavisit ot fftogo predpoloßeniØ (na samom dele v z(η)_{−j,0} i z(ε)^′_{0,−i} est~ sootvetstvu¸wie mnoßiteli, formal~no sokrawa¸wiesØ s x_{−j,0} i x^′_{0,−i}, tak qto zapis~ fftih fflementov v znamenatelØh v sledu¸- weæ formule est~ lix~ neskol~ko vol~naØ manera vyraßeniØ). Pust~ vnaqale ε_j = 1 i ε_i = −1. ZamenØØ kusok i-oæ stroki matricy z(ε) na proporcional~nyæ kusok (−j)-oæ stroki matricy z(η) i, sootvetstvenno, kusok j-go stolbca matricy z(η)^{−1} na proporcional~nyæ kusok (−i)-go stolbca matricy z(ε)^{−1}, imeem ∑ z(ε)_{ik}z(η)^′_{kj} = − 1 2 x_{i0}(ε − 1)^2η x_{−j0}(η − 1)^2ε z(η)^′_{0j} , ∑ z(ε)_{i,−k}z(η)^′_{−k,j} = − 1 2 x^′_{0j}(η − 1)^2ε

x^′_{0,−i}(ε − 1)^2η z(ε)_{i0}z(ε)^′_{0,−i}, gde summirovanie, kak obyqno, proizvoditsØ po 1 6 k 6 l. Takim obrazom,

w_{ij} = x_{i0}x^′_{0j}(ε − 1)(η − 1)ε^{−1}η^{−1}x_{00}x^′_{00}f(θ),

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 51

gde f(θ) – sledu¸wiæ loranovskiæ mnogoqlen otnositel~no θ s kofffficientami iz Z[ε, η, λ]: f(θ) = θ(ε−1)(η−1)^{−1}((4λ−2)−4λη)^2−2((4λ−2)−4λη)((4λ−2)−4λε)+ +θ^{−1}(η − 1)(ε − 1)^{−1}((4λ − 2) − 4λε)^2.

Diskriminant uravneniØ f(θ) = 0 raven 0 i, sledovatel~no, esli my predpoloßim dopolnitel~no, qto (4λ−2)−4λε, (4λ−2)−4λη ∈

R^∗, to ego edinstvennyæ koren~ zadaetsØ sledu¸weæ formuloæ

θ_0 =

((4λ − 2) − 4λε)(η − 1) ((4λ − 2) − 4λη)(ε − 1) ∈ R^∗. �tot koren~ zavisit ne ot samih i i j, a lix~ ot ih znakov. Poskol~ku x_{i0} i x^′_{0j} v vyraßenie dlØ θ ne vhodØt, a vse predxestvu- ¸wie vykladki nosØt formal~nyæ harakter, to, deæstvitel~no, pri θ = θ_0 imeem w_{ij} = 0 dlØ vseh 1 6 j 6 l i −l 6 i 6 −1. Bolee togo, dlØ vseh θ ne sravnimyh s θ_0 po modul¸ kaßdogo maksimal~nogo ideala m kol~ca R, kofffficient pri x_{i0}x^′_{0j} v w_{ij} obratim.

Pereædem teper~ k rassmotreni¸ kofffficientov w_{i0} i w_{0j} matricy w pri teh ße usloviØh na i i j, t.e. ε_j = 1 i ε_i = −1. Esli

R = K – pole, to iz usloviØ ortogonal~nosti matricy w srazu

sleduet, qto esli iz kaßdoæ pary fflementov w_{pj} , w_{p,−j} stroki s nomerom p ≠ 0 hotØ by odin raven 0, to i w_{p0} = 0. Analogiqnyæ fakt imeet mesto dlØ stolbcov. �to znaqit, qto v matrice

w = w(ε, η, θ_0) v sluqae polØ imeem w_{i0} = 0 dlØ −l 6 i 6 −1 i w_{0j} = 0 dlØ 1 6 j 6 l. Inaqe govorØ, ffta matrica prinadleßit

sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe, figuriru¸weæ v lemme 1. My hotim proverit~, qto analogiqnoe utverßdenie spravedlivo i dlØ kolec. DlØ fftogo provedem sledu¸wee rassußdenie: podstavim vmesto θ_0 ego vyraßenie qerez ε, η i λ. Togda

w_{i0} = x_{i0}x^′_{00}ε^{−1}η^{−1}((ηλ − 2) − 4λε)^{−1}g(ε, η, λ),

gde g – nekotoryæ mnogoqlen ot ε, η, λ s kofffficientami iz Z. Tak kak dlØ l¸bogo polØ mnogoqlen g toßdestvenno raven 0, to raven 0 formal~no, t.e. vse ego kofffficienty nulevye. Pofftomu

w_{i0} = 0 dlØ l¸bogo −l 6 i 6 −1. Analogiqno proverØetsØ i to,

qto w_{0j} = 0 dlØ 1 6 j 6 l. No ved~ ravenstva w_{i0} = 0 i w_{0j} predstavlØ¸t soboæ pri fiksirovannyh ε i η kvadratnye uravneniØ

52 N. A. VAVILOV

otnositel~no θ s obratimymi kofffficientami. Kak my tol~ko qto pokazali, θ_0 ØvlØetsØ kratnym kornem fftogo uravneniØ. �to znaqit, qto esli obrazy θ i θ_0 v kaßdom pole vyqetov kol~ca R razliqny, to kofffficient pri x_{i0} v w_{i0} obratim.

ProvodØ analogiqnye vyqisleniØ dlØ ε_i = 1, ε_j = −1, my poluqim toqno taku¸ ße formulu dlØ w_{ij}, kak vyxe, no tol~ko θ i θ^{−1} v neæ nußno pomenØt~ mestami. �to znaqit, qto dlØ togo, qtoby kofffficient pri x_{i0}x^′_{0j} v w_{ij} (a vmeste s tem, kak my znaem iz predxestvu¸wego, i sootvetstvu¸wie kofffficienty pri x_{i0} v w_{i0} i x_{0j} v w_{0j}) dlØ matricy w = w(ε, η, θ) ne byl obratim, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ kakogo-to maksimal~nogo ideala m kol~ca R vypolnØlos~ sravnenie θ ≡ θ^{−1}_0 (mod m). VernemsØ k rassmotreni¸ matricy w = w(ε, η, θ_0). Kak my znaem, dlØ nee

w_{ij} = 0 pri ε_x ¿ 0, ε_j 6 0, (i, j) ≠ (0, 0), i pofftomu po lemme 1

imeem w_{i0} ∈ σ_{i0} pri ε_i = 1 i w_{0j} ∈ σ_{0j} pri ε_j = −1. Po dokazannomu vyxe kofffficienty pri x_{i0} v w_{i0} i pri x_{0j} v w_{oj} obratimy, esli obrazy θ_0 i θ^{−1}_0 v kaßdom pole vyqetov razliqny. No ved~ ravenstvo θ_0 = θ^{−1}_0 dlØ sluqaØ polØ oznaqaet, qto θ_0 = 1 ili

θ_0 = −1, a kaßdoe iz fftih ravenstv est~ (pri fiksirovannom η)

lineænoe uravnenie otnositel~no ε. �to znaqit, qto zaprewaØ v kaßdom pole vyqetov kol~ca R dlØ obrazov ε i η znaqeniØ 0, 1 i (2λ − 1)/2λ (esli obraz λ obratim) i, krome togo, ewe ne bolee dvuh znaqeniæ dlØ obraza ε, my moßem sqitat~, qto ffti kofffficienty deæstvitel~no obratimy. Vsem fftim usloviØm my moßem udovletvorit~, tak kak kaßdoe pole vyqetov soderßit ne menee 7 fflementov (esli λ leßit v radikale Dßekobsona kol~ca R, to dostatoqno daße trebovat~, qtoby vse polØ vyqetov soderßali ne menee 5 fflementov). �to znaqit, qto, deæstvitel~no, x_{i0} ∈ σ_{i0} pri ε_i = 1 i x_{0j} ∈ σ_{0j} pri ε_j = −1. ProvodØ toqno takoe ße rassußdenie dlØ matricy w = w(ε, η, θ^{−1}_0 ), ubeßdaemsØ, qto x_{i0} ∈ σ_{i0} pri ε_i = 1 i x_{0j} ∈ σ_{0j} pri ε_j = −1. Lemma polnost~¸ dokazana.

Na samom dele faktiqeski (s uqetom zameqaniØ pered formulirovkoæ lemmy 1) v dokazatel~stve fftoæ lemmy ustanovleno, qto x_{i0}x^′_{0j} ∈ σ_{ij}, esli ε_i ≠ ε_j , no nam v dal~neæxem ffto ne ponadobitsØ. Lemma 2 predstavlØet soboæ duxu vsego dokazatel~stva, vse posledu¸wie rassußdeniØ ime¸t v znaqitel~noæ stepeni rutinnyæ harakter i uße vstreqalis~ dlØ drugih grupp v rabotah [4, 5, 7, 38].

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 53

3. Okonqanie dokazatel~stva

Zdes~ my zaverxim dokazatel~stvo teorem 1 i 2. Vse oboznaqeniØ i soglaxeniØ predxestvu¸wih paragrafov osta¸tsØ v sile.

1^∘. Sluqaæ polØ. Seæqas my peredokaßem teoremu 1 raboty

[2], poniziv pri fftom granicu na qislo fflementov polØ K s 13 do 7. Napomnim, qto v sluqae polØ podgruppa EO(n, K), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi ortogonal~nymi transvekciØmi, sovpadaet s izvestnoæ gruppoæ Ω(n, K) – “Ødrom spinornoæ normy” (sm. [31, 32]). Itak, pust~ H – podgruppa v Γ = SO(n, K), soderßawaØ T , i σ – associirovannaØ s neæ set~. My hotim pokazat~, qto H 6 N_Γ(σ). Naqnem so sledu¸wego qastiqnogo rezul~tata.

Lemma 3. Pust~ x ∈ H – takaØ matrica, qto x00 ≠ 0. Togda

x ∈ N_Γ(σ).

Dokazatel~stvo. Lemma 2 utverßdaet, qto dlØ takoæ matricy x imeem x_{i0} ∈ σ_{i0} pri vseh i ≠ 0 i, takim obrazom, imeet mesto sledu¸waØ al~ternativa: libo x_{i0} = 0, libo σ_{i0} = K. Razob~em mnoßestvo indeksov I = {1, . . . , −1} na dva nepereseka¸- wihsØ podmnoßestva sledu¸wim obrazom: pust~ v I_1 vhodØt te indeksy i, dlØ kotoryh hotØ by odin iz fflementov x_{i0}, x_{−i0} raven 0, a v I_2 – te i, dlØ kotoryh x_{i0}, x_{−i0} ≠ 0 (v qastnosti, 0 ∈ I_2). Soverxenno Øsno, qto umnoßaØ x sleva na prinadleßawie E_Γ(σ) transvekcii T_{i0}(−x_{i0}x^{−1}_{00} ), i ∈ I_1, my poluqim matricu y, prinadleßawu¸ ili ne prinadleßawu¸ N_Γ(σ) vmeste s x. �to znaqit, qto my s samogo naqala moßem sqitat~, qto x_{i0} = 0 dlØ vseh

i ∈ I_1. Posmotrim teper~ na stolbec, sostavlennyæ iz x_{i0}, gde i ∈ I_2. �tot stolbec ØvlØetsØ nulevym stolbcom ortogonal~noæ

matricy porØdka |I_2| = 2m + 1. Vspomnim, qto σ_{i0} = σ_{−i0} = K dlØ vseh i ∈ I_2. �to znaqit, qto v E_Γ(σ) soderßitsØ podgruppa, poroßdennaØ vsemi fflementarnymi ortogonal~nymi transvekciØmi vida T_{i0}(ξ), i ∈ I_2 \ {0}, ξ ∈ K. Tak kak charK ≠ 2, to ffta podgruppa soderßit takße vse fflementarnye ortogonal~nye transvekcii vida T_{ij} (ξ), i, j ∈ I_2, i ≠ ±j, i, j ≠ 0, ξ ∈ K, i izomorfna, takim obrazom, gruppe Ω(2m + 1, K), vloßennoæ v Γ na stroki i stolbcy s nomerami iz I_2. Tak kak gruppa Ω(2m + 1, K) deæstvuet tranzitivno na mnoßestve teh strok dliny 2m + 1, kotorye mogut byt~ nulevoæ strokoæ ortogonal~noæ matricy, to

54 N. A. VAVILOV

zamenØØ x na podhodØwu¸ matricu iz xE_Γ(σ), my moßem sqitat~, qto v nulevom stolbce matricy x vse nediagonal~nye fflementy nulevye. No togda v silu ortogonal~nosti i v nulevoæ stroke matricy x vse nediagonal~nye fflementy nulevye, t.e. x prinadleßit SO(2l, K). Tak kak dlØ qetnomernoæ ortogonal~noæ gruppy analogiqnaØ teorema uße dokazana, to x ∈ N_Γ(σ).

Teper~ u nas vse gotovo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 1 dlØ sluqaØ polØ. V samom dele, pust~ x – proizvol~- naØ matrica iz H. Voz~mem ε ≠ 0, 1 i rassmotrim matricu

y(ε) = xD_Γ(ε)x^{−1} ∈ H. Uslovie y(ε)_{00} = 0 ØvlØetsØ kvadratnym

uravneniem otnositel~no ε i, sledovatel~no, imeet v pole K ne bolee dvuh korneæ. �to znaqit, qto vse y(ε), krome, byt~ moßet, dvuh, prinadleßat N_Γ(σ). No ved~ togda i ffti ostavxiesØ dve matricy y(ε) takße prinadleßat N_Γ(σ). Deæstvitel~no, predstavim ε v vide ε = θ(εθ^{−1}). Togda y(ε) = y(θ)y(εθ^{−1} ). Teper~ ravenstva y(θ)_{00} = 0 i y(εθ^{−1} )_{00} = 0 nakladyva¸t na θ ne bolee qetyreh zapretov i, sledovatel~no, tak kak pole K soderßit ne menee 7 fflementov, naædetsØ takoe θ ≠ 0, 1, qto y(θ),

y(εθ^{−1} ) ∈ N_Γ(σ). No togda i y(ε) ∈ N_Γ(σ). �to znaqit, qto vse

matricy y(ε) = xD_Γ(ε)x^{−1}, ε ≠ 0, soderßatsØ v N_Γ(σ). Teper~ ssylka na teoremu svØznosti iz [39] pokazyvaet, qto togda na samom dele y(ε) ∈ Γ(σ) dlØ vseh ε ≠ 0 i, znaqit, y(ε)_{ij} = x_{ir}x^′_{rj}(ε − 1) + x_{i,−r}x^′_{−rj}(ε^{−1} − 1) ∈ σ_{ij} dlØ vseh i, j, t.e. x_{ir}x^′_{rj} ∈ σ_{ij}, qto po lemme 2 raboty [2] i oznaqaet, qto x ∈ N_Γ(σ). Vproqem, moßno rassußdat~ i neposredstvenno, ne obrawaØs~ k trudnoæ teoreme svØznosti. Imenno, voz~mem ε takoe, qto y(ε)^′_{jj} ≠ 0 (ffto zaprewaet ne bolee dvuh znaqeniæ ε). Togda vkl¸qenie y(ε)_{ij} y(ε)^′_{jj} ∈ σ_{ij} ravnosil~no vkl¸qeni¸

y(ε)_{ij} ∈ σ_{ij}. Tak kak |K| ¿ 7, to naædutsØ dva razliqnyh znaqeniØ ε ≠ 0, 1, ne ØvlØ¸wihsØ kornØmi uravneniØ y(ε)^′_{jj} = 0. Podsta-

vlØØ ffti znaqeniØ i raspisyvaØ y(ε)_{ij} qerez kofffficienty matric x i x^{−1}, my poluqim sistemu sravneniæ takogo tipa, kak sistema (7) raboty [2]. To ße rassußdenie, qto i v lemme 2 fftoæ raboty pokazyvaet, qto togda x_{ir}x^′_{rj}x_{i,−r}x^′_{−rj} ∈ σ_{ij} i, okonqatel~- no, x ∈ N_Γ(σ). �to i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 1 dlØ sluqaØ polØ.

2^∘. Sluqaæ prØmoæ summy poleæ. Faktiqeski my budem is-

pol~zovat~ sledu¸wu¸ lemmu tol~ko dlØ toæ situacii, kogda

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 55

vse slagaemye ØvlØ¸tsØ polØmi, no v dokazatel~stve niqego ne menØetsØ i dlØ obwego sluqaØ. Napomnim, qto takoe opisanie promeßutoqnyh podgrupp, kak v teoreme 1 nazyvaetsØ standartnym.

Lemma 4. Pust~ dlØ kaßdogo iz kolec R1, . . . , Rm v Γi = SO(n, Ri)

imeet mesto standartnoe opisanie podgrupp, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. Togda v gruppe Γ = SO(n, R) dlØ kol~ca R = R_1 ⊕ . . . ⊕ R_m takße imeet mesto standartnoe opisanie takih podgrupp.

Dokazatel~stvo. Sdelaem vnaqale neskol~ko zameqaniæ obwego haraktera. Gruppa Γ estestvennym obrazom raskladyvaetsØ v proizvedenie podgrupp Γ_i: SO(n, R) = SO(n, R_1) × . . . × SO(n, R_m). Qerez Ψ_q oboznaqim proekci¸ Γ na prØmoæ somnoßitel~ Γ_q. Kak izvestno (sm. [4]), kaßdaØ set~ σ idealov kol~ca R predstavlØetsØ v vide prØmoæ summy svoih komponent σ = σ^{(1)} ⊕ . . . ⊕ σ^{(m)}, priqem esli set~ σ ortogonal~naØ, to i vse komponenty ortogonal~nye, i my imeem razloßeniØ

Γ(σ) = Γ(σ^{(1)}) × . . . × Γ(σ^{(m)}), N_Γ(σ) = N_Γ(σ^{(1)}) × . . . × N_Γ(σ^{(m)}).

Pust~ H – podgruppa v Γ, soderßawaØ T . Togda H_q = Ψ_q (H) – podgruppy v Γ_q, soderßawie T_q = T (n, R_q) i, po predpoloßeni¸ suwestvuet edinstvennaØ ortogonal~naØ set~ τ^{(q)} nußnogo porØdka nad R_q takaØ, qto Γ(τ^{(q)}) 6 H_q 6 N_Γ(τ^{(q)}), gde q = 1, . . . , m. Pust~, s drugoæ storony, σ – set~ idealov, associirovannaØ s H. Oqevidno, qto σ^{(q)} 6 τ^{(q)}. Pokaßem, qto na samom dele σ^{(q)} = τ^{(q)}. Pust~ α ∈ τ^{(q)}_{ij} . Togda T_{ij}(α) ∈ H, i pofftomu dlØ nekotoryh matric a_1, . . . , a_{q−1}, a_{q+1}, . . . , a_m iz Γ_1, . . . , Γ_{q−1}, Γ_{q+1}, . . . , Γ_m matrica a = (a_1, . . . , a_{q−1}, T_{ij}(α), a_{q+1}, . . . , a_m) prinadleßit H. Poloßiv d = (e, . . . , e, D_j(θ), e, . . . , e), poluqim [a, d] = (e, . . . , e, T_{ij}((1 − θ)α), e_1, . . . , e) ∈ H, gde, zamenØØ T_{i0}(α) na T_{0,−i}(−2α), my sqitaem, qto j ≠ 0. �to daet ravenstvo seteæ σ^{(q)} i τ^{(q)}, a znaqit, i sledu¸wie vkl¸qeniØ:

Γ(σ) 6 H 6 H_1 × . . . × H_m 6 N_Γ(σ^{(1)}) × . . . × N_Γ(σ^{(m)}) = N_Γ(σ).

Lemma dokazana.

56 N. A. VAVILOV

3^∘. Podradikal~nye podgruppy. Seæqas my dokaßem teoremu 1

ewe dlØ odnogo vaßnogo qastnogo sluqaØ. Pust~ J – radikal Dßekobsona kol~ca R. Oboznaqim qerez B_Γ(n, R, J) podgruppu v Γ, sostoØwu¸ iz teh matric a = (a_{ij}) ∈ Γ, dlØ kotoryh a_{ij} ∈ J pri vseh i > j. Podgruppy, soderßawiesØ v B_Γ(n, R, J), budut nazyvat~sØ podradikal~nymi. Budem govorit~, qto v Γ imeet mesto standartnoe opisanie podradikal~nyh podgrupp, soderßawih T , esli dlØ l¸boæ takoæ podgruppy H naædetsØ edinstvennaØ ortogonal~naØ D-set~ idealov σ takaØ, qto H = Γ(σ). RazumeetsØ, vse voznika¸wie zdes~ seti sami ØvlØ¸tsØ podradikal~nymi (t.e.

σ_{ij} ⊆ J dlØ vseh i > j).

DlØ dokazatel~stva osnovnogo rezul~tata o podradikal~nyh podgruppah nam ponadobitsØ ewe razloßenie tipa Gaussa, dokazannoe v [26] (po povodu predxestvu¸wih rezul~tatov takogo tipa sm. [20, 24]). Imenno, dlØ seti σ oboznaqim qerez U_Γ(σ) i

V_Γ(σ) sootvetstvenno pereseqeniØ setevoæ podgruppy s gruppa-

mi U_Γ i V_Γ verhnih i nißnih unitreugol~nyh matric, soderßawihsØ v Γ. Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 2 raboty [26], II.

Lemma 5. Esli σ – podradikal~naØ ortogonal~naØ D-set~, to

Γ(σ) = V_Γ(σ)T U_Γ(σ).

Kak obyqno, qerez Γ_J oboznaqaetsØ glavnaØ kongruffnc-pod-gruppa v Γ urovnØ J, t.e. Ødro estestvennoæ proekcii SO(n, R) →

SO(n, R/J). Inymi slovami, Γ_J sostoit iz teh matric a = (a_{ij} ) ∈

Γ, dlØ kotoryh a_{ij} ≡ δ_{ij} (mod J) pri vseh i, j. Oboznaqim ewe qerez V_Γ(J) pereseqenie V_Γ s Γ_J . Togda lemma 5 v primenenii k samoæ gruppe B_Γ(n, R, J) daet razloßenie B_Γ(n, R, J) = V_Γ(J)T U_Γ. Teper~ u nas vse gotovo dlØ dokazatel~stva sledu¸wego rezul~- tata.

Predloßenie 1. Pust~ R – kommutativnoe polulokal~noe kol~-

co takoe, qto 2 ∈ R^∗ i v kaßdom pole vyqetov R soderßitsØ ne menee 5 fflementov. Togda v Γ imeet mesto standartnoe opisanie podradikal~nyh podgrupp, soderßawih T .

Dokazatel~stvo. My hotim dokazat~, qto esli x ∈ H, to na samom dele x ∈ Γ(σ), gde σ – associirovannaØ s H set~. DlØ fftogo predstavim x v vide x = vdu, gde v ∈ V_Γ(J), d ∈ T , u ∈ U_Γ. Tak kak matrica x podradikal~naØ, to x_{00} ∈ R^∗ i, sledovatel~no, my moßem primenit~ k x lemmu 2 i zakl¸qit~, qto x_{i0}, x^′_{i0} ∈ σ_{i0}. Prove-

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 57

dem teper~ nesloßnu¸ indukci¸, pokazyva¸wu¸, qto, umnoßaØ x na podhodØwu¸ matricu iz E_Γ(σ), moßno sqitat~, qto x_{i0} = 0 dlØ vseh i ≠ 0. V samom dele, kofffficienty v_{01} i u_{10} lix~ na mnoßitel~ iz R^∗ otliqa¸tsØ ot x_{01} i x_{10} i, sledovatel~no, prinadleßat σ_{01} i σ_{10} sootvetstvenno. UmnoßaØ matricu sleva na

T_{01}(−v_{01}) i sprava na T_{10}(−u_{10}), moßno sqitat~, qto x_{10} = x_{01} = 0.

Pust~ teper~ x – takaØ matrica iz H, qto x_{10} = . . . = x_{r−1,0} = 0 i x_{01} = . . . = x_{0,r−1} = 0. Togda kofffficienty v_{0r} i u_{r0} lix~ na mnoßitel~ iz R^∗ otliqa¸tsØ ot x_{0r} i r0 i, sledovatel~no, prinadleßat σ_{0r} i σ_{r0} sootvetstvenno. UmnoßaØ x sleva na T_{0r}(−v_{0r} ) i sprava na T_{r0}(−u_{r0}), moßno sqitat~, qto i x_{r0} = x_{0r} = 0. Zaverxiv fftot process, my poluqim matricu y iz E_Γ(σ)xE_Γ(σ), u kotoroæ v nulevoæ stroke i nulevom stolbce vse nediagonal~nye fflementy nulevye.

Itak, predxestvu¸wee rassußdenie svelo dokazatel~stvo predloßeniØ dlØ neqetnomernogo sluqaØ k qetnomernomu. Esli vse polØ vyqetov kol~ca R soderßat ne menee 7 fflementov, to dlØ qetnomernogo sluqaØ predloßenie srazu vytekaet iz teoremy 2 raboty [2]. Ostalos~ zametit~, qto v sluqae podradikal~nyh podgrupp dokazatel~stvo fftoæ teoremy prodolßaet ostavat~sØ vernym i pri naliqii poleæ vyqetov iz pØti fflementov, qto svØzano s tem, qto obratimost~ diagonal~nyh kofffficientov matric iz B_Γ(n, R, J) imeet mesto avtomatiqeski i ne nakladyvaet nikakih dopolnitel~nyh ograniqeniæ na parametry. Tak, v dokazatel~stve lemmy 8 ne nußno trebovat~, qtoby 1 + θx i 1 + ηx byli obratimy, takße i sobstvenno v samom dokazatel~stve teoremy 2 obratimost~ c^′_{jj} ne nakladyvaet dopolnitel~nyh ograniqeniæ na ε. �to zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ v polnom ob¨eme.

4^∘. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 1. NarØdu s set~¸ bu-

dem rassmatrivat~ sootvetstvu¸wu¸ nadradikal~nu¸ set~ σ^∗, opredelennu¸ ravenstvami σ^∗_{ij} = σ_{ij} + J. HotØ sledu¸wie dve lemmy spravedlivy dlØ l¸byh kommutativnyh kolec, s cel~¸ nekotorogo uproweniØ dokazatel~stv my ograniqimsØ sluqaem polulokal~nyh kolec, tem bolee, qto tol~ko dlØ fftogo sluqaØ my budem ih ispol~zovat~.

Lemma 6. Pust~ R – kommutativnoe polulokal~noe kol~co ta-

koe, qto 2 ∈ R^∗, a σ – ortogonal~naØ D-set~ idealov nad R. Togda Γ(σ^∗) = Γ(σ)Γ_J .

58 N. A. VAVILOV

Dokazatel~stvo. Sledu¸wie vkl¸qeniØ oqevidny: EΓ(σ^∗)T 6

Γ(σ)Γ_J 6 Γ(σ^∗). Ostalos~ soslat~sØ na lemmu 3 raboty [2].

Lemma 7. V usloviØh lemmy 6 imeem Γ(σ^∗) ∩ NΓ(σ) = Γ(σ).

Dokazatel~stvo. L¸bu¸ matricu a ∈ Γ(σ^∗) ∩ NΓ(σ) moßno po predyduweæ lemme predstavit~ v vide a = bc, gde b ∈ Γ(σ), c ∈

Γ_J . Sledovatel~no, c ∈ N_Γ(σ) ∩ Γ_J i, znaqit, po lemme 1 raboty

[2] imeem c_{ij} c^′_{jj} ∈ σ_{ij} pri vseh i, j. Ostalos~ zametit~, qto c^′_{jj} sravnim s 1 po modul¸ J i, sledovatel~no, obratim, t.e. c_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ vseh i, j i, znaqit, a ∈ Γ(σ).

Zaverxim teper~ dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ H – podgruppa v Γ, soderßawaØ T . Tak kak nad radikalom po 1^∘, 2^∘ uße imeetsØ standartnoe opisanie, to naædetsØ edinstvennaØ set~ idealov τ takaØ, qto Γ(τ ) 6 HΓ_J 6 N_Γ(τ ). Pokaßem, qto na samom dele τ = σ^∗, gde σ – set~, associirovannaØ s H. ˚sno, qto

σ^∗ 6 τ . Obratno, pust~ α ∈ τ_{ij}. Togda T_{ij} (α) ∈ HΓ_J ili, qto to ße

samoe, naædetsØ c ∈ Γ_J takaØ, qto cT_{ij} (α) ∈ H. ˚sno, qto T_{ij}(α) prinadleßit libo H ∩ B_Γ(n, R, J), libo H ∩ fB_Γ(n, R, J)f^{−1}, gde

f = sdiag(1, . . . , 1) – ta ße matrica, qto i v §1. V silu standart-

nosti opisaniØ podradikal~nyh podgrupp, dokazannoæ v 3^∘, ffto oznaqaet, qto cT_{ij}(α) ∈ Γ(σ). No ved~ ffto i znaqit, qto α ∈ σ^∗_{ij}. Takim obrazom, esli a – proizvol~naØ matrica iz H, to aΓ(σ)a^{−1} 6

Γ(σ^∗) 6 Γ(σ)Γ_J . Znaqit dlØ l¸bogo b ∈ Γ(σ) imeem aba^{−1} = cg, gde c ∈ Γ(σ) i g ∈ Γ_J . No g = c^{−1}aba^{−1} ∈ Γ_J ∩ H 6 B_Γ(n, R, J) ∩ H,

otkuda g ∈ Γ(σ), t.e. a ∈ N_Γ(σ), qto i zaverxaet dokazatel~stvo.

5^∘. Podgruppy, normalizuemye diagonal~¸. Soverxenno Øs-

no, qto sledstvie 2 srazu vytekaet iz teoremy 1 i sledu¸wego vspomogatel~nogo utverßdeniØ.

Lemma 8. Pust~ v kommutativnom kol~ce R naædetsØ takoæ

obratimyæ fflement θ, qto θ^2 −1 takße obratim. Esli podgruppa H v Γ normalizuetsØ T_Γ, to vsØkaØ fflementarnaØ ortogonal~naØ transvekciØ, prinadleßawaØ HT_Γ, prinadleßit uße H.

Dokazatel~stvo. Pust~ Tij (α) = ad, gde α ∈ R, a ∈ H, d ∈ T i

i ≠ j. Po kraæneæ mere odin iz indeksov i, j otliqen ot nulØ.

Pust~, skaßem, i ≠ 0. Togda D_i(θ)T_{ij} (α)D_i(θ)^{−1} = T_{ij} (θα), a b =

D_i(θ)aD_i(θ^{−1}) prinadleßit H. Pofftomu T_{ij} ((θ − 1)α) = ba^{−1} ∈ H

i, sledovatel~no, T_{ij} (α) ∈ H.

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 59

6^∘. Dokazatel~stvo teoremy 2. Seæqas my svedem teoremu 2 k

rezul~tatam raboty [39], otnosivximsØ k sluqa¸ polØ. Dokaßem vnaqale vspomogatel~nyæ rezul~tat, otnosØwiæsØ k soprØßennosti setevyh podgrupp.

Lemma 9. Pust~ R – lokal~noe kol~co takoe, qto 2 ∈ R^∗ i ego

pole vyqetov R/J otliqno ot F_3. Togda esli σ i τ – dve ortogonal~nye D-seti i xΓ(σ)x^{−1} = Γ(τ ) dlØ nekotorogo x ∈ Γ, to x = yw dlØ podhodØwih y ∈ Γ(τ ) i w ∈ W .

Dokazatel~stvo. DlØ poleæ ffto izvestnaØ teorema Titsa [42]. Pust~ teper~ xΓ(σ)x^{−1} = Γ(τ ). Tak kak utverßdenie lemmy dlØ poleæ spravedlivo, to x = yw dlØ nekotoryh y ∈ Γ(τ^∗) i w ∈ W . Po lemme 6 matricu y moßno predstavit~ v vide y = zg, gde

z ∈ Γ(τ ), a g ∈ Γ_J . Togda gΓ(σ^w)g^{−1} = Γ(τ ), gde σ^w – set~ po-

dobnaØ seti σ, vhodØwie v kotoru¸ idealy opredelØ¸tsØ formuloæ (σ^w)_{ij} = σ_{w(i),w(j)}. Teper~ po lemme 2 raboty [2] imeem

g_{ij}g^′_{jj} ∈ τ_{ij} , otkuda tak ße, kak v dokazatel~stve lemmy 7, vy-

tekaet, qto g_{ij} ∈ τ_{ij} dlØ vseh i, j. �to znaqit, qto g ∈ Γ(τ ) i, okonqatel~no, y ∈ Γ(τ ).

Vvedem ewe neskol~ko oboznaqeniæ. DlØ seti idealov σ v R qerez σ̄ oboznaqim set~ idealov v R̄ = R/J, opredelennu¸ formulami σ̄_{ij} = (σ_{ij} + J)/J. Analogiqno, qerez x̄ dlØ x ∈ Γ oboznaqaetsØ obraz x v Γ̄ = SO(n, R/J) otnositel~no kanoniqeskoæ proekcii Γ → Γ̄, a qerez H̄ dlØ podgruppy H 6 Γ oboznaqaetsØ podgruppa HΓ_J /Γ_J 6 Γ̄.

Pust~ teper~ F i H – dve soderßawie T podgruppy v Γ. Soglasno teoreme 1 naædutsØ takie ortogonal~nye D-seti idealov v R, qto Γ(σ) 6 F 6 N_Γ(σ), Γ(τ ) 6 H 6 N_Γ(τ ). Esli

xF x^{−1} = H dlØ nekotorogo x ∈ Γ, to x̄F̄ x̄^{−1} = H. Tak kak, kro-

me togo, Γ(σ̄) 6 F̄ 6 N_Γ(σ̄) i Γ(τ̄) 6 H̄ 6 N_Γ(τ̄ ), to po sledstvi¸ 1 iz teoremy 1 raboty [39] moßno predstavit~ x̄ v vide x̄ = ȳw dlØ podhodØwih y ∈ Γ(τ ) i w ∈ W . V qastnosti,

x̄Γ(σ̄)x̄^{−1} = Γ(τ̄ ) i, znaqit, xΓ(σ)x^{−1} 6 Γ(τ^∗). No ved~, krome to-

go, xΓ(σ)x^{−1} 6 xF x^{−1} 6 H 6 N_Γ(τ ) i, uqityvaØ lemmu 7, imeem xΓ(σ)x^{−1} 6 Γ(τ^∗) ∩ N_Γ(τ ) 6 Γ(τ ). No, otpravlØØs~ ot ravenstva x^{−1}Hx = F , my mogli by toqno tak ße dokazat~ vkl¸qenie

x^{−1}Γ(τ ) 6 xΓ(σ). Pofftomu xΓ(σ)x^{−1} = Γ(σ), i dlØ zaverxeniØ do-

kazatel~stva teoremy 2 nam ostalos~ soslat~sØ na lemmu 9.

7^∘. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ. Kak uße bylo skazano vo vve-

60 N. A. VAVILOV

denii, nastoØwaØ rabota zaverxaet opisanie podgrupp rasxirennyh klassiqeskih grupp Xevalle nad polulokal~nymi kol~- cami, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. Odnako dlØ obyqnyh grupp Xevalle fftot vopros prodolßaet ostavat~sØ otkrytym. Vse suwestvu¸wie metody pozvolØ¸t rassmatrivat~ lix~ gruppy nad polØmi, i segodnØ net nikakih podhodov k rexeni¸ analogiqnoæ zadaqi dlØ skol~-nibud~ obwih polulokal~- nyh kolec daße v sluqae SL_n, ne govorØ uße ob Sp_{2l} ili Spin_n. Edinstvennyæ ime¸wiæsØ v fftom napravlenii rezul~tat otnositsØ k kol~cam diskretnogo normirovaniØ [43].

V konce raboty [2] byla dana geometriqeskaØ pereformulirovka osnovnogo rezul~tata stat~i [44] dlØ ortogonal~nogo sluqaØ. Tam ße obsußdaetsØ svØz~ fftogo rezul~tata s rabotami O. Kinga, posvØwennymi maksimal~nosti podgrupp iz klassov Axbahera C_1, C_2 (sm. [45–47]). Krome treh citirovannyh v [2] rabot fftoæ zadaqe posvØweny takße sledu¸wie stat~i O. Kinga i R. DaØ [48–51]. DlØ raswepimogo sluqaØ ih rezul~taty takße poqti polnost~¸ (krome sovsem malen~kih poleæ i razmernosteæ) vyteka¸t iz naxeæ teoremy 1 i teoremy 1 raboty [27]. Zametim, vproqem, qto poqti polnyæ otvet na vopros o maksimal~- nosti podgrupp iz klassov Axbahera C_1, C_2 vytekaet takße i iz zaverxennoæ Li Xanqßy [52–54] klassifikacii neprivodimyh podgrupp ortogonal~nyh grupp, poroßdennyh kornevymi unipotentnymi podgruppami (ssylki na predxestvu¸wie publikacii B. Stark i U. Kantora, otnosØwiesØ k fftoæ zadaqe, moßno naæti v [27]). Ostalos~ lix~ dobavit~, qto po modul¸ klassifikacii koneqnyh prostyh grupp vopros o maksimal~nosti vseh podgrupp iz klassov Axbahera C_1–C_8 dlØ koneqnogo osnovnogo polØ polnost~¸ rexen P. Kleædmanom i M. Libekom [47, 55].

Literatura

1. N. A. Vavilov, Subgroups of split orthogonal groups in even dimensions. Bull.

Acad. Polon. Sci., Ser. sci. Math., 29, No. 9–10 (1981), 425–429.

2. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp. Sib. mat.

ßurn., 29, No. 3 (1988), 12–25.

3. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. Zap. nauqn. semin. LOMI, 64 (1976), 12–29.

4. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. Tr. Mat. in-ta im. V. A. Steklova AN SSSR, 148 (1978), 43–57.

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 61

5. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. Vestn. LGU, No. 1 (1981), 10–15.

6. N. A. Vavilov, Razloßenie Br¸a dlØ podgrupp, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. Zap. nauqn. semin. LOMI, 103 (1980), 20–30; 114 (1982), 50–61.

7. N. A. Vavilov, E. V. Dybkova, Podgruppy polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. Zap. nauqn. semin. LOMI, 103 (1980), 31–47; 132 (1983), 44–56.

8. N. A. Vavilov, O podgruppah special~noæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. Vestn. LGU, ser. I, Vyp. 4 (1985), 3–7; Vyp. 2 (1986), 10–15; Vyp. 2 (1987), 3–8; Vyp. 3 (1988), 10–15.

9. A. Borel~, ȷ. Tits, Reduktivnye gruppy. Matematika. Period. sb. perev. in.stateæ, 11, No. 1 (1967), 43–111; No. 2, 3–31.

10. G. M. Seitz, Subgroups of finite groups of Lie type. J. Algebra, 61, No. 1 (1979), 16–27.

11. G. M. Seitz, Properties of the known simple groups. Proc. Symp. Pure Math., 37 (1980), 231–237.

12. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. Uspehi mat. nauk, 36, No. 6 (1981), 56–107.

13. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. V kn.: Itogi nauki. Algebra. TopologiØ. GeometriØ. – M., Vyp. 21 (1985), 135–182.

14. A. S. Kondrat~ev, Podgruppy koneqnyh grupp Xevalle. Uspehi mat. nauk, 41, No. 1 (1986), 57–96.

15. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh klassiqeskih grupp. Tr. Mat.

in-ta im. V. A. Steklova AN SSSR, 183 (1990), 29–41.

16. G. M. Seitz, The root subgroups of a maximal torus. Proc. Symp. Pure Math., 37 (1980), 239–241.

17. G. M. Seitz, On the subgroup structure of classical groups. Commun. Algebra,

10, No. 8 (1982), 875–885.

18. G. M. Seitz, Root subgroups for maximal tori in finite groups of Lie type. Pacif.

J. Math., 106, No. 1 (1983), 153–244.

19. N. A. Vavilov, O stroenii gruppy Xevalle tipa E_6. L., Dep. v VINI- TI 22.04.86, 46 s; Dep. v VINITI 17.07.86, 38 s.

20. Z. I. Boreviq, O paraboliqeskih podgruppah v lineænyh gruppah nad polulokal~nym kol~com. Vestn. LGU, No. 13 (1976), 16–24.

21. Z. I. Boreviq, O podgruppah lineænyh grupp, bogatyh transvekciØmi.

Zap. nauqn. semin. LOMI, 75 (1978), 22–31.

22. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Ob opredelenii setevoæ podgruppy. Zap.

nauqn. semin. LOMI, 132 (1983), 26–33.

23. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommukativnym kol~com. Tr. Mat. in-ta im. V. A. Steklova AN SSSR, 165 (1984), 24–42.

24. E. V. Dybkova, O nekotoryh kongruffnc-podgruppah simplektiqeskoæ gruppy. Zap. nauqn. semin. LOMI, 64 (1976), 80–91.

25. E. V. Dybkova, Indeks setevoæ podgruppy v simplektiqeskoæ gruppe nad dedekindovym kol~com. Zap. nauqn.semin. LOMI, 75 (1978), 74–86.

62 N. A. VAVILOV

26. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, Setevye podgruppy grupp Xevalle. Zap.

nauqn. semin. LOMI, 94 (1979), 40–49; 114 (1982), 62–76. 27. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp nad kol~- com. Sib. mat. ßurn., 29, No. 4 (1988), 31–43.

28. N. A. Vavilov, Stroenie raswepimyh klassiqeskih grupp nad kommutativnym kol~com. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 299, No.6 (1988), 1300–1303.

29. R. W. Carter, Simple groups of Lie type. London, New York, Wiley, 1972.

30. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. M., Mir, 1973. 31. �. Artin, GeometriqeskaØ algebra. M., Nauka, 1969. 32. ȷ. D~edonne, GeometriØ klassiqeskih grupp. M., Mir, 1974.

33. J.-Y. Hée, Groupes de Chevalley et groupes classiques. Publ. Math. Univ. Paris.

VII, 17 (1984), 1–54.

34. K. Suzuki, On parabolic subgroups of Chevalley groups over local rings. Tôhoku Math. J, 28, No. 1 (1976), 57–66.

35. K. Suzuki, On parabolic subgroups of Chevalley groups over commutative rings.

Sci. Repts Tokyo Kyoiku Daigaku, 13, No. 366–382 (1977), 86–97.

36. N. A. Vavilov, O paraboliqeskih podgruppah grupp Xevalle nad polulokal~nym kol~com. Zap. nauqn. semin. LOMI, 75 (1978), 43–58.

37. N. A. Vavilov, Paraboliqeskie podgruppy grupp Xevalle nad kommutativnym kol~com. Zap. nauqn. semin. LOMI, 116 (1982), 20–43.

38. Z. I. Boreviq, H. O. Lesama Serrano, Gruppa obratimyh fflementov polusoverxennogo kol~ca. Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ. I, L., Izd-vo LGU (1986), 14–67.

39. N. A. Vavilov, Teoremy soprØßennosti dlØ podgrupp rasxirennyh grupp Xevalle, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 299, No. 2 (1988), 269–272.

40. N. A. Vavilov, O soprØßennosti podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. Uspehi mat. nauk, 34, No. 5 (1979), 216–217.

41. O. T. O’Mira, Lekcii o lineænyh gruppah. V kn.: Avtomorfizmy klassiqeskih grupp. – M., Mir, 1976, 57–167.

42. ȷ. Tits, Izotropnye poluprostye gruppy. Matematika Period. sb. perev. in. stateæ, 9, No. 1 (1965), 149–161.

43. I. Hamdan, O podgruppah special~noæ lineænoæ gruppy nad kol~com diskretnogo normirovaniØ. 19-Ø Vseso¸zn. algebr. konf. Tez. dokl., Q. I (1987), 298.

44. N. A. Vavilov, Maksimal~nye podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ raswepimyæ tor. Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ. I. L., Izd-vo LGU (1986), 67–75.

45. M. Aschbacher, On the maximal subgroups of the finite classical groups. Invent.

Math., 76, No. 3 (1984), 469–514.

46. Sh. Li, Maximal subgroups in classical groups over arbitrary fields. Proc. Symp.

Pure Math., 47 (1987).

47. P. Kleidman, M. Liebeck, A survey of the maximal subgroups of the finite simple groups. Geom. dedic., 25, No. 1–3 (1988).

48. O. King, Imprimitive maximal subgroups of the orthogonal, special orthogonal, unitary and special unitary groups. Math. Z., 182, No. 2 (1983), 193–203.

O PODGRUPPAH ORTOGONAL^NYH GRUPP 63

49. O. King, Imprimitive maximal subgroups of the symplectic, orthogonal and unitary groups. Geom. dedic., 15, No. 4 (1984), 339–353.

50. O. King, Imprimitive maximal subgroups of finite orthogonal groups. Geom.

dedic., 21, No. 4 (1986), 341–348.

51. R. Dye, Maximal subgroups of the finite orthogonal and unitary groups stabilizing anisotropic subspaces. Math. Z., 189, No. 1 (1985), 119–129.

52. Sh. Li, Maximal subgroups containing root subgroups in finite classical groups.

Kexue Tongbao, 29, No. 1 (1984), 14–18.

53. Sh. Li, J. Zha, Certain classes of maximal subgroups in classical groups. Lectures at the International Group Theory Symp., Beijing, 1984.

54. Sh. Li, Maximal subgroups in Ω(n, K, F ) with root subgroups. Sci. Sinica, Ser. A.,

28, No. 8 (1985), 826–838.

55. P. Kleidman, M. Liebeck, The subgroup structure of the finite classical groups.

London Math. Soc. Lecture Notes. Ser. No. 129, Cambridge Univ. Press, 1988.

Vavilov N. A. Subgroups of the split orthogonal group. II. In the first paper of the series, we proved standardness of subgroups containing a split maximal torus in the split orthogonal group SO(n, R) over a commutative semilocal ring R for the two following situations: 1) n is even, 2) n is odd and R = K is a field. In the present paper we prove standardness of intermediate subgroups over a semilocal ring R in the case of an odd n. Together with the preceeding papers by Z. I. Borewicz, the author, and E. V. Dybkova this paper completes description of the overgroups of split maximal tori in the classical groups over semilocal rings. The analysis of odd orthogonal groups turned out to be technically much more difficult than other classical cases. Unlike all preceeding papers the proof of the key step in the reduction to the field case relies on calculations with a class of semisimple elements which are neither microweight elements, nor semisimple root elements.

Postupilo 10 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet