Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. I. Vinogradov

O GIPOTEZE LINNIKA I

Vvedenie

V 1962 godu na meßdunarodnom matematiqeskom kongresse v Stokgol~me ı. V. Linnik [1] vyskazal gipotezu o dvoænom kornevom ponißenii dlØ summy Kloostermana S(m, n; c) [2] pri summirovanii ih po modulØm c ¿ 1: l_{m,n}(x) = ∑ 16c6x S(m, n; c) c ≪ x^ε, (0.1)

gde x ¿ 1 – rastuwiæ parametr; m ¿ 1, n ¿ 1 – celye fiksirovannye parametry, edinye dlØ vseh summ Kloostermana; ε > 0 – skol~ ugodno maloe, no fiksirovannoe qislo. Konstanta v ocenke (0.1) zavisit ot m i n.

Na spektral~nom puti v rabotah [5, 7] poluqena ocenka (0.1) dlØ ε =^1_6 , qto podtverßdaet interferenci¸ summ Kloostermana po modulØm, tak kak trivial~noæ ØvlØetsØ ocenka l_{m,n}(x) ≪ x^{12 +ε}, kotoraØ srazu ße sleduet iz ocenki A. VeælØ [3] dlØ summ Kloostermana: |S(m, n; c)| 6 √ c · min [√ (m, c) · τ ( c (m, c) ) , √ (n, c) · τ ( c (n, c) )] . (0.2) Esli sqitat~ parametry m i n fiksirovannymi, a c – rastuwim, togda ocenku (0.2) moßno perepisat~ v bolee prostom vide: S(m, n; c) ≪ c^{12 +ε}. Iz fftoæ ocenki vidno, qto gipoteza Linnika predpolagaet vtoroe kornevoe ponißenie dlØ summy summ Kloostermana l_{m,n}(x) pri summirovanii po modulØm c 6 x.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 99-01- 00102. 64

O GIPOTEZE LINNIKA I 65

V ocenke (0.1) na samom dele skryty dve ocenki, odna analitiqeskaØ po dline summy Linnika x, a drugaØ arifmetiqeskaØ po parametram m i n. Na praktike qawe vsego ffti parametry ne fiksirovany i takße rastut vmeste s dlinoæ intervala x. DlØ togo, qtoby moßno bylo razobrat~sØ kak vyglØdit ocenka (0.1) otnositel~no treh parametrov (m, n, x), my vospol~zuemsØ toßdestvom dlØ summ Kloostermana (sm. [5]): S(m, n; c) = ∑ Δ|(m,n,c) ΔS ( 1, m · n Δ^2 , c Δ ) . (0.3)

PodstavlØØ (0.3) v opredelenie summy Linnika l_{m,n}(x) v (0.1) poluqim toßdestvo i dlØ nee: l_{m,n}(x) = ∑ Δ|(m,n) l_{1,} m·n_{Δ2} ( x Δ ) . (0.4)

Iz fftogo toßdestva sleduet, qto ne naruxaØ obwnosti ocenki (0.1), moßno ograniqit~sØ summoæ Linnika tol~ko s odnim parametrom:

l_{1,m}(x) = ∑ 16c6x S(1, m; c) c . (0.5)

DlØ fftoæ summy gipotezu Linnika (0.1) moßno zapisat~ v absol¸tnoæ forme:

l_{1,m}(x) ≪ (m · x)^ε, (0.6)

v tom smysle, qto konstanta v ocenke (0.6) zavisit tol~ko ot parametra ε > 0. Ocenka A. VeælØ (0.2) takße uprowaetsØ v fftom sluqae: |S(1, m; c)| 6 √ c · τ (c). (0.7)

Esli ocenku (0.7) podstavit~ v toßdestvo (0.3), togda uprowaetsØ i obwaØ ocenka VeælØ (0.2) |S(m, n; c)| 6 √ c ∑ Δ|(m,n^′c) √ Δ · τ ( c Δ ) . (0.2^a)

V fftoæ rabote my poluqim srednekvadratiqnu¸ gipotezu Linnika dlØ summy (0.5): N∫ 1 2 N |l_{1,m}(x)|^2dx ≪ N^{1+ε}. (0.8)

66 A. I. VINOGRADOV

Pri fftom konstanta v ocenke (0.8) ne zavisit ot m, esli vypolnØetsØ uslovie:

m ≪ N^2. (0.9)

Budet poluqen takße i arifmetiqeskiæ variant ocenki (0.8) po parametru m: ∑ m6M^{|l1,m(x)|} 2 ≪ M^{1+ε}. (0.10)

Konstanta v ocenke (0.10) ne zavisit ot x, esli vypolnØetsØ uslovie:

x ≪ M ≪ x^2. (0.11)

Moßno ob¨edinit~ ocenki (0.8) i (0.10) v odnu kombinirovannu¸ ocenku, esli vvesti normirovannu¸ summu Linnika vida:

l^∗_{1,m}(x) = ∑ c62π^√m·x S(1, m; c) c . DlØ kombinirovannogo srednego fftoæ summy spravedliva ocen- ka: ∑ m6M N∫ 1 2 N |l^∗_{1,m}(x)|^2dx ≪ (M · N )^{1+ε}. (0.13)

Konstanta v ocenke (0.13) zavisit tol~ko ot ε > 0, esli vypolnØetsØ uslovie:

M ≪ N^2. (0.14)

§1. Predvaritel~nye svedeniØ V svØzi s gipotezoæ Linnika [1], A. Sel~berg vvel Z-funkci¸ v rabote [4]: Z_{m,n}(S) = ∞∑ c=1 S(m, n; c) c^{2s} , Re s > 3 4 , (1.1)

i poluqil dlØ nee spektral~noe razloßenie

Z_{m,n}(s) = (Z^{con}_{m,n} + Z^{cusp}_{m,n} + Z^{disc}_{m,n})(s). (1.2)

O GIPOTEZE LINNIKA I 67

Naibolee vaßnoæ sredi komponent (1.2) ØvlØetsØ diskretnaØ sostavlØ¸waØ Z^{disc}_{m,n}, Øvnyæ vid kotoroæ opredelØetsØ ravenstvom:

Z^{disc}_{m,n}(s) = ∞∑ j=1 α_j(m, n) · h(–_j, s) · (2π √ m · n)^{1−2s}, (1.3) gde α_j(m, n) = ρ_j (m) · ρ_j (n) · (chπ–_j)^{−1}, –_j = √ λ_j − 1 4 , h(r, s) = 1 2 sin πs · Γ ( s − 1 2 − ir ) Γ ( s − 1 2 + ir ) , (1.4)

λ_j >^1_4 – sobstvennoe qislo j-oæ sobstvennoæ funkcii f_j (z)

diskretnogo spektra operatora Laplasa Δ = −y^2 (_{∂2} ∂x2 +^{∂2}_{∂y2} ) dlØ gruppy avtomorfnosti SL(2, Z); ρ_j (m) – kofffficient Fur~e funkcii f_j (z):

f_j (z) = ∑ m≠0 ρ_j (m) · √ y · K_i–_j (2π|m|y) · e^{2πimx}, (1.5) z = x + iy ∈ H – verhneæ poluploskosti y > 0.

Sobstvennye funkcii f(z) my vybirem tak, qtoby oni byli odnovremenno i sobstvennymi funkciØmi vseh operatorov Gekke T_m T_m · f_j(z) = t_j (m) · f_j (z), m ¿ 1. (1.6)

V fftom sluqae kofffficienty Fur~e ρ_j (m) iz razloßeniØ (1.5) stanovØtsØ proporcional~nymi sobstvennym qislam t_j (m) iz (1.6):

ρ_j (m) = ρ_j (1) · t_j(m).

DlØ otricatel~nyh nomerov ffto svoæstvo perenositsØ, blagodarØ ravenstvu ρ(−m) = ξ_j · ρ_j (m), gde ξ_j = ±1 v zavisimosti ot qetnosti ili neqetnosti funkcii

f_j (z). Dokazatel~stvo poslednego ravenstva moßno naæti v ra-

bote [9].

V silu ffrmitovosti operatorov Gekke T_m ih sobstvennye qisla t_j(m) ØvlØ¸tsØ vewestvennym pri vseh m ¿ 1 bez iskl¸- qeniæ, tak kak my rassmatrivaem diskretnu¸ gruppu SL(2, Z),

68 A. I. VINOGRADOV

kotoraØ ØvlØetsØ Γ_q -gruppoæ s trivial~nym kongruffnc-modulem

q = 1. (Iskl¸qeniem iz ffrmitovosti mogut byt~ tol~ko opera-

tory T_m dlØ sluqaev (m, q) > 1.) Pofftomu arifmetiqeskiæ kofffficient α_j(m, n) iz razloßeniØ (1.3) moßno zapisat~ v novom vide:

α_j(m, n) = α_j · t_j (m) · t_j (n), (1.7) gde α_j = α_j(1, 1) = |ρ_j(1)|^2 · (chπ–_j)^{−1}.

˚vnyæ vid nepreryvnoæ komponenty iz (1.2) opredelØetsØ ravenstvom:

Z^{con}_{m,n}(s) + δ_{m,n} 2π · Γ(s) Γ(1 − s) =

= 1 2πi ∞∫ −∞ τ 1_{2 +ir} (m)τ 1_{2 −ir}(n) ζ(1 + 2ir)ζ(1 − 2ir) h(r, s)dr (1.8)

δ_{m,n} – simvol Kronekera, τ_s(n) = n^{s− 12} · σ_{1−2s}(n),

σ_s(n) = ∑ d|n d^s. Komponenta dlØ klassiqeskih paraboliqeskih form Z^{cusp}_{m,n} iz (1.2) opredelØetsØ ravenstvom:

Z^{cusp}_{m,n} (s) = ∑ k≡0 (mod 2) k¿2 P_{m,n}(k) · Γ ( s +^k_2 − 1 ) Γ ( 1 − s +^k_2

) , (1.9)

gde P_{m,n}(k) = (k − 1) ∞∑ c=1 S(m, n; c) c J_{k−1} ( 2π √ mn c ) . Otmetim, qto ravenstva (1.9) vzØty iz raboty [5] s zamenoæ simvola: 2l + 2 = k i vkl¸qen sluqaæ k = 2 dlØ togo, qtoby vse rassußdeniØ moßno bylo avtomatiqeski perenesti na l¸- bu¸ kongruffnc-gruppu Γ_q , q ¿ 1 (v sluqae Γ_1 = SL(2, Z) sluqaæ k = 2 numeruet pustoe prostranstvo). Predstavleniem (1.9) udobno pol~zovat~sØ v pravoæ poluploskosti Re s ¿^1_2 , gde ono absol¸tno shoditsØ po k > 0 vvidu ffksponencial~nogo ubyvaniØ funkcii BesselØ J_{k−1} po vewestvennomu indeksu (k − 1) ¿ 1.

O GIPOTEZE LINNIKA I 69

V levoæ poluploskosti Re s <^1_2 predstavlenie (1.9) moßno perevesti na Øzyk sobstvennyh qisel operatorov Gekke po analogii s diskretnoæ komponentoæ. DlØ fftogo nado vospol~zovat~sØ ravenstvom meßdu kofffficientami Fur~e klassiqeskih rØdov Puankare i sobstvennymi funkciØmi operatorov Gekke v koneqnomernom prostranstve:

2π(−1)^{k2} P_{m,n}(k) + δ(m, n) = ∑ 16j6θk^{aj,ktj,k(m)tj,k(n),} (1.10)

gde a_{j,k} – normirovoqnyæ kofffficient:

a_{j,k} = |ρ_{j,k}(1)|^2Γ(k − 1)(4π)^{1−k},

θ_k – razmer koneqnomernogo prostranstva.

V klassiqeskih prostranstvah takße veren analog ravenstva (1.6): T_m · f_{j,k}(z) = t_{j,k}(m)f_{j,k}(z), s tem ße sootnoxeniem meßdu kofffficientami Fur~e i sobstvennymi qislami operatorov Gekke ρ_{j,k}(m) = ρ_{j,k}(1)t_{j,k}(m), gde kofffficienty ρ_{j,k}(m) opredelØ¸tsØ razloßeniem Fur~e: f_{j,k}(z) = ∞∑ m=1 ρ_{j,k}(m)m^{k−12} · e^{2πimz}. Ravenstvo (1.10) pozvolØet ispol~zovat~ ocenku DelinØ (gipoteza Petersona): |t_{j,k}(m)| 6 τ (m) = ∑ d|m 1. Podrobnosti dokazatel~stva ravenstv (1.3), (1.8), (1.9), (1.10) moßno naæti v rabotah [5, 6].

Iz Øvnogo vida treh spektral~nyh komponent v (1.2) vidno, qto vse oni regulØrny v pravoæ poluploskosti Re s >^1_2 . DlØ komponenty Z^{cusp}_{m,n} (s) granica regulØrnosti sdvigaetsØ vlevo ewe dal~xe – do mnimoæ osi Re s = 0. Pofftomu Øsno, qto spektral~- noe razloßenie (1.2) dlØ Z-funkcii Sel~berga pozvolØet prodolßit~ ee regulØrnym obrazom do prØmoæ Re s =^1_2 i meromorfno na vs¸ levu¸ poluploskost~ Re s 6^1_2 .

70 A. I. VINOGRADOV

§2. Summa Linnika

Iz vsego skazannogo v §1 sleduet, qto gipoteza Linnika (0.1) svoditsØ k spektral~nym svoæstvam Z-funkcii Sel~berga qerez razryvnoæ integral teorii qisel, kotoryæ pozvolØet svØzat~ summu Linnikak l_{1,m}(x) i Z-funkci¸ Sel~berga ravenstvom:

l_{1,m}(x) = 1 2πi σ+iT∫

σ−iT x^{2s} s Z_{1,m} ( 1 2 + s ) ds+

+O (√ x T log^3 x ) (2.1) s = σ + it, |t| 6 T ∈ (1, √ x), σ = 1 4 + 1 log x . DlØ odnoparametriqeskoæ summy Linnika l_{1,m}(x) konstanta v Osimvole pravoæ qasti (2.1) ØvlØetsØ absol¸tnoæ i ot parametra m ne zavisit. �to ØvlØetsØ osnovnoæ priqinoæ, poqemu vygodno pereæti k odnoparametriqeskoæ summe Linnika, ispol~zovav toßdestva (0.3) i (0.4).

SdvigaØ kontur v integrale (2.1) vlevo na prØmu¸

Re s = ε_0 = 1 log x

(2.2)

my svedem zadaqu k ocenke treh spektral~nyh komponent vblizi mnimoæ osi: 1 2πi ε0+iT∫

ε0−iT x^{2s} s [ Z^{disc}_{1,m} + Z^{cusp}_{1,m} + Z^{con}_{1,m} ] (1 2 + s ) ds. (2.3) Ocenki integralov na perekladinah vverhu i vnizu ne vyzyva¸t problem i uhodØt v ostatok s porØdkom malosti ne bol~xe ostatka v pravoæ qasti (2.1), s ispol~zovaniem gipotezy Petersona dlØ nulevogo vesa [8].

Krome togo, iz Øvnogo vida komponent Z^{con} i Z^{cusp} v §1 vidno, qto oni oceniva¸tsØ sravnitel~no prosto na konture (2.3) i tak ße uhodØt v ostatok s tem ße porØdkom malosti, kak i perekladiny. Pofftomu ishodnyæ integral pravoæ qasti (2.1) svoditsØ

O GIPOTEZE LINNIKA I 71

k integralu (2.3) ot diskretnoæ komponenty: 1 2πi ε0+iT∫

ε0−iT x^{2s} s Z^{disc}_{1,m} ( 1 2 + s ) ds. (2.4) Ispol~zuØ spektral~noe predstavlenie (1.3) dlØ diskretnoæ komponenty, sdvinem kontur (2.4) ewe raz vlevo na prØmu¸

Re s = − 1 2 . (2.5)

Po teoreme Koxi o vyqetah my poluqim, qto integral (2.4) raven summe vyqetov v pol¸sah h-funkcii na mnimoæ osi:

W_{1,m}(x) + W_{1,m}(x) + O(τ (m) log^3 x), (2.6) gde W_{1,m}(x) = ∑ x_j 6T α_j(1, m) ( x 2π √ m )_{2i}–_j

Γ(2i–_j)

i–j^{chπ}–^{j. (2.7)}

Ostatok v O-simvole (2.6) poluqaetsØ ot integralov na perekladinah vverhu i vnizu i na konture (2.5), esli vypolnØetsØ uslovie

m ≪ x^2. (2.8)

Ocenka summy (2.7) i sostavlØet sut~ gipotezy Linnika. Esli deæstvovat~ trivial~no, t.e. ocenivat~ summu (2.7) po modul¸ slagaemyh, togda poluqaetsØ ocenka W_{1,m}(x) ≪ τ (m) √ T . (2.9)

Konstanta v ocenke (2.9) absol¸tnaØ.

Zatem vybiraØ parametr T iz optimal~nogo ravenstva √ T = √ x T log^3 x → T =^3 √ x log^2 x,

i podstavlØØ ffto znaqenie T v (2.9) i (2.1), poluqaem ocenku:

l_{1,m}(x) ≪ τ (m)^6 √ x log x. (2.10)

�ta ocenka i byla poluqena v rabotah [5, 7]. Esli ocenku (2.10) podstavit~ v (0.4) s zamenoæ m →^{mn}_Δ , togda poluqaetsØ ocenka dlØ dvuhparametriqeskoæ summy Linnika: l_{m,n}(x) ≪ τ (m)τ (n)τ ((m, n))^6 √ x log x. (2.11)

72 A. I. VINOGRADOV

Uslovie (2.8) v fftom sluqae perehodit v uslovie na oba parametra:

m · n ≪ x^2. (2.12)

V fftom sluqae konstanta v ocenke (2.12) absol¸tnaØ.

§3.SrednekvadratiqnaØ ocenka Esli v ishodnom ravenstve (2.1) raspoloßit~ parametr x v intervale 1 2 N 6 x 6 N, N ¿ 4, (3.1)

i poloßit~ T = √ N , σ =^1_4 +^1_{log N} , togda ravenstvo (2.1) preobrazuetsØ k analogu ravenstva s integralom (2.4):

l_{1,m}(x) = 1 2πi ε0+iT∫

ε0−iT x^{2s} s Z^{disc}_{1,m} ( 1 2 + s ) ds+

+O(τ (m) log^3 N ), (3.2)

gde ε_0 =^1_{log N} . Integral pravoæ qasti (3.2) raven summe (2.6), pofftomu iz ravenstva (3.2) poluqaetsØ srednekvadratiqnaØ ocenka po intervalu (3.1) s pomow~¸ neravenstva Xvarca: N∫ 1 2 N |l_{1,m}(x)|^2dx ≪ N∫ 1 2 N |W_{1,m}(x)|^2dx + τ^2(m) log^6 N. (3.3)

Pri poluqenii ocenki (3.3) nado pomnit~ ob uslovii (2.8), kotoroe obespeqivaet porØdok vtorogo slagaemogo pravoæ qasti (3.3) imenno takogo vida.

DlØ ocenki integrala v pravoæ qasti (3.3) udobno snaqala razbit~ summu W_{1,m} iz (2.7) na “Øwiki” toqkami geometriqeskoæ progressii:

W_{1,m}(x) = k0∑ k=0 W^{(k)}_{1,m}(x), (3.4) gde W^{(k)}_{1,m}(x) = ∑ 1 2 t_k<–_j 6t_k

(·). (3.5)

O GIPOTEZE LINNIKA I 73

˚dro v summe (3.5) to ße samoe, qto i v summe (2.7) pri n = 1,

t_k = 1 2^k

T, k ∈ [0, k_0], k_0 = [log_2 T ]. (3.6)

PodstavlØØ (3.4) v (3.3) i primenØØ neravenstvo Xvarca, poluqaem ocenku: N∫ 1 2 N |W_{1,m}(x)|^2dx ≪ k_0 k0∑ k=0 N∫ 1 2 N |W^{(k)}_{1,m}(x)|^2dx. (3.7)

Tem samym zadaqa svelas~ k ocenke integrala ot kvadrata “Øwika” (3.5):_N ∫ 1 2 N |W^{(k)}_{1,m}(x)|^2dx. (3.8)

PodstavlØØ pravu¸ qast~ (3.5) v (3.8) i menØØ porØdki integrirovaniØ i summirovaniØ, poluqaem, qto integral (3.8) ne bol~xe, po svoemu porØdku, qem veliqina N t^3_k ∑ 1 2 t_k<–_j1 ,

–j_2 6tk |α_{j1} (1, m)| · |α_{j2} (1, m)| 1 + |–_{j1} − –_{j2} |

. (3.9)

Vospol~zuemsØ gipotezoæ Petersona [8], kotoraØ obespeqivaet ocenku:

|α_j(1, m)| 6 α_j · τ (m), (3.10) gde α_j = |ρ_j(1)|^2(chπ–_j)^{−1}.

PodstavlØØ (3.10) v (3.9), privedem fftu summu k novomu vidu:

τ^2(m) N t^3_k · ∑ 1 2 t_k<–_j1 ,

–j_2 6tk α_{j1} · α_{j2} 1 + |–_{j1} − –_{j2} |

. (3.11)

Teper~ vvedem lokal~nye summy:

a_n = ∑ n<–j 6n+1 α_j, n ¿ 0. (3.12)

74 A. I. VINOGRADOV

Iz opredeleniØ summy (3.12) sleduet, qto summa (3.11) po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny

τ^2(m) N t^3_k ∑ 1 2 t_k<n1, n26tk a_{n1} · a_{n2} 1 + |n_1 − n_2|

; (3.13)

summirovanie v (3.13) idet po celym n_1 i n_2.

Iz teoremy 6, [5] poluqaem ocenku dlØ summy (3.12):

a_n ≪ (n + 2) log(n + 2).

PodstavlØØ fftu ocenku v (3.13), poluqaem, qto ffta summa po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny

τ^2(m) N t_k log^2 N ∑ 06n1,_{n2}6_{tk} 1 1 + |n_1 − n_2|

. (3.14)

DlØ summy v (3.14) spravedliva ocenka: ∑ 06n1,_{n2}6_{tk} 1 1 + |n_1 − n_2|

≪ t_k log t_k.

PodstavlØØ fftu ocenku v (3.14), poluqaem ocenku dlØ integrala (3.8):_N ∫ 1 2 N |W^{(k)}_{1,m}(x)|^2dx ≪ τ^2(m)N log^3 N.

PodstavlØØ fftu ocenku v (3.7), poluqaem, qto integral v levoæ qasti (3.7) ne bol~xe veliqiny porØdka

τ^2(m)N log^5 N.

Vmeste s neravenstvom (3.3) ffto privodit k ocenke kvadratiqnogo srednego dlØ summy Linnika: N∫ 1 2 N |l_{1,m}(x)|^2dx ≪ τ^2(m)N log^6 N. (3.15)

Konstanta v fftoæ ocenke absol¸tnaØ pri uslovii, qto m ≪ N^2.

O GIPOTEZE LINNIKA I 75

DlØ togo, qtoby poluqit~ analogiqnu¸ ocenku dlØ dvuhparametriqeskoæ summy Linnikak l_{m,n}(x) dostatoqno zametit~, qto iz toßdestva (0.4), po neravenstvu Xvarca, sleduet ocenka: |l_{m,n}(x)|^2 6 τ ((m, n)) ∑ Δ|(m,n) | |l1,^{mn}_{Δ2} ( x Δ )| |^2 . (3.16)

Iz (3.16) sleduet, qto srednekvadratiqnoe N∫ 1 2 N |l_{m,n}(x)|^2dx (3.17) svoditsØ k srednekvadratiqnomu: N∫ 1 2 N | |l1,^{mn}_{Δ2} ( x Δ )| |^2 dx, (3.18)

a ono, v svo¸ oqered~, ravno Δ N Δ∫ 1 2 N Δ | |l1,^{mn}_{Δ2} (y) | |^2 dy. (3.19)

Dal~xe ostaetsØ zametit~, qto iz usloviØ

m · n ≪ N^2 (3.20)

sleduet uslovie mn Δ^2 ≪ ( N Δ )_2

, (3.21)

spravedlivoe dlØ vseh Δ | (m, n). No esli vypolneno uslovie (3.21), togda dlØ integrala iz (3.19) spravedliva ocenka (3.15) s zamenoæ m →^{mn}_{Δ2} , N →^N_Δ . Pofftomu (3.19) v celom po svoemu porØdku ne bol~xe veliqiny

τ^2 ( mn Δ^2 ) N log^6 N.

Sledovatel~no, integral (3.18) takße ne bol~xe fftogo porØdka.

76 A. I. VINOGRADOV

Pofftomu iz neravenstva (3.16) sleduet ocenka dlØ dvuhparametriqeskogo srednego: N∫ 1 2 N |l_{m,n}(x)|^2dx ≪ τ^2(m)τ^2(n)τ^2((m, n))N log^6 N. (3.22)

�ta ocenka bezuslovna, esli vypolneno ograniqenie (3.20).

Iz (3.22) sleduet, qto v srednem po x v intervale (3.1) spravedliva ocenka l_{m,n}(x) ≪ τ (m)τ (n)τ ((m, n)) log^3 x. Ocenku (0.10) dlØ arifmetiqeskogo srednego i kombinirovannu¸ ocenku (0.13) my poluqim vo vtoroæ qasti fftoæ raboty.

Literatura

1. Yu. V. Linnik, Additive problems and eigenvalues of the modular operators. Proc.

of the International Congress of Math. Stockholm, 1962, 270–284. 2. H. D. Kloostermann, On the representation of numbers in the form ax2+by2 +cz2 +dt2. Acta Math., 49 (1926), 407–464.

3. A. Weil, On some exponential sums. Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 34 (1948), 204–207.

4. A. Selberg, On the estimation of Fourier coefficients of modular forms. Proc. of Symposia in Pure Math. VIII, Amer. Math. Sci. Providence (1965), 1–15.

5. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. Matem. Sbornik, 111, No. 3 (1980), 334–383.

6. J. -M. Deshoillers, H. Iwaniec, Kloosterman sums and Fourier coeeficients of cusp forms. Invent. Math., 70 (1982), 219–288.

7. D. Goldfeld, P. Sarnak, Sums of Kloosterman sums. Invent. Math., 71 (1983), 243–250.

8. A. I. Vinogradov, Gipoteza Petersona dlØ nulevogo vesa I, II. Zap. nauqn. semin. POMI, 249 (1997), 118–153 I; Internet:www.pdmi.ras.ru/prep-

rint/ 1999/index/html,18 (II).

9. A. I. Vinogradov, Sravnenie spektrov II. Zap. nauqn. semin. POMI, 236 (1997), 50–68.

Vinogradov A. I. The Linnik conjecture. I.

The Linnik conjecture is proved in the mean-square version with respect to the main parameter, namely, the length of the Linnik sum.

Postupilo 10 noØbrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN