Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. I. Generalov

ALGEBRY `ONEDY POLUCEPNYH QF -ALGEBR

Pust~ R – proizvol~naØ (associativnaØ) koneqnomernaØ algebra nad polem k, J(R) – ee radikal Dßekobsona, R = R/J(R) – sootvetstvu¸waØ faktoralgebra. Na prØmoæ summe E(R) = ⨁ m¿0^{Extm}R^{(R, R)} s pomow~¸ proizvedeniØ `onedy (sm., naprimer, [1]) vvoditsØ struktura k-algebry, kotoru¸ nazyva¸t algebroæ `onedy algebry R. Po postroeni¸ E(R) imeet estestvennu¸ graduirovku. V [2] algebra `onedy byla vyqislena (v terminah kolqanov s sootnoxeniØmi) dlØ odnoæ iz seriæ tak nazyvaemyh algebr diffdral~nogo tipa (sm. [3, 4]). V nastoØweæ rabote my opixem algebru `onedy dlØ polucepnyh kvazifrobeniusovyh (QF -)algebr nad algebraiqeski zamknutym polem k.

Pust~ R – (dvustoronne) nerazloßimaØ bazisnaØ polucepnaØ QF -algebra nad algebraiqeski zamknutym polem k. Togda vvidu [5] suwestvu¸t natural~nye qisla n, t ∈ N, t > 1, takie, qto

R ≃ k[Q]/I, gde Q – cikl s mnoßestvom verxin Z_n = Z/nZ= {0, 1, . . ., n − 1} i strelkami α_i : i −→ i + 1, i ∈ Z_n, a I – ideal v

algebre puteæ k[Q] kolqana Q, poroßdennyæ vsemi putØmi v Q dliny t. V fftom sluqae ispol~zuem takße oboznaqenie R = R_{n,t}.

Rassmotrim kolqan R s mnoßestvom verxin Z_n i mnoßestvom strelok E = E_1 ∪ E_2, gde

E_1 = {x_i : i −→ i + 1 | i ∈ Z_n}, E_2 = {y_i : i −→ i + t | i ∈ Z_n}. Algebru puteæ k[R] kolqana R prevratim v graduirovannu¸ algebru, polagaØ

deg x_i = 1, deg y_i = 2 (i ∈ Z_n).

Pust~ J – ideal v k[R], poroßdennyæ fflementami

x_{i+1}x_i, y_{i+1}x_i − x_{i+t}y_i (i ∈ Z_n). (1) 130

ALGEBRY `ONEDY 131 Faktoralgebra A = k[R]/J estestvennym obrazom nasleduet graduirovku s algebry k[R], i togda imeetsØ prØmoe razloßenie na odnorodnye slagaemye A = ⨁ m¿0^{Am}, sootvetstvu¸wee fftoæ graduirovke na A.

Obraz puti w ∈ k[R] v algebre A obyqno oboznaqaem takße qerez w (analogiqnoe soglaxenie deæstvuet dlØ algebr k[Q] i R). Qerez e_i, i ∈ Z_n, oboznaqaem idempotenty algebry k[R] (i algebry A), sootvetstvu¸wie verxinam kolqana R.

Rassmotrim takße algebru puteæ A^′ = k[Q^′] kolqana Q^′, ØvlØ- ¸wegosØ izomorfnoæ kopieæ ishodnogo kolqana Q, v kotoroæ strelki oboznaqaem qerez x_i (i ∈ Z_n). Na algebre A^′ vvedem graduirovku tak, qto deg x_i = 1.

Teorema 1. Pust~ R = Rn,t.

(1) Esli t > 2, to algebra `onedy E(R) algebry R izomorfna kak graduirovannaØ k-algebra algebre A.

(2) Esli t = 2, to E(R) kak graduirovannaØ k-algebra izomorfna algebre A^′.

V dokazatel~stve fftoæ teoremy my budem ispol~zovat~ diagrammnyæ metod Bensona–Karlsona [6], a takße dopolnØ¸wie fftot metod tehniqeskie priemy, predloßennye v [2, 7].

Vse rassmatrivaemye moduli – levye. DlØ R-modulØ M

Q_.(M ) −→ M oboznaqaet ego minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~-

ventu, Ω^m(M ) – ego m-u¸ sizigi¸, a E(M ) – in¨ektivnu¸ oboloqku modulØ M .

Pust~ R = R_{n,t}, n ¿ 1, t ¿ 2, i pust~ S_i, i ∈ Z_n, – prostye Rmoduli, sootvetstvu¸wie verxinam kolqana Q, P_i – proektivnoe nakrytie modulØ S_i. Esli M – cepnoæ R-modul~ s diagrammoæ S_{i1} −→ S_{i2} −→ . . . −→ S_{ir} , (i_1, i_2, . . . , i_r ∈ Z_n), to pixem M = U (S_{i1} , S_{i2} , . . . , S_{ir} ). Iz konstrukcii algebr R_{n,t} neposredstvenno sleduet, qto P_i – cepnoæ modul~ dliny t, pri fftom P_i = U (S_i, S_{i+1}, . . ., S_{i+t−1}).

Ext-algebra R-modulØ M – ffto prØmaØ summa

E(M ) = ⨁ m¿0^{Ext} m R (M, M ) vmeste s proizvedeniem `onedy, vzØtym v kaqestve operacii umnoßeniØ (pri fftom E(M ) neset estestvennu¸ graduirovku).

132 A. I. GENERALOV

V processe dokazatel~stva teoremy 1 my poluqim takße sledu¸wiæ rezul~tat, predstavlØ¸wiæ samostoØtel~nyæ interes.

Teorema 2. Pust~ R = Rn,t, d = (n, t), n = n1d. Pust~ l – celoe

qislo takoe, qto 0 6 l < n i lt + 1 ≡ 0(mod n), i pust~ S = S_i – nekotoryæ prostoæ R-modul~.

(1) Esli t > 2 i d = 1, to

E(S) ≃ k[β, γ]/(β^2), gde deg β = 2l + 1, deg γ = 2n.

(2) Esli t > 2 i d > 1, to

E(S) ≃ k[γ], gde deg γ = 2n_1.

(3) Esli t = 2, to E(S) ≃ k[β], gde deg β = n. Gomomorfizm umnoßeniØ sprava na fflement x algebry R oboznaqaem x^∗ : R −→ R. Zametim, qto dlØ puti w iz verxiny i v verxinu j kolqana Q (w rassmatrivaetsØ kak fflement algebry R) gomomorfizm w^∗ induciruet gomomorfizm iz P_j v P_i, i posledniæ takße oboznaqaetsØ w^∗.

DlØ kratkosti qasto qerez α oboznaqaem l¸bu¸ podhodØwu¸ strelku α_i (i ∈ Z_n); pri fftom α^m oboznaqaet l¸boæ (orientirovannyæ) put~ dliny m v kolqane Q.

Predloßenie 3. Pust~ R = Rn,t, gde t > 2, i pust~ d = (n, t),

n = n_1d. Togda minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta prostogo R-modulØ S_i, i ∈ Z_n, imeet vid: . . .^α � −→ P_i^{(αt} �1_)� −−−−−→ P_{i+(n1−1)t+1}^α � −→ P_{i+(n1−1)t} −→ . . . . . .^{(αt} �1_)� −−−−−→ P_{i+t+1}^α � −→ P_{i+t}^{(αt} �1_)� −−−−−→ P_{i+1}^α � −→ P_i −→ S_i −→ 0. V qastnosti,

Q_{2m}(S_i) = P_{i+mt}, Q_{2m+1}(S_i) = P_{i+mt+1} (m ¿ 0).

Krome togo, Ω^{2m}(S_i) = S_{i+t},

Ω^{2m+1}(S_i) = U (S_{i+mt+1}, S_{i+mt+2} , . . . , S_{i+(m+1)t−1})

ALGEBRY `ONEDY 133

(modul~ dliny t− 1), i, takim obrazom, dlØ l¸bogo i S_i – 2n_1-periodiqeskiæ modul~, t.e. Ω^{2n1} (S_i) ≃ S_i.

Dokazatel~stvo. Tak kak Ω^1(Si) = Ker πi, gde πi : Pi −→ Si – pro-

ektivnoe nakrytie, to Ω^1(S_i) = U (S_{i+1} , . . . , S_{i+t−1}) – modul~ dliny t − 1. ˚sno, qto proektivnoe nakrytie modulØ Ω^1(S_i) imeet vid ρ : P_{i+1} −→ Ω^1(S_i), priqem Ω^2(S_i) = Ker ρ = S_{i+t}. Neposredstvenno proverØetsØ, qto kompoziciØ ρ s vloßeniem Ω^1(S_i) ⊂ P_i sovpadaet s gomomorfizmom α^∗_i , a kompoziciØ proektivnogo nakrytiØ π_{i+t} : P_{i+t} −→ S_{i+t} s vloßeniem S_{i+t} ⊂ P_{i+1} sovpadaet s gomomorfizmom (α_{i+t−1} . . . α_{i+1})^∗ (v skobkah stoit t − 1 somnoßitel~). OstaetsØ primenit~ predyduwee rassußdenie k modul¸

S_{i+t} vmesto S_i.

Analogiqno dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 4. Pust~ R = Rn,2. Togda minimal~naØ proektiv-

naØ rezol~venta modulØ S_i, i ∈ Z_n, imeet vid: . . . −→ P_{i+2} −→ P_{i+1} −→ P_i −→ S_i −→ 0, pri fftom dlØ l¸bogo m ∈ N Ω^m(S_i) ≃ S_{i+m}; v qastnosti, dlØ l¸bogo i modul~ S_i n-periodiqen.

Iz predloßeniæ 3 i 4 vytekaet takoe sledstvie.

Sledstvie 5. Pust~ R = Rn,t. Togda dlØ l¸bogo m ¿ 0

dim_kExt^{2m}_R (S_i, S_{i+mt}) = 1 = dim_kExt^{2m+1}_R (S_i, S_{i+mt+1}).

Zameqanie. ˚sno,qto nenulevymi gruppami rasxireniæ vida

Ext^m_R (S_i, S_j ) ØvlØ¸tsØ tol~ko pereqislennye v sledstvii 5.

Vvidu togo, qto Ext^m_R (S_i, S_j) ≃ Hom_R(Ω^m(S_i), S_j), l¸boæ fflement x ∈ Ext^m_R (S_i, S_j) moßno predstavit~ nekotorym gomomorfizmom ^x : Ω^m(S_i) −→ S_j. Pri fftom ^x vkl¸qaetsØ v sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu (sr. [2, 7]): Q_m(S_i) −−−−→ Ω^m(S_i) ⊂ Q_{m−1}(S_i) f1 bx f0 Q_0(S_j ) −−−−→ S_j ⊂ E(S_j ) = P_{j−t+1},

134 A. I. GENERALOV kotoraØ dlØ kratkosti moßet byt~ zamenena na ob¨eml¸wiæ kvadrat fftoæ diagrammy:

^x : Q_m(S_i)^d (i) m�1 −−−−→ Q_{m−1}(S_i) f_1 f_0 Q_0(S_j ) −−−−→ P_{j−t+1}. Analogiqno opisyva¸tsØ Ω-sdvigi Ω^l(^x) otobraßeniØ ^x (sm. [2, 7]).

Vvidu sledstviØ 5 dlØ l¸bogo i ∈ Z_n imeem:

dim_kExt^1_R(S_i, S_{i+1}) = 1 = dim_kExt^2_R(S_i, S_{i+t}). (2)

Opixem bazisnye fflementy Ext-grupp iz (2) (rassmatrivaemyh kak k-lineænye prostranstva) s pomow~¸ sledu¸wih kommutativnyh kvadratov (i ∈ Z_n):

^x_i : Q_1(S_i)^α � −−−−→ Q_0(S_i) id (α^t�^2)�

Q_0(S_{i+1} )^{(αt}

�1_)� −−−−−→ E(S_{i+1} ), ^y_i : Q_2(S_i)^{(αt}

�1_)� −−−−−→ Q_1(S_i) id id Q_0(S_{i+t})^{(αt}

�1_)� −−−−−→ E(S_{i+t}). Predloßenie 6. Pust~ R = Rn,t. Togda Ω-sdvigi otobraßeniæ

^x_i, ^y_i (i ∈ Z_n) opisyva¸tsØ s pomow~¸ sledu¸wih diagramm:

(a) Ω^2( ^x_i)_{. .} Ω^1( ^x_i)_{. .}

Q_3(S_i)^α � −−−−→ Q_2(S_i)^{(αt} �1_)� −−−−−→ Q_1(S_i) id (α^t�^2)� id Q_2(S_{i+1})^{(αt}

�1_)� −−−−−→ Q_1(S_{i+1})^α � −−−−→ Q_0(S_{i+1}); (b) dlØ l¸bogo m ∈ N

Ω^m( ^y_i) :

Q_{m+2} (S_i)^d (i) m+1 −−−−→ Q_{m+1} (S_i) id id Q_m(S_{i+t})^d (i+t) m�1 −−−−→ Q_{m−1}(S_{i+t}).

ALGEBRY `ONEDY 135

Dokazatel~stvo. a) Kommutativnost~ privedennoæ diagrammy

oqevidna.

b) Sleduet iz togo, qto Ω^2(S_i) = S_{i+t}.

Predloßenie 7. Pust~ R = Rn,t, gde t > 2. Togda v algebre E(R)

dlØ fflementov x_i, y_i (i ∈ Z_n) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

x_{i+1}x_i = 0, y_{i+1} x_i = x_{i+t}y_i (i ∈ Z_n). (3)

Dokazatel~stvo. �lement xi+1xi ∈ E(R) predstavlØetsØ otobra-

ßeniem

(x_{i+1}x_i) ^ = ^ x_{i+1} ∘ Ω^1( ^x_i),

kotoroe opisyvaetsØ s pomow~¸ ob¨eml¸wego kvadrata sledu- ¸weæ kommutativnoæ diagrammy:

Ω^1( ^x_i) :

^ x_{i+1} :

Q_2(S_i)^{(αt}

�1_)� −−−−−→ Q_1(S_i) (α^t�^2)� id Q_1(S_{i+1} )^α � −−−−→ Q_0(S_{i+1}) id (α^t�^2)�

Q_0(S_{i+2} )^{(αt}

�1_)� −−−−−→ E(S_{i+2}).

(4)

Poskol~ku pri t > 2 imeem (α^{t−1})^∗ ∘ (α^{t−2})^∗ = 0, to poluqaem sootnoxenie x_{i+1}x_i = 0.

Analogiqno fflementy y_{i+1}x_i i x_{i+t}y_i predstavlØ¸tsØ kompoziciØmi

(y_{i+1}x_i) ^ = ^ y_{i+1} ∘ Ω^2( ^x_i) i (x_{i+t}y_i) ^ = ^ x_{i+t} ∘ Ω^1( ^y_i)

sootvetstvenno:

Ω^2( ^x_i) :

^ y_{i+1} :

Q_3(S_i)^α � −−−−→ Q_2(S_i) id (α^t�^2)�

Q_2(S_{i+1})^{(αt}

�1_)� −−−−−→ Q_1(S_{i+1}) id id Q_0(S_{i+t+1})^{(αt}

�1_)� −−−−−→ E(S_{i+t+1}),

136 A. I. GENERALOV

Ω^1( ^y_i) :

^ x_{i+t} :

Q_3(S_i)^α � −−−−→ Q_2(S_i) id id Q_1(S_{i+t})^α � −−−−→ Q_0(S_{i+t}) id (α^t�^2)�

Q_0(S_{i+t+1} )^{(αt}

�1_)� −−−−−→ E(S_{i+t+1}). Sravnenie ob¨eml¸wih kvadratov poslednih dvuh diagramm privodit k sootnoxeni¸ y_{i+1} x_i = x_{i+t}y_i.

Predloßenie 8. Pust~ R = Rn,2. Togda v algebre E(R) vypolnØ-

¸tsØ sootnoxeniØ: x_{i+1}x_i = y_i (i ∈ Z_n).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto pri t = 2 ob¨eml¸-

wiæ kvadrat diagrammy (4) opisyvaet otobraßenie ^y_i.

Dokazatel~stvo teoremy 1. 1) Rassmotrim snaqala sluqaæ t >

2. Tak kak otobraßeniØ ^y_i, a takße ih Ω-sdvigi Ω^l( ^y_i) ØvlØ¸tsØ izomorfizmami, to y_{i+(m−1)t} . . . y_{i+t}y_i – nenulevoæ fflement iz

Ext^{2m}_R (S_i, S_{i+mt}), i sledovatel~no, poroßdaet fftu gruppu (nad k).

Po toæ ße priqine x_{i+mt}y_{i+(m−1)t} . . . y_{i+t}y_i (5) – nenulevoæ fflement iz Ext^{2m+1}_R (S_i, S_{i+mt+1} ) i poroßdaet nad k ffto prostranstvo. Takim obrazom, mnoßestvo Λ = {x_i, y_i | i ∈ Z_n} poroßdaet E(R) kak k-algebru. Vvidu predloßeniØ 7 imeetsØ s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm φ : A −→ E(R) graduirovannyh kalgebr, perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry A (sootvetstvu¸wie strelkam kolqana R) v odnoimennye obrazu¸wie iz mnoßestva Λ. Pust~ A = ⨁ m¿0^{Am} – prØmoe razloßenie, sootvetstvu¸wee graduirovke algebry A. Dokaßem, qto dlØ l¸byh

i, j ∈ Z_n i l¸byh s ¿ 0

dim_k(e_j A^se_i) = dim_kExt^s_R(S_i, S_j ),

otkuda srazu poluqim, qto φ – izomorfizm.

Predpoloßim snaqala, qto s qetno: s = 2m. L¸boæ (nenulevoæ) put~ w v kolqane R dliny 2m iz i v j (rassmatrivaemyæ kak fflement v A) ne moßet soderßat~ strelok x_a vvidu sootnoxeniæ (1). Takim obrazom, w – proizvedenie m strelok vida

ALGEBRY `ONEDY 137

y_b : b −→ b + t, i sledovatel~no, j ≡ i + mt(mod n). Pofftomu dlØ

takih i, j dim_k(e_j A^se_i) = 1, a dlØ ostal~nyh par i, j e_j A^se_i = 0.

Pust~ teper~ s = 2m + 1, m ∈ Z. Togda (nenulevoæ) put~ w dliny s iz i v j soderßit m strelok vida y_b i odnu strelku vida x_a : a −→ a + 1. S pomow~¸ sootnoxeniæ (1) takoæ put~ privoditsØ (po modul¸ ideala J ⊂ k[R]) k “normal~nomu” vidu (5). Takim obrazom, v fftom sluqae j ≡ i + mt + 1(mod n), i dlØ takih par i, j imeem dim_k(e_j A^se_i) = 1. DlØ ostal~nyh par i, j

e_j A^se_i = 0.

2) Esli t = 2, to rassußdeniØ provodØtsØ analogiqno qasti 1) dokazatel~stva s ispol~zovaniem predloßeniØ 8 (vmesto predloßeniØ 7).

Dokazatel~stvo teoremy 2. 1) Predpoloßim, qto t > 2 i d =

(n, t) = 1. Pust~ dlØ nekotorogo s ∈ N Ext^s_R(S_i, S_j) ≠ 0. Esli s = 2l, l ∈ Z, to Ω^s(S_i) ≃ S_{i+lt}, i potomu lt ≡ 0(mod n), t.e. l ≡ 0(mod n). Esli ße s = 2l + 1, l ∈ Z, to vvidu 2n-periodiqnosti

modulØ S_i (sm. predloßenie 3) moßno sqitat~, qto 0 < s < 2n. Krome togo, vvidu togo ße predloßeniØ 3 top Ω^s(S_i) = S_{i+lt+1} , i potomu neobhodimo lt+1 ≡ 0(mod n). Tak kak d = 1, to suwestvuet edinstvennoe l takoe, qto 0 6 l < n i lt ≡ −1(mod n). Dalee, v kaqestve bazisnogo fflementa dlØ Ext^{2n}_R (S_i, S_i) moßno vzØt~ γ = y_{i+(n−1)t} . . . y_{i+t}y_i, a dlØ Ext^{2l+1}_R (S_i, S_i) – β = x_{i+lt}y_{i+(l−1)t} . . . y_{i+t}y_i (esli l = 0, t.e. kogda n = 1, to berem β = x_i). V silu 2n-periodiqnosti modulØ S_i β i γ poroßda¸t E(R) kak k-algebru. Krome togo, iz sootnoxeniæ (3) sleduet, qto βγ = γβ i β^2 = 0. Takim obrazom, suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh algebr

ψ : k[β, γ]/(β^2) −→ E(S_i), i analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1

poluqaem, qto ψ – izomorfizm.

2) Esli t > 2 i (n, t) > 1, to dlØ l¸bogo l ∈ Zlt + 1 ne delitsØ na n. Togda analogiqno dokazatel~stvu qasti 1) poluqaem, qto gruppy Ext^s_R(S_i, S_i) otliqny ot nulØ tol~ko dlØ s, delØwihsØ na

2n_1. Ots¸da legko poluqaem, qto E(S_i) = k[γ], gde moßno vzØt~ γ = y_{i+(n1−1)t} . . . y_{i+t}y_i. 3) Esli t = 2, to trebuemoe utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno predyduwemu s ispol~zovaniem predloßeniæ 4 i 8.

Zameqanie. Osnovnye rezul~taty raboty osta¸tsØ spravedli-

138 A. I. GENERALOV vymi i bez predpoloßeniØ algebraiqeskoæ zamknutosti osnovnogo polØ k.

Literatura

1. S. Makleæn, GomologiØ. Mir, M. (1966).

2. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Algebry `onedy dlØ odnogo klassa di-

ffdral~nyh algebr. — Vestn. S.-Peterb. un-ta Ser. 1, vyp. 3, No. 15 (1999),

3–10.

3. K. Erdmann, Algebras and dihedral defect groups. — Proc. London Math. Soc.

54, Pt. 1 (1987), 88–114.

4. K. Erdmann, Blocks of tame representation type and related algebras. — Lect.

Notes Math. 1428 (1990).

5. H. Kupisch, Beiträge zur Theorie nichthalbeinfacher Ringe mit Minimalbedingung. — J. reine und angew. Math. 201 (1959), 100–112.

6. D. J. Benson, J. F. Carlson, Diagrammatic methods for modular representations and cohomology. — Comm. Alg. 15, No. 1/2 (1987), 53–121.

7. A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa, I. — Zap. nauqn.

semin. POMI 265 (1999).

Generalov A. I. Yoneda algebras of serial QF-algebras. Yoneda algebras of serial QF-algebras over an algebraically closed field k are described in terms of quivers with relations. We also describe Extalgebras of simple modules over k-algebras in question.

Postupilo 27 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet