Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. I. Generalov

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I

§1. Formulirovka osnovnogo rezul~tata

V rabote [1] (sm. takße [2]) pri izuqenii blokov s diffdral~- noæ defektnoæ gruppoæ byl vveden klass tak nazyvaemyh algebr diffdral~nogo tipa, i byla dana polnaØ klassifikaciØ (s toqnost~¸ do Morita-ffkvivalentnosti) takih algebr, kotorye ime¸t tri prostyh modulØ: oni razbiva¸tsØ na nekotorye qetyre beskoneqnye serii.

V rabote [3] dlØ odnoæ iz seriæ ukazannyh algebr diffdral~- nogo tipa byli vyqisleny algebry `onedy. V fftih vyqisleni- Øh suwestvennym obrazom byl ispol~zovan diagrammnyæ metod Bensona–Karlsona [4]. V nastoØweæ rabote, ispol~zuØ dal~neæxee razvitie fftogo metoda, my vyqislØem algebry `onedy dlØ algebr, sostavlØ¸wih ewe odnu seri¸ iz klassifikacii �rdman.

Pust~ k – proizvol~noe pole. Opredelim algebru R_{e,n}, e, n ∈ N, n > 1, s pomow~¸ sledu¸wego kolqana s sootnoxeniØmi:

Q : 1^{a1}⇌_{b1} 2^{a2}⇌_{b2} 3 c

b_1a_1 = a_2b_2 = b_2c = ca_2 = 0,

(b2a2a1b1)^e = (a1b1b2a2)^e, c^n = (a2a1b1b2)^e

(kompozici¸ puteæ my zapisyvaem sprava nalevo). Kak dokazano v [1], R_{e,n} – simmetriqnaØ bazisnaØ k-algebra, ime¸waØ ruqnoæ tip predstavleniØ.

Pust~ R – proizvol~naØ bazisnaØ koneqnomernaØ k-algebra s radikalom Dßekobsona J(R), R = R/J(R) – sootvetstvu¸waØ faktor-algebra. Na prØmoæ summe E(R) = ⨁ m¿0^{Ext} m R (R, R) s po-

mow~¸ obyqnogo proizvedeniØ `onedy (sm., naprimer, [5]) vvo- 139

140 A. I. GENERALOV ditsØ struktura (associativnoæ) k-algebry, i fftu algebru nazyva¸t algebroæ `onedy algebry R.

DlØ opisaniØ algebry `onedy E(R_{e,n}) algebry R_{e,n} rassmotrim kolqan

R : z_2 1^{x4}⇌_{x3}

y_2 2 z_1 x_5 ⇌_{x2} y_1 3 x_1 .

Na algebre puteæ k[R] kolqana R vvedem graduirovku taku¸, qto

deg(x_i) = 1 (i = 1, . . . , 5),

deg(y_j ) = 2 (j = 1, 2), deg(z_t) = 3 (t = 1, 2).

Rassmotrim sledu¸wie sootnoxeniØ na kolqane R

x_2x_5 = x_4x_3 = x_5x_4 = x_3x_2 = x_3y_2 = y_2x_4 = x_5z_1 = z_1x_2 = 0, x_1y_1 = y_1x_1, y_1x_5 = −x_5y_2, x_2y_1 = y_2x_2, z_2x_3 = −x_3z_1, x_4z_2 = −z_1x_4, z_1y_2 = −y_2z_1;

(1.1)

x^2_1 = 0; (1.2)

x^2_1 = y_1. (1.2^′)

Opredelim k-algebru E s pomow~¸ kolqana R i sootnoxeniæ (1.1), (1.2), a takße k-algebru E^′ s pomow~¸ togo ße kolqana R i sootnoxeniæ (1.1), (1.2^′). Iz vida sootnoxeniæ (1.1), (1.2), (1.2^′) sleduet, qto algebry E i E^′ nasledu¸t graduirovku s algebry k[R]. Teorema 1.1. Pust~ R = Re,n. Algebra `onedy E(R) kak graduiro-

vannaØ k-algebra izomorfna algebre E pri n > 2 i algebre E^′ pri n = 2.

Zameqanie. Iz vida sootnoxeniØ (1.2^′) sleduet, qto opisanie

algebry E^′ moßno uprostit~, opuskaØ v kolqane R petl¸ y_1 i vidoizmenØØ sootvetstvu¸wim obrazom nekotorye sootnoxeniØ v (1.1).

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 141

Sledstvie 1.2 [4]. Pust~ k – algebraiqeski zamknutoe pole harak-

teristiki 2. Togda kol~co kogomologiæ znakoperemennoæ gruppy A_7 opisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: H^∗(A_7, k) ≃ k[β, γ_1, γ_2] / (γ1γ2), gde degβ = 2, degγ_i = 3, i = 1, 2. §2. Predvaritel~nye rezul~taty Po povodu osnovnyh ponØtiæ diagrammnogo metoda Bensona– Karlsona my otsylaem k [4].

Pust~ R = R_{e,n} – odna iz algebr rassmatrivaemoæ nami serii algebr diffdral~nogo tipa. Iz rezul~tatov [1] sleduet, qto nerazloßimye proektivnye moduli P_i = Re_i, i = 1, 2, 3, sootvetstvu¸wie verxinam kolqana Q, ime¸t sledu¸wie diagrammy:

S_1 S_2 S_3 |a_1 a_2 ffi ffl b_1 c ffi ffl b_2 S_2 S_3 S_1 S_3 S_2 |a_2 b_2| |a_1 c| |b_1 S_3 S_2 S_2 S_3 S_1 P_1 : |b_2 P_2 : b_1| |a_2 P_3 : c| |a_1 S_2 S_1 S_3 S_3 S_2 |b_1 | | | | . . . . . . . . . . | | | | | S_2 S_1 S_3 S_3 S_2 |b_1 a_1 ffl ffi b_2 c ffl ffi a_2 S_1 S_2 S_3 My ispol~zovali takße dopolnitel~nye oboznaqeniØ: u kaßdogo rebra ukazana sootvetstvu¸waØ obrazu¸waØ algebry puteæ k[Q] kolqana Q. Rassmotrim gomomorfizmy umnoßeniØ sprava na fflementy a_i, b_i, c, deæstvu¸wie meßdu P_1, P_2, P_3: a^∗_1 : P_2 −→ P_1, a^∗_2 : P_3 −→ P_2, b^∗_1 : P_1 −→ P_2, b^∗_2 : P_2 −→ P_3, c^∗ : P_3 −→ P_3.

142 A. I. GENERALOV Togda dopolnitel~nye oboznaqeniØ na diagrammah moduleæ P_i ukazyva¸t, v qastnosti, na to, qto podmodul~ v P_2 s diagrammoæ

S_2^{a1}←− S_1 ←− . . .^{a1}←− S_1^{b1}←− S_2^{b2}←− S_3

sovpadaet s Im(a^∗_2).

Otmetim, qto kompozicionnaØ dlina moduleæ P_i takova:

l(P_1) = 4e + 1, l(P_2) = 8e, l(P_3) = n + 4e.

V dal~neæxem radi prostoty my gomomorfizm umnoßeniØ (sprava) na fflement x ∈ R takße budem oboznaqat~ qerez x.

Diagramma D nazyvaetsØ zigzagom, esli ee verxiny {x_i}^n_{i=1} moßno zanumerovat~ tak, qto dlØ l¸bogo i = 1, . . . , n − 1 suwestvuet libo rebro e(x_i, x_{i+1}), libo rebro e(x_{i+1}, x_i), a drugih reber v D net. Esli D – zigzag (rebra kotorogo pomeqeny obrazu- ¸wimi algebry k[Q]), to maksimal~nye podposledovatel~nosti odinakovo orientirovannyh reber budem zamenØt~ odnoæ qertoæ, kotoraØ pomeqaetsØ sootvetstvu¸wim slovom (pri fftom pri dvißenii sverhu vniz po zigzagu D sootvetstvu¸wie bukvy zapisyvaem sprava nalevo).

Esli modul~ M – cepnoæ s diagrammoæ S_{it} ←− . . . ←− S_{i1} , to pixem M = U (S_{i1} , . . . , S_{it} ).

Vvedem takße sokrawennye oboznaqeniØ dlØ sledu¸wih fflementov algebry k[Q] : α_1 = (a_1b_1b_2a_2)^{e−1}, α_2 = (a_2a_1b_1b_2)^{e−1}, β_1 = (b_1b_2a_2a_1)^{e−1}, β_2 = (b_2a_2a_1b_1)^{e−1} (dlØ e = 1 v kaqestve α_1, α_2, β_1, β_2 berem idempotenty, sootvetstvu¸wie podhodØwim verxinam kolqana Q).

Predloßenie 2.1. Minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta R-

modulØ S_2 sovpadaet s totalizacieæ sledu¸wego bikompleksa:

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 143 . . . . . .

P_1^{−β2b2a2a1} ←−−−−−−− P_2^{−β2b2a2} ←−−−−− P_2^{−a2}←−−−− . . . b_1 a1b1 α1a1 b1b2 P_2^{β2b2a2} ←−−−− P_2^{a2}←−−−− P_3^c←−−−− . . . a1b1 α1a1b1b2 c^n�^1 P_1^{−β2b2a2a1} ←−−−−−−− P_2^{−a2}←−−−− P_3^{−c}←−−−− P_3^{−b2}←−−−− . . . b_1 α1a1b1b2 c^n�^1 α2a2 a1b1 P_2^{a2}←−−−− P_3^c←−−−− P_3^{b2}←−−−− P_2^{a2}←−−−− P_3^c←−−−− (2.1) Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno [4, §11]. Pofftomu my lix~ kratko nametim shemu rassußdeniæ. Neposredstvenno iz vida diagrammy modulØ P_2 poluqaem, qto diagramma sizigii

Ω1(S2) imeet vid

S_3 S_1 α_1a_1b_1b_2 ffl ffi β_2b_2a_2a_1. S_2 Dalee, tak kak Q_1(S_2) = P_3 ⊕ P_1, to poluqaem, qto sizigiØ Ω^2(S_2) imeet diagrammu: S_3 S_2 c^{n−1} ffl ffi a_2 ffl b_1.

S_3 S_1 Pri fftom differencial d_0 = d^{(2)}_0 : Q_1(S_2) = P_3 ⊕ P_1 −→ Q_0(S_2) = P_2 opisyvaetsØ matriceæ d_0 = (a_2, b_1). ProdolßaØ ffti rassußdeniØ, dokazyvaem, qto minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta Q.(S_2) → S_2 imeet ukazannyæ vyxe vid.

Iz fftih ße rassußdeniæ vytekaet takoe sledstvie.

144 A. I. GENERALOV

Sledstvie 2.2. Diagramma modulØ Ω^m(S2), m ⩾ 3, poluqaetsØ iz

diagrammy modulØ Ω^{m−2}(S_2) s pomow~¸ sledu¸wih operaciæ.

a) Esli m ≡ 0 (mod 3), to sleva k diagramme Ω^{m−2}(S_2) prisoedinØetsØ zigzag

S_2 S_3 α_2a_2a_1b_1 ffl ffi c, S_3

a sprava otbrasyvaetsØ (kraænee sverhu) rebro S_2^{a1}←− S_1.

b) Esli m ≡ 1 (mod 3), to sleva (sootvetstvenno sprava) prisoedinØetsØ zigzag

S_3 S_3 α_1a_1b_1b_2 ffl ffi b_2 S_2

(sootvetstvenno

S_1 S_1 a_1 ffl ffi β_2b_2a_2a_1).

S_2

v) Esli m ≡ 2 (mod 3), to sleva (sootvetstvenno sprava) prisoedinØetsØ zigzag

S_3 S_2 c^{n−1} ffl ffi a_2 S_3

(sootvetstvenno rebro

S_2

ffl b_1

S_1 ).

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 145

Sledstvie 2.3. a) dim_k Ext^m_R (S2, S1) = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3) 0, v ostal~nyh sluqaØh. b) dim_k Ext^m_R (S2, S2) = { k, esli m = 3k + 1 k + 1, esli m = 3k ili m = 3k + 2. v) dim_k Ext^m_R (S2, S3) = { k, esli m = 3k k + 1, esli m = 3k + 1 ili m = 3k + 2.

Dokazatel~stvo. Iz vida bikompleksa (2.1) poluqaem, qto

Q_m(S_2) =

P^{k+1}_2 ⊕ P^k_3 , esli m = 3k P_1 ⊕ P^k_2 ⊕ P^{k+1}_3 , esli m = 3k + 1 P^{k+1}_2 ⊕ P^{k+1}_3 , esli m = 3k + 2, otkuda neposredstvenno vytekaet trebuemoe utverßdenie.

Analogiqnym obrazom dokazyva¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

Predloßenie 2.4. Minimal~naØ proektivnaØ rezol~venta R-

modulØ S_3 sovpadaet s totalizacieæ sledu¸wego bikompleksa: . . . . . . . . . . . .

P_3^{−cn} �1 ←−−−− P_3^{−α1a1b1b2} ←−−−−−−− P_2^{−α2a2a1b1} ←−−−−−−− P_3 ←−−−− . . . c a2 b2 c^n�^1 P_3^{α1a1b1b2} ←−−−−−− P_2^{α2a2a1b1} ←−−−−−− P_3^c←−−−− P_3 ←−−−− . . . a_2 b2 c^n�^1 α2a2a1b1 P_2^{−α2a2a1b1} ←−−−−−−− P_3^{−c}←−−−− P_3^{−b2}←−−−− P_2 ←−−−− . . . b_2

c^n�^1 α2a2a1 b1 α1a1b1b2 P_3^c←−−−− P_3^{b2}←−−−− P_2^{a2}←−−−− P_3^c←−−−− . . .

(2.2)

146 A. I. GENERALOV

Sledstvie 2.5. Diagramma modulØ Ω^m(S3), m ⩾ 3, poluqaetsØ iz

diagrammy modulØ Ω^{m−2}(S_3) s pomow~¸ sledu¸wih operaciæ:

a) Esli m ≡ 0 (mod 3), to sleva (sootvetstvenno sprava) prisoedinØetsØ zigzag S_3 S_3 α_1a_1b_1b_2 ffl ffi b_2 S_2 (sootvetstvenno S_2 S_3 a_2 ffl ffi c^{n−1} ).

S_3 b) Esli m ≡ 1 (mod 3), to sleva (sootvetstvenno sprava) prisoedinØetsØ zigzag S_3 S_2 c^{n−1} ffl ffi a_2 S_3 (sootvetstvenno S_3 S_2 c ffl ffi α_2a_2a_1b_1).

S_3 v) Esli m ≡ 2 (mod 3), to sleva (sootvetstvenno sprava) prisoedinØetsØ zigzag S_2 S_3 α_2a_2a_1b_1 ffl ffi c S_3 (sootvetstvenno S_3 S_3 b_2 ffl ffi α_1a_1b_1b_2).

S_2

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 147

Sledstvie 2.6. a) dim_k Ext^m_R (S3, S2) = { k, esli m = 3k k + 1, esli m = 3k + 1 ili m = 3k + 2; b) dim_k Ext^m_R (S3, S3) = { 2k + 1, esli m = 3k ili m = 3k + 1 2k + 2, esli m = 3k + 2.

Predloßenie 2.7. R-modul~ S1 ØvlØetsØ periodiqeskim s perio-

dom 3, t.e. Ω^3(S_1) ≃ S_1. Pri fftom

Q_m(S_1) = { P_2, esli m ≡ 1 (mod 3) P_1, v ostal~nyh sluqaØh.

Krome togo, sizigii Ω^1(S_1) i Ω^2(S_1) – cepnye moduli dliny 4e − 1: Ω1(S1) = U (S2, S3, S2, . . . , S2, S1), Ω2(S1) = U (S1, S2, S3, . . . , S3, S2). Zameqanie. 1) Pust~ B•• – odin iz bikompleksov (2.1) ili (2.2).

V dal~neæxem my vsegda budem ispol~zovat~ uporØdoqenie prØmyh slagaemyh v razloßenii Q_m(S_t) = ⨁ i+j=m B_{ij} po vozrastani¸ vtorogo indeksa. Naprimer, Q_5(S_2) = P_3 ⊕ P_2 ⊕ P_3 ⊕ P_2. V sootvetstvii s fftim uporØdoqivaem takße prostye prØmye slagaemye modulØ topΩ^m(S_t) ≃ topQ_m(S_t). Esli π : topΩ^m(S_t) → S_l – kanoniqeskaØ proekciØ na nekotoroe prØmoe slagaemoe, to kompoziciØ π s kanoniqeskim ffpimorfizmom

Ω^m(S_t) → topΩ^m(S_t) nazyvaetsØ kanoniqeskim otobraßeniem.

2) Differencialy v minimal~noæ proektivnoæ rezol~vente modulØ S_i, i = 1, 2, 3, v dal~neæxem oboznaqaem qerez d^{(i)}m , m ⩾ 0. §3. Obrazu¸wie dlØ E(R) Pust~ po-preßnemu R = R_{e,n}. V fftom paragrafe my ukaßem (koneqnoe) mnoßestvo obrazu¸wih dlØ k-algebry E(R). My vyberem nekotorye odnorodnye fflementy iz

E(R) = Ext^∗_R(R, R) = ⨁ m¿0 3⨁ i,j=1 Ext^m_R (S_i, S_j)

148 A. I. GENERALOV stepeni 1 –

x_1 ∈ Ext^1_R(S_3, S_3), x_2 ∈ Ext^1_R(S_3, S_2), x_3 ∈ Ext^1_R(S_2, S_1), x_4 ∈ Ext^1_R(S_1, S_2), x_5 ∈ Ext^1_R(S_2, S_3);

stepeni 2 – y_1 ∈ Ext^2_R(S_3, S_3), y_2 ∈ Ext^2_R(S_2, S_2);

stepeni 3 – z_1 ∈ Ext^3_R(S_2, S_2), z_2 ∈ Ext^3_R(S_1, S_1).

Poskol~ku Ext^m_R (S_i, S_j ) ≃ Hom(Ω^m(S_i), S_j ), to l¸boæ fflement ζ ∈ Ext^m_R (S_i, S_j ) moßno predstavit~ s pomow~¸ otobraßeniØ ζ̂, vhodØwego v sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu (sm. [3]): Q_m(S_i) −−−−→ Ω^m(S_i) ⊂Q_{m−1}(S_i) f_1 ζ̂ f0 Q_0(S_j ) −−−−→ S_j ⊂ P_j. (3.1)

Diagrammu (3.1), a takße diagrammy, analogiqnye eæ, moßno kratko izobraßat~ v vide

ζ̂ :

Q_m(S_i)^d (i) m�1 −−−−→ Q_{m−1}(S_i) f_1 f0 Q_0(S_j ) −−−−→ P_j, (3.2)

poskol~ku kommutativnyæ kvadrat (3.2) odnoznaqno opredelØet otobraßenie^^ζ iz (3.1).

Analogiqno Ω-sdvigi Ω^t(^^ζ), t ⩾ 1, otobraßeniØ^^ζ iz (3.1) moßno opisat~ s pomow~¸ kommutativnyh kvadratov

Ω^t(ζ̂) :

Q_{m+t}(S_i)^d (i) m+t�1 −−−−−→ Q_{m+t−1}(S_i) f_{t+1} ft Q_t(S_j )^d (j) t�1 −−−−→ Q_{t−1}(S_j )

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 149 (zdes~ {f_l} – cepnoe otobraßenie rezol~vent, poluqennoe pod¨- emom otobraßeniØ^^ζ).

V takih oboznaqeniØh fflementy x_i, y_i, z_i ∈ E(R) my zadadim s pomow~¸ sledu¸wih kommutativnyh kvadratov:

x̂1 :

Q_1(S_3)^d (3) 0−−−−→ Q_0(S_3) (1,0)

c^n�^1;

Q_0(S_3) −−−−→_{cn} P_3

x̂2 :

Q_1(S_3)^d (3) 0−−−−→ Q_0(S_3) (0,1) α2a2a1 b1; Q_0(S_2) −−−−−−−→ (a_1 b_1b_2a_2)^e

P_2

x̂3 :

Q_1(S_2)^d (2) 0−−−−→ Q_0(S_2) (0,1) β2b2a2a1; Q_0(S_1) −−−−−−−→ (b_1b_2a_2a_1)^e

P_1

x̂4 :

Q_1(S_1)^d (1) 0−−−−→ Q_0(S_1) id β1b1b2a2; Q_0(S_2) −−−−−−−→ (a_1 b_1b_2a_2)^e

P_2

x̂5 :

Q_1(S_2)^d (2) 0−−−−→ Q_0(S_2) (1,0) α1a1b1b2; Q_0(S_3) −−−−→_{cn} P_3

ŷ1 :

Q_2(S_3)^d (3) 1−−−−→ Q_1(S_3) (0,1,0) (^{c,0);} Q_0(S_3) −−−−→_{cn} P_3

150 A. I. GENERALOV

ŷ2 :

Q_2(S_2)^d (2) 1−−−−→ Q_1(S_2) (0,1) (0,−b1); Q_0(S_2) −−−−−−−→ (a_1b_1b_2a_2 )^e

P_2

ẑ1 :

Q_3(S_2)^d (2) 2−−−−→ Q_2(S_2) (0,0,1) (0,β2b2a2 ); Q_0(S_2) −−−−−−−→ (a_1b_1b_2a_2)^e

P_2

ẑ2 :

Q_3(S_1)^d (1) 2−−−−→ Q_2(S_1) id id. Q_0(S_1) −−−−−−−→ (b_1b_2a_2a_1)^e

P_1

Predloßenie 3.1. Ω-sdvigi otobraßeniæ x̂i, i = 1, . . . , 5, ŷj ,

j = 1, 2, ẑ_t, t = 1, 2, opisyva¸tsØ s pomow~¸ kommutativnyh kvadratov sledu¸wih diagramm:

1) Ω2(x̂1) Ω2(x̂1)

Q_3(S_3)−→Q_2(S_3) −→Q_1(S_3) (_{0 0 δ2,n 0}

0 −1 0 0 1 0 0 0 ) (_{0 cn}�_{2 0}

1 0 0 ) (1, 0) Q_2(S_3)−→Q_1(S_3) −→Q_0(S_3);

2) Ω3(x̂2) Ω2(x̂2) Ω1(x̂2)

Q_4(S_3)−→Q_3(S_3) −→Q_2(S_3) −→Q_1(S_3) (_{0 0 0 0 1}

0 0 0 −1 0 0 0 α_2a_2 0 0 ) (_{0 0 0 1}

0 0 1 0 ) (_{0 0 1}

0 −α_2a_2 a_1 0 ) (0, 1) Q_3(S_2)−→Q_2(S_2) −→Q_1(S_2) −→Q_0(S_2);

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 151 3) Ω3(x̂3) Ω2(x̂3) Ω1(x̂3) Q_4(S_2)−→Q_3(S_2) −→Q_2(S_2) −→Q_1(S_2) (0, 0, 0, −1) (0, 0, −β2b2a2a1) (0, −β2b2a2) (0, 1) Q_3(S_1)−→Q_2(S_1) −→Q_1(S_1) −→Q_0(S_1);

4) Ω3(x̂4) Ω2(x̂4) Ω1(x̂4) Q_4(S_1) −→Q_3(S_1) −→ Q_2(S_1) −→ Q_1(S_1) (_0 0 −1 ) (_0 −b_1 ) (_0 1 ) id Q_3(S_2) −→Q_2(S_2) −→ Q_1(S_2) −→ Q_0(S_2);

5) Ω3(x̂5) Ω2(x̂5) Ω1(x̂5) Q_4(S_2)−→Q_3(S_2) −→Q_2(S_2) −→Q_1(S_2) (_{1 0 0 0}

0 1 0 0 0 0 α_1a_1b_1 0 0 0 0 0 ) (_{1 0 0}

0 1 0 0 0 0 ) (_{1 0}

0 α_1a_1b_1 ) (1, 0) Q_3(S_3)−→Q_2(S_3) −→Q_1(S_3) −→Q_0(S_3); 6)

Q_3(S_3) −→Q_2(S_3) Ω1(ŷ1) :

( 0^−1 0 0

0 0 1 0 )

(0, 1, 0) Q_1(S_3) −→Q_0(S_3); 7) Q_4(S_1)−→Q_3(S_1) Ω1(ẑ2) : id id Q_1(S_1)−→Q_0(S_1);

152 A. I. GENERALOV

8) Ω3(ŷ2) Ω2(ŷ2) Ω1(ŷ2)

Q_5(S_2)−→Q_4(S_2) −→Q_3(S_2) −→Q_2(S_2) (_{0 −1 0 0}

0 0 1 0 0 0 0 −1 ) (_{0 1 0 0}

0 0 −1 0 ) (_{0 −1 0}

0 0 a_1 ) (0, 1)

Q_3(S_2)−→Q_2(S_2) −→Q_1(S_2) −→Q_0(S_2);

9) Ω2(ẑ1) Ω1(ẑ1)

Q_5(S_2)−→Q_4(S_2) −→Q_3(S_2) (_{0 0 0 0}

0 0 0 1 ) (_{0 0 β2b2 0}

0 0 0 1 ) (0, 0, 1)

Q_2(S_2)−→Q_1(S_2) −→Q_0(S_2)

Dokazatel~stvo sostoit v neposredstvennoæ proverke kommutativnosti privedennyh diagramm i predostavlØetsØ qitatel¸.

V sledu¸wem predloßenii my ukaßem bazisnye fflementy (nad k) dlØ nekotoryh grupp Ext^m_R (S_i, S_j) dlØ m ⩽ 3.

Predloßenie 3.2. Kak k-lineænye prostranstva privedennye

niße Ext-gruppy ime¸t ukazannye lineæno nezavisimye mnoßestva obrazu¸wih:

a) dlØ m = 2:

Ext2_R(S2, S3) = ⟨x1x5⟩, Ext2_R(S2, S2) = ⟨y2⟩,

Ext2_R(S3, S2) = ⟨x2x1⟩ Ext2_R(S1, S1) = ⟨x3x4⟩

Ext2_R(S3, S3) = ⟨y1, x5x2⟩;

b) dlØ m = 3: Ext3_R(S2, S3) = ⟨y1x5⟩, Ext3_R(S2, S2) = ⟨x2x1x5, z1⟩ Ext3_R(S1, S1) = ⟨z2⟩.

Dokazatel~stvo. V teh sluqaØh, kogda dimk Ext^m_R (SiSj ) = 1, do-

statoqno ubedit~sØ, qto ukazannye fflementy otliqny ot nulØ, qto proverØetsØ neposredstvenno. Esli ße dim_k Ext^m_R (S_i, S_j ) > 1, to sleduet provodit~ bolee podrobnye vyqisleniØ, qto my proill¸striruem na primere gruppy Ext^2_R(S_3, S_3). �lement x_5x_2 ∈

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 153

Ext2_R(S3, S3) predstavlØetsØ gomomorfizmom ^ x_5x_2 = x̂_5 ∘ Ω^1(x̂_2):

Ω2(S3) → S3, a ffta kompoziciØ opisyvaetsØ s pomow~¸ ob¨eml¸-

wego kvadrata sledu¸weæ diagrammy:

Ω1(x̂2) :

x̂5 :

Q_2(S_3) −−−−→ Q_1(S_3)

(^{0 0 1} 0 �α_2 a_2a_1 0)

(0^{,1)}

Q_1(S_2) −−−−→ Q_0(S_2) (1,0) α1a1b1b2 Q_0(S_3) −−−−→ P_3.

SravnivaØ otobraßeniØ ^x_5x_2 i ŷ_1, vidim, qto oni lineæno nezavisimy, i ostaetsØ uqest~, qto dim_k Ext^2_R(S_3, S_3) = 2. OstavxiesØ sluqai predostavlØetsØ proverit~ qitatel¸. Otmetim tol~ko, qto pri fftom sleduet ispol~zovat~ Predloßenie 3.1, a takße SledstviØ 2.3 i 2.6.

Predloßenie 3.3. L¸boe kanoniqeskoe otobraßenie f : Ω^m(S2)

→ S_i (i = 1, 2, 3) predstavlØetsØ v vide kompozicii otobraßeniæ x̂1, x̂2, x̂3, x̂5, ŷ1, ŷ2, ẑ1, a takße ih Ω-sdvigov.

Dokazatel~stvo. DlØ m ⩽ 3 trebuemoe utverßdenie sleduet ne-

posredstvenno iz PredloßeniØ 3.2. Predpoloßim, qto m > 3.

Sluqaæ 1: m ≡ 1 (mod 3). Napomnim, qto diagramma modulØ

Ω^m(S2) poluqaetsØ iz diagrammy modulØ Ω^{m−}2(S2) s pomow~¸

operaciæ, opisannyh v sledstvii 2.2.

a) Esli f induciruet nulevoe otobraßenie na kraænih (sleva i sprava) prostyh prØmyh slagaemyh modulØ topΩ^m(S_2), to suwestvuet gomomorfizm f^′ : Ω^{m−2}(S_2) → S_i takoæ, qto f = f^′ρ, gde ρ : Ω^m(S_2) → Ω^{m−2}(S_2) – kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Tak kak ρ = Ω^{m−2}(ρ̃) dlØ nekotorogo gomomorfizma ρ̃ : Ω^2(S_2) → S_2, to trebuemoe utverßdenie poluqaetsØ (s uqetom PredloßeniØ 3.2) indukcieæ po m.

b) Predpoloßim teper~, qto f induciruet nenulevoe otobraßenie na kraænem sleva prØmom slagaemom v topΩ^m(S_2). Zametim, qto Ω^m(S_2) imeet faktormodul~ U s diagrammoæ

S_3(∗) S_3

α_1a_1b_1b_2 ffl ffi b_2.

S_2 (3.3)

154 A. I. GENERALOV Pri fftom f prohodit qerez U , t.e. f = f^′ρ_1, gde ρ_1 : Ω^m(S_2) → U kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Krome togo, my budem pomeqat~ zvezdoqkoæ tot prostoæ modul~ iz topU , na kotorom f induciruet nenulevoe otobraßenie. Dalee, modul~ U vkladyvaetsØ v Ω^1(S_2), poskol~ku diagramma modulØ Ω^1(S_2) imeet otkrytoe podmnoßestvo vida (3.3). Dokaßem, qto gomomorfizm f^′ : U → S_3 podnimaetsØ do nekotorogo gomomorfizma f^{′′} : Ω^1(S_2) → S_3, t.e. f^′ = f^{′′}ρ_2, gde ρ_2 : U → Ω^1(S_2) – vloßenie. Deæstvitel~no, tak kak SocU = S_2 soderßitsØ v Kerf^′, to f^′ prohodit qerez modul~ U/S_2 ≃ V ⊕ S_3, gde V = U (S_3, . . . , S_1), priqem na S_3 sootvetstvu¸wee inducirovannoe otobraßenie ravno 0, i sledovatel~no, ono prodolßaetsØ (s pomow~¸ doopredeleniØ nulem) do gomomorfizma Ω^1(S_2)/S_2 → S_3. Togda v kaqestve f^{′′} berem kompozici¸ poslednego gomomorfizma s kanoniqeskim ffpimorfizmom Ω^1(S_2) → Ω^1(S_2)/S_2. Takim obrazom, f = f^{′′}ρ_2ρ_1, gde ρ = ρ_2ρ_1 : Ω^m(S_2) → Ω^1(S_2) imeet vid ρ = Ω^1(ρ̃) dlØ nekotorogo ρ̃ : Ω^{m−1}(S_2) → S_2, i ostaetsØ vnov~ ispol~zovat~ indukci¸ po m.

v) Nakonec, predpoloßim, qto f induciruet nenulevoe otobraßenie na kraænem sprava prostom prØmom slagaemom v topΩ^m(S_2). V fftom sluqae my analogiqno predyduwemu ispol~zuem faktormodul~ (sootvetstvenno podmodul~) modulØ Ω^m(S_2) (sootvetstvenno Ω^1(S_2)), ime¸wiæ diagrammu

S_2 S_1(∗)

a_1b_1 ffl ffi β_2b_2a_2a_1.

S_2

Sluqaæ 2: m ≡ 2 (mod 3). Esli f : Ω^m(S2) → Sj induciruet

nulevoe otobraßenie na kraænem sleva (prostom) prØmom slagaemom modulØ topΩ^m(S_2), to trebuemoe utverßdenie poluqaem analogiqno sluqa¸ 1a). Esli ße f : Ω^m(S_2) → S_3 induciruet nenulevoe otobraßenie na kraænem sleva prØmom slagaemom v

topΩ^m(S2), to neposredstvenno vidno, qto f prohodit qerez ka-

noniqeskiæ ffpimorfizm ρ : Ω^m(S_2) → Ω^2(S_2), i dalee dokazatel~- stvo zaverxaetsØ analogiqno sluqa¸ 1b).

Sluqaæ 3: m ≡ 0 (mod 3). Seæqas diagramma modulØ Ω^{m−4}(S2), a

ne modulØ Ω^{m−2}(S_2), ØvlØetsØ poddiagrammoæ diagrammy modulØ

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 155

Ω^m(S2) (sm. Sledstvie 2.2). Pofftomu dlØ provedeniØ indukcii

po m rassußdaem analogiqno sluqa¸ 1a) s zamenoæ Ω^{m−2}(S_2) na

Ω^{m−}4(S2) (sleduet uqest~, qto seæqas m ⩾ 6). Odnako zatem nado

rassmatrivat~ takie otobraßeniØ f, kotorye induciru¸t nenulevoe otobraßenie libo na odnom iz dvuh kraænih sleva, libo na kraænem sprava prostom prØmom slagaemom modulØ topΩ^m(S_2).

Pust~ f induciruet nenulevoe otobraßenie na kraænem sleva prØmom slagaemom v topΩ^m(S_2). Togda f prohodit qerez faktormodul~ U modulØ Ω^m(S_2), ime¸wiæ diagrammu

S_2(∗) S_3 S_3

α_2a_2a_1b_1 ffl ffic α_1a_1b_1b_2 ffl ffi b_2.

S_3 S_2 (3.4)

UqityvaØ, qto U vkladyvaetsØ v modul~ Ω^3(S_2), zaverxaem dokazatel~stvo trebuemogo utverßdeniØ analogiqno sluqa¸ 1b).

Esli f induciruet nenulevoe otobraßenie na vtorom sleva prØmom slagaemom v topΩ^m(S_2), to analogiqno predyduwemu vnov~ ispol~zuem modul~ U s diagrammoæ (3.4) (na seæ raz zvezdoqka dolßna stoØt~ u srednego slagaemogo v topU ).

Nakonec, v sluqae, kogda f induciruet nenulevoe otobraßenie na kraænem sprava prØmom slagaemom modulØ topΩ^m(S_2), to analogiqnym obrazom ispol~zuem modul~ s diagrammoæ

S_2 S_2(∗)

a_1b_1ffl ffi β_2b_2a_2,

S_2

kotoryæ odnovremenno ØvlØetsØ faktormodulem modulØ Ω^m(S_2) i podmodulem v Ω^3(S_2).

Predloßenie 3.4. L¸boe kanoniqeskoe otobraßenie f: Ω^m(S3)

→ S_i (i = 2, 3) predstavlØetsØ v vide kompozicii otobraßeniæ x̂1, x̂_2, x̂_5, ŷ_1, a takße ih Ω-sdvigov.

Dokazatel~stvo. DlØ m ⩽ 2 utverßdenie neposredstvenno vy-

tekaet iz PredloßeniØ 3.2. Predpoloßim, qto m ⩾ 3. Napomnim, qto diagramma modulØ Ω^m(S_3) poluqaetsØ iz diagrammy modulØ Ω^{m−2}(S_3) s pomow~¸ operaciæ, opisannyh v Sledstvii 2.5. Pofftomu rassußdeniØ, analogiqnye sluqa¸ 1a) iz dokazatel~- stva PredloßeniØ 3.3, pozvolØ¸t ograniqit~sØ v dal~neæxem

156 A. I. GENERALOV rassmotreniem tol~ko takih f, kotorye induciru¸t nenulevye otobraßeniØ na kraænih (sleva i sprava) prostyh prØmyh slagaemyh modulØ topΩ^m(S_3). V fftih sluqaØh provodØtsØ odnotipnye rassußdeniØ, analogiqnye sluqa¸ 1b) dokazatel~stva PredloßeniØ 3.3, v kotoryh dannoe otobraßenie f provoditsØ qerez nekotoryæ modul~ U , ØvlØ¸wiæsØ odnovremenno faktormodulem modulØ Ω^m(S_3) i podmodulem v nekotorom Ω^i(S_3), gde i ⩽ 2. Pofftomu my, razbiraØ niße razliqnye sluqai, budem tol~ko ukazyvat~ diagrammu podhodØwego modulØ U . Krome togo, vvidu SledstviØ 2.5 imeetsØ pravo-levaØ simmetriØ meßdu prisoedinØemymi k diagramme Ω^{m−2}(S_3) zigzagami (esli ih rassmatrivat~ v sovokupnosti po vsem trem sluqaØm a), b), v) SledstviØ 2.5). �to pozvolØet ograniqit~sØ rassmotreniem tol~ko takih f, kotorye induciru¸t nenulevoe otobraßenie na kraænem sleva prØmom slagaemom modulØ topΩ^m(S_3).

Esli m ≡ 0 (mod 3), to nado rassmatrivat~ modul~ U s diagrammoæ

S_3(∗) S_3

α_1a_1b_1b_2 ffl ffi b_2 ffl c

S_2 S_3 ;

pri fftom U ⊂ Ω^2(S_3). Esli m ≡ 1 (mod 3), to rassmatrivaem modul~ U s diagrammoæ

S_3(∗) S_2

c^{n−1}ffl ffi a_2

S_3,

a esli m ≡ 2 (mod 3), to rassmatrivaem modul~ U s diagrammoæ

S_2(∗) S_3

α_2a_2a_1b_1 ffl ffic.

S_3

V poslednih dvuh sluqaØh sootvetstvu¸wiæ modul~ U vkladyvaetsØ v Ω^1(S_3).

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 157

Predloßenie 3.5. L¸boe kanoniqeskoe otobraßenie f: Ω^m(S1)

→ S_i (i = 1, 2) predstavlØetsØ v vide kompozicii otobraßeniæ x̂3, x̂_4, ẑ_2, a takße ih Ω-sdvigov.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sleduet neposredstvenno iz pe-

riodiqnosti modulØ S_1 (sm. Predloßenie 2.7) i iz PredloßeniØ 3.2.

Iz Predloßeniæ 3.3–3.5 neposredstvenno vytekaet

Sledstvie 3.6. k-algebra E(R) poroßdaetsØ fflementami

x_i(i = 1, . . . , 5), y_j (j = 1, 2), z_t(t = 1, 2). (3.5)

§4. SootnoxeniØ Po-preßnemu, R oboznaqaet odnu iz algebr R_{e,n}.

Predloßenie 4.1. DlØ obrazu¸wih (3.5) algebry E(R) vypolnØ-

¸tsØ sootnoxeniØ (1.1), a takße

x^2_1 = { y_1, esli n = 2 0, esli n > 2.

(4.1)

Dokazatel~stvo. Vse sootnoxeniØ proverØ¸tsØ edinoobrazno.

DlØ ill¸stracii ispol~zuemoæ tehniki my dokaßem tol~ko sootnoxenie (4.1), a takße poslednee sootnoxenie iz (1.1). Proverka ostal~nyh sootnoxeniæ predostavlØetsØ qitatel¸.

�lement x^2_1 predstavlØetsØ otobraßeniem ^x^2_1 = x̂_1 ∘ Ω^1(x̂_1), a poslednee zadaetsØ ob¨eml¸wim kvadratom sledu¸weæ kommutativnoæ diagrammy:

Q_2(S_3)−→Q_1(S_3)

Ω1(x̂1) :

(_{0 cn}�_{2 0}

1 0 0 ) (1, 0)

Q_1(S_3)−→Q_0(S_3)

x̂1 : (1, 0) c^{n−1} Q_0(S_3)−→_{cn} P_3.

158 A. I. GENERALOV Pri n > 2 kompoziciØ c^n(0, c^{n−2}, 0) ravna nul¸, i sledovatel~no, x^2_1 = 0. S drugoæ storony, pri n = 2 fftot ob¨eml¸wiæ kvadrat opisyvaet v toqnosti otobraßenie ŷ_1.

Dalee, fflementy z_1y_2 i y_2z_1 predstavlØ¸tsØ otobraßeniØmi

ẑ1 ∘ Ω3(ŷ2) i ŷ2 ∘ Ω2(ẑ1) sootvetstvenno:

Q_5(S_2)−→Q_4(S_2)

Ω3(ŷ2) :

(_{0 −1 0 0}

0 0 1 0 0 0 0 −1 ) (_{0 1 0 0}

0 0 −1 0 )

Q_3(S_2)−→Q_2(S_2)

ẑ1 : (0, 0, 1) (0, β2b2a2) Q_0(S_2)−→P_2 ,

Q_5(S_2)−→Q_4(S_2)

Ω2(ẑ1) :

(_{0 0 0 0}

0 0 0 1 ) (_{0 0 β2b2 0}

0 0 0 1 ) Q_2(S_2)−→Q_1(S_2)

ŷ1 : (0, 1) (0, −b1) Q_0(S_2)−→P_2 .

Sravnenie ob¨eml¸wih kvadratov poslednih dvuh diagramm privodit k sootnoxeni¸ z_1y_2 = −y_2z_1.

Pust~ E = k[R]/I (sootvetstvenno E^′ = k[R]/I^′) – k-algebra, opredelennaØ v §1, gde I (sootvetstvenno I^′) – ideal v algebre puteæ k[R] kolqana R, poroßdennyæ fflementami, sootvetstvu¸- wimi sootnoxeniØm (1.1) i (1.2) (sootvetstvenno (1.1) i (1.2^′)).

Esli n > 2, to vvidu PredloßeniØ 4.1 suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh k-algebr E → E(R), perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry E (t.e. sootvetstvu- ¸wie strelkam v R) v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie algebry E(R), vvedennye v §3. Esli n = 2, to imeetsØ analogiqnyæ s¸r¨- ektivnyæ gomomorfizm E^′ → E(R).

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 159 Dalee my budem rassmatrivat~ tol~ko sluqaæ n > 2. DlØ n = 2 v nißesledu¸wih rassußdeniØh neobhodimo sdelat~ sootvetstvu¸wie izmeneniØ, i my ffto predostavlØem qitatel¸.

Pust~ E = ⨁ m¿0^E m – prØmoe razloßenie, sootvetstvu¸wee gra-

duirovke na E (sm. §1). Qerez e_1, e_2, e_3 oboznaqim idempotenty algebry k[R], sootvetstvu¸wie verxinam kolqana R, i tak ße oboznaqim obrazy fftih idempotentov v E. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva Teoremy 1.1 (dlØ sluqaØ n > 2) dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸byh i, j ∈ {1, 2, 3} i l¸byh m ⩾ 0

dim_k(e_iE^me_j ) = dim_k Ext^m_R (S_j , S_i). (4.2)

My sdelaem ffto v neskol~ko xagov. Poskol~ku dlØ m = 0 sootnoxenie (4.2) oqevidno, to v dal~neæxem predpolagaem, qto m ⩾ 1. Predloßenie 4.2. dimk(e2E^me2) = dimk Ext^m_R (S2, S2). Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqenie dm = dimk(e2E^me2). Zame-

tim, qto kak k-algebra e_2Ee_2 poroßdaetsØ fflementami y_2, z_1 i z^′ = x_2x_1x_5. Poskol~ku z_1y_2 = −y_2z_1, z_1z^′ = 0 = z^′z_1, y_2z^′ = −z^′y_2, to “odnoqleny” vida y^s_2z^t_1, y^s_2(z^′)^t, gde 2s + 3t = m (s, t ⩾ 0), sostavlØ¸t k-bazis prostranstva e_2E^me_2. Dokaßem, qto

d_m = { d_{m−2} + 2, esli m ≡ 0 (mod 3)

d_{m−2}, v ostal~nyh sluqaØh.

(4.3)

Deæstvitel~no, odnoqlenam vida y^s_2z^t_1, y^s_2(z^′)^t, u kotoryh s > 0, odnoznaqno sootvetstvu¸t fflementy analogiqnogo k-bazisa prostranstva e_2E^{m−2}e_2 (naprimer, dostatoqno opuskat~ odin somnoßitel~ y_2). Krome togo, imeetsØ dva odnoqlena vida z^t_1, (z^′)^t v toqnosti, kogda m = 3t, t ∈ N.

Dalee, posledovatel~nost~ {dim_k Ext^m_R (S_2, S_2)}_m¿_1 vvidu SledstviØ 2.3b) udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.3). OstaetsØ zametit~, qto

d_1 = 0 = dim_k Ext^1_R(S_2, S_2), d_2 = 1 = dim_k Ext^2_R(S_2, S_2).

Predloßenie 4.3. dimk(e3E^me3) = dimk Ext^m_R (S3, S3). Dokazatel~stvo. Vnov~ vvedem oboznaqenie dm = dimk(e3E^me3).

Dokaßem, qto

d_m = { d_{m−2} + 2, esli m ≡ 0 (mod 3)

d_{m−2} + 1, v ostal~nyh sluqaØh.

(4.4)

160 A. I. GENERALOV Algebra e_3Ee_3 poroßdaetsØ fflementami x_1, y_1, y^′ = x_5x_2; pri fftom x_1y_1 = y_1x_1, y_1y^′ = −y^′y_1, x^2_1 = 0 = (y^′)^2. Takim obrazom, k-bazis prostranstva e_3E^me_3 sostoit iz “odnoqlenov” sledu¸wih tipov:

y^s_1(x_1y^′)^t, y^s_1(y^′x_1)^t, gde 2s + 3t = m(s, t ⩾ 0), y^s_1x_1(y^′x_1)^t, gde 2s + 3t + 1 = m(s, t ⩾ 0), y^s_1y^′(x_1y^′)^t, gde 2s + 3t + 2 = m(s, t ⩾ 0).

(4.5)

Qislo odnoqlenov vida (4.5), soderßawih y_1, ravno d_{m−2}. Rassmotrim teper~ odnoqleny vida (4.5), ne soderßawie y_1. DlØ m = 3t, t ∈ N, imeetsØ dva takih odnoqlena: (x_1y^′)^t i (y^′x_1)^t, a dlØ m = 3t+1 ili m = 3t+2 (t ∈ N) – rovno odin takoæ odnoqlen: x_1(y^′x_1)^t ili y^′(x_1y^′)^t sootvetstvenno.

OstaetsØ zametit~, qto vvidu SledstviØ 2.6b) posledovatel~- nost~ {dim_k Ext^m_R (S_3, S_3)}_m¿_1 udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.4), i qto

d_1 = 1 = dim_k Ext^1_R(S_3, S_3), d_2 = 2 dim_k Ext^2_R(S_3, S_3).

Analogiqno dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 4.4. dimk(e1E^me1) = dimk Ext^m_R (S1, S1). Predloßenie 4.5. dimk(e2E^me3) = dimk Ext^m_R (S3, S2). Dokazatel~stvo. VsØkiæ put~ ρ iz verxiny 3 v verxinu 2 kol-

qana R (rassmatrivaemyæ kak fflement algebry E) predstavlØetsØ v vide ρ = w_1 · x_2 · w_2, gde w_1 ∈ e_2Ee_2, w_2 ∈ e_3Ee_3. Tak kak

y_2x_2 = x_2y_1, z_1x_2 = 0 i z^′x_2 = (x_2x_1x_5)x_2 = x_2(x_1x_5x_2),

to moßno sqitat~, qto ρ = x_2 · w, gde w ∈ e_3Ee_3. Poskol~ku x_2y^′ = 0, razmernost~ d_m = dim_k(e_2E^me_3) ravna qislu odnoqlenov vida y^s_1(x_1y^′)^t ili y^s_1x_1(y^′x_1)^t, dlØ kotoryh 2s+3t = m−1 ili 2s+3t+1 = m−1 sootvetstvenno. Analogiqno dokazatel~stvam Predloßeniæ 4.2 i 4.3 poluqaem, qto

d_m − d_{m−2} = { 0, esli m − 1 ≡ 2 (mod 3) 1, v ostal~nyh sluqaØh = { 0, esli m ≡ 0 (mod 3) 1, v ostal~nyh sluqaØh.

(4.6)

KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, I 161 Vvidu SledstviØ 2.6a) posledovatel~nost~

{dim_k Ext^m_R (S_3, S_2)}_m¿_1

udovletvorØet sootnoxeni¸, analogiqnomu (4.6). Nakonec, poskol~ku

d_1 = 1 = dim_k Ext^1_R(S_3, S_2), d_2 = 1 = dim_k Ext^2_R(S_3, S_2),

to poluqaem trebuemoe utverßdenie.

Analogiqnym obrazom dokazyvaetsØ spravedlivost~ sootnoxeniØ (4.2) dlØ ostavxihsØ par (i, j). �to zaverxaet dokazatel~- stvo Teoremy 1.1.

Iz privedennyh v §§3, 4 rassußdeniæ vytekaet sledu¸wee opisanie Ext-algebr

E(S_i) = ⨁ m¿0^{Ext} m R (S_i, S_i)

(otnositel~no proizvedeniØ `onedy) prostyh R-moduleæ.

Predloßenie 4.6. a) E(S1) ≃ k[β, γ]/(β^2), gde degβ = 2, degγ = 3.

b) E(S_2) ≃ k⟨β, γ_1, γ_2⟩ / (γ1β + βγ1, γ2β + βγ2, γ1γ2, γ2γ1), gde degβ = 2, degγ_i = 3 (i = 1, 2).

v) dlØ n > 2

E(S_3) = k⟨α, β_1, β_2⟩ / (αβ1 − β1α, β1β2 + β2β1, α2, β2 ), gde degα = 1, degβ_i = 2 (i = 1, 2); dlØ n = 2 E(S_3) = k⟨α, β⟩ / (α2β + βα2, β2), gde degα = 1, degβ = 2.

Pust~ k – algebraiqeski zamknutoe pole harakteristiki 2. DlØ gruppy A_7 glavnyæ blok (algebry k[A_7]) Moritaffkvivalenten algebre R_{1,2}[6], pri fftom trivial~nyæ modul~ k sootvetstvuet verxine 2 kolqana R. Takim obrazom, Sledstvie 1.2 vytekaet iz PredloßeniØ 4.6b).

162 A. I. GENERALOV

Literatura

1. K. Erdmann, Algebras and dihedral defect groups. Proc. London Math. Soc., 54, Pt. 1 (1987), 88–114.

2. K. Erdmann, Blocks of tame representation type and related algebras. Lecture Notes in Math., 1428 (1990) 311 pp.

3. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Algebry `onedy dlØ odnogo klassa di-

ffdral~nyh algebr. Vestnik S.-Peterb. un-ta. Ser. 1, vyp. 3, No. 15 (1999)

3–10.

4. D. J. Benson, J. F. Carlson, Diagrammatic methods for modular representations and cohomology. Commun. Algebra, 15, No. 1/2 (1987), 53–121.

5. S. Makleæn, GomologiØ. M., Mir (1966).

6. K. Erdmann, Principal blocks of groups with dihedral Sylow 2-subgroups. Commun. Algebra, 5 (1977), 665–694.

Generalov A. I. Cohomology of algebras of dihedral type, I. The technique is developed which is related with Benson-Carlson diagrammatic method. Using this technique we describe Yoneda algebras of algebras constituting some series of algebras of dihedral type. We also describe Ext-algebras of simple modules over considered algebras.

Postupilo 10 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet