Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. I. Generalov, I. O. Isametdinov

RAZLOȷENINIE GRUPPY GROTENDIKA STABIL^NYH KATEGORI` KONEQNYH GRUPP

Pust~ T – triangulirovannaØ kategoriØ(sm. [1]), v kotoroæ klassy izomorfizmov ob¨ektov obrazu¸t mnoßestvo. Opredelim gruppu Grotendika K_0(T ) kategorii T kak svobodnu¸ abelevu gruppu s bazisom [A], gde A probegaet vse klassy izomorfizmov ob¨ektov iz T , profaktorizovannu¸ po podgruppe, poroßdœnnoæ fflementami [A] − [B] + [C], sootvetstvu¸wim treugol~nikam v T vida A → B → C → A[1]. Zametim, qto neposredstvenno iz opredeleniØ sleduet:

1. K_0(T ) sostoit iz fflementov vida [A], deæstvitel~no, iz suwestvovaniØ treugol~nikov: A → A ⊕ B → B^0−→ A[1], A → 0 → A[1]^{id}−→ A[1] sleduet, qto [A] + [B] = [A ⊕ B], −[A] = [A[1]].

2. Esli suwestvuet otobraßenie φ : ObT → G, gde G – abeleva gruppa i dlØ l¸byh A, B, C ∈ ObT takih, qto suwestvuet treugol~nik A → B → C → A[1], vypolneno:

φ(B) = φ(A) + φ(C), to suwestvuet i edinstvenen gomomorfizm

grupp ψ : K_0(T ) → G takoæ, qto φ = ψθ_T , gde θ_T – kanoniqeskoe otobraßenie ObT → K_0(T ).

3. Esli F : T → T^′ – toqnyæ funktor meßdu triangulirovannymi kategoriØmi, to suwestvuet i edinstvenen gomomorfizm grupp K_0(F ) : K_0(T ) → K_0(T^′) takoæ, qto kommutativna diagramma:

ObT^{θT}−−−−→ K_0(T ) F K0(F ) ObT^{′ θT 0}−−−−→ K_0(T^′).

PolnaØ podkategoriØ A v T nazyvaetsØ triangulirovannoæ, esli vypolnØ¸tsØ svoæstva: 1. X ∈ A ⇔ X[1] ∈ A. 163

164 A. I. GENERALOV, I. O. ISAMETDINOV 2. Esli suwestvuet treugol~nik A → B → C → A[1] i A, B ∈ A, to i C ∈ A.

PolnaØ triangulirovannaØ podkategoriØ A v T nazyvaetsØ plotnoæ, esli ∀X ∈ T ∃Y ∈ T : X ⊕ Y ∈ A.

V [2, Sledstvie 2.3] dokazano, qto esli A – plotnaØ polnaØ triangulirovannaØ podkategoriØ v T , to kanoniqeskiæ gomomorfizm i : K_0(A) → K_0(T ) ØvlØetsØ monomorfizmom.

Pust~ —– pole, A – koneqnomernaØ —-algebra, S_1, . . . , S_n – vse prostye (poparno neizomorfnye) A-moduli, P_1, . . . , P_n – ih proektivnye nakrytiØ. Vvedœm c_{ij} – qislo S_j kak faktorov v kompozicionnom rØdu P_i. Qisla c_{ij} obrazu¸t matricu C(A), nazyvaemu¸ matriceæ Kartana algebry A.

KoneqnomernaØ —-algebra A nazyvaetsØ kvazifrobeniusovoæ, esli levyæ modul~ nad A in¨ektiven togda i tol~ko togda, kogda on proektiven. Zametim, qto esli G – koneqnaØ gruppa, to gruppovaØ algebra —G – kvazifrobeniusova, a matrica Kartana

C(—G) simmetriqna. V dal~neæxem vse rassmatrivaemye gruppy

predpolaga¸tsØ koneqnymi.

Oboznaqim qerez mod A kategori¸ koneqnoporoßdœnnyh moduleæ nad kvazifrobeniusovoæ algebroæ A. Postroim stabil~- nu¸ kategori¸ stmodA. Eœ ob¨ekty – te ße, qto i u mod A, a morfizmy opredelØ¸tsØ tak: esli M, N ∈ Ob (mod A), to P (M, N ) – podmnoßestvo, kotoroe ØvlØetsØ podgruppoæ

Hom_A(M, N ), sostoØwee iz teh morfizmov, kotorye propuska¸t-

sØ qerez ob¨ekty, proektivnye v mod A, a

Hom_{stmodA}(M, N ) = Hom_A(M, N )/P (M, N ).

V [3] dokazano, qto ona moßet byt~ triangulirovana sledu¸wim obrazom: dlØ kaßdogo X ∈ Ob(stmodA) zafiksiruem

X^{iX}−→ I(X), gde i_X – vloßenie, I(X) – in¨ektivnyæ modul~. To-

gda moßno postroit~ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ (v

mod A): 0 → X^{iX}−→ I(X)^{εX}−→ Ω^{−1} X → 0. Ω^{−1} na morfizmah opredelØetsØ estestvennym obrazom(sm.

[3]).

Pust~ E : 0 → X^f−→ Y^g−→ Z → 0 – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v mod A. Togda suwestvuet kommutativnaØ dia-

RAZLOȷENINIE GRUPPY GROTENDIKA 165 gramma: 0→X^f−→Y^g−→Z →0 ‖ ↓ φ ↓ h 0→X^{iX}−→I(X)^{εX}−→ Ω^{−1} X→0. Klass morfizma h (v stmodA) ne zavisit ot vybora φ. Togda standartnym treugol~nikom, associirovannym s E, nazyvaetsØ posledovatel~nost~ vida: X^f−→ Y^g−→ Z^{−h}−→ Ω^{−1} X, gde f , g, h – klassy v stmodA morfizmov f, g, h sootvetstvenno. Treugol~nikom nazovœm l¸bu¸ posledovatel~nost~ vida X^{′ f0}−→

Y^{′ g0}−→ Z^{′ h0}−→ Ω^{−1} X^′, izomorfnu¸ nad stmodA nekotoromu stan-

dartnomu treugol~niku.

Kak skazano vyxe, fftoæ triangulirovannoæ kategorii sopostavlØetsØ gruppa Grotendika K_0(stmod—G). Otmetim, qto

K_0(stmod—G) moßet byt~ opisana kak koØdro otobraßeniØ Kar-

tana

c : K_0(proj—G) → K_0 (mod —G)

(sm. [4, Predloßenie 1]; sr. takße [5]); zdes~ proj—G – polnaØ podkategoriØ v mod —G, sostoØwaØ iz proektivnyh moduleæ.

Lemma 1. Pust~ A – kvazifrobeniusova —-algebra, S1, . . . , Sn – vse

prostye (poparno neizomorfnye) A-moduli, M – nekotoryæ koneqnoporoßdœnnyæ A-modul~. Pust~ m_i – qislo S_i kak faktorov v kompozicionnom rØdu M . Togda v K_0(stmodA) :

[M ] = n∑ i=1 m_i[S_i]

Dokazatel~stvo. (IndukciØ po dline kompozicionnogo rØda.)

Esli M = 0, to dokazyvat~ neqego. Inaqe suwestvuet maksimal~nyæ podmodul~ N ⊂ M ; pust~ M/N ∼= S_i. Esli n_j – qislo S_j kak faktorov v kompozicionnom rØdu N , to m_j = n_j(j ≠ i), m_i =

n_i + 1. Po induktivnomu predpoloßeni¸,

[N ] = n∑ j=1 n_j[S_j] = n∑ j=1 m_j [S_j ] − [S_i].

166 A. I. GENERALOV, I. O. ISAMETDINOV S drugoæ storony, v stmodA suwestvuet treugol~nik N → M → S_i → Ω^{−1} N. Znaqit,

[M ] = [N ] + [S_i] = n∑ j=1 m_j [S_j ] − [S_i] + [S_i] = n∑ j=1 m_j [S_j]. �

Pust~ G – gruppa porØdka p^r m, gde p – prostoe qislo, (m, p) = 1, r > 0, H – silovskaØ p-podgruppa v G, i pust~ —– pole s

char—= p. Tak kak —G – svobodnyæ —H-modul~, a —H – lokal~noe

kol~co [6, Teorema 2.3.2], to l¸boæ proektivnyæ —G-modul~ P ØvlØetsØ svobodnym modulem nad —H, i sledovatel~no, dim—P delitsØ na p^r.

Postroim gomomorfizm grupp

π : K_0(stmod—G) → Z/p^rZ, [M ] → dim—M (mod p^r).

Proverim korrektnost~ fftogo opredeleniØ:

1. Esli M ∼= N v stmod—G, to naædutsØ proektivnye —G-moduli

P, Q takie, qto M ⊕ P ∼= N ⊕ Q (v mod—G). Togda dim—M −

dim—N = dim—Q−dim—P delitsØ na p^r, i pofftomu π(M ) = π(N ).

2. Esli M_1 → M_2 → M_3 → Ω^{−1} M_1 – treugol~nik v stmod—G, to suwestvuet korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v mod —G

0 → M^′_1 → M^′_2 → M^′_3 → 0,

takaØ, qto M_i ∼= M^′_i v stmod—G, i = 1, 2, 3. I togda

π(M_2) = π(M^′_2) = π(M^′_1) + π(M^′_3) = π(M_1) + π(M_3).

Pust~ T – polnaØ podkategoriØ v stmod—G, sostoØwaØ iz moduleæ, q~i razmernosti delØtsØ na p^r. ˚sno, qto T – plotnaØ triangulirovannaØ podkategoriØ v stmod—G.

Predloßenie. G – koneqnaØ gruppa, H – silovskaØ p-podgruppa,

|H| = p^r. Togda imeet mesto korotkaØ toqnaØ posledovatel~- nost~:

0 → K_0(T )^i−→ K_0(stmod—G)^π−→ Z/p^rZ→ 0. (∗)

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto gomomorfizm π s¸r¨ektiven. Krome

togo, [M ] ∈ ker π togda i tol~ko togda, kogda M ∈ T . �

RAZLOȷENINIE GRUPPY GROTENDIKA 167 SohranØØ predyduwie oboznaqeniØ i predpoloßeniØ, predpoloßim dopolnitel~no, qto H ◁G, a G/H – abeleva gruppa. Krome togo predpoloßim, qto —– algebraiqeski zamknutoe pole. Sledu¸wee utverßdenie bez somneniØ horoxo izvestno, no avtory zatrudnØ¸tsØ dat~ sootvetstvu¸wu¸ ssylku.

Lemma 2. Pri vypolnenii predyduwih usloviæ imeetsØ rovno m

(poparno neizomorfnyh) prostyh —G-moduleæ: S_1, . . . , S_m, vse oni oni odnomerny, a ih proektivnye nakrytiØ P_1, . . . , P_m ime¸t razmernosti dim—P_i = p^r(i = 1, . . . , m).

Dokazatel~stvo. Pust~ M – prostoæ —G-modul~. Rassmatriva-

emyæ kak —H-modul~ M soderßit prostoæ —H-modul~ S = —_H ⟨x⟩, kotoryæ izomorfen trivial~nomu modul¸ —. Postroim lineænoe prostranstvo ~M, poroßdœnnoe mnoßestvom {gx|x ∈ G}. Legko videt~, qto ~M – —G-modul~ s trivial~nym deæstviem gruppy H, i pofftomu M = ~M moßno rassmatrivat~ kak —(G/H)-modul~. Tak kak G/H abeleva, to dim—M = 1 i imeetsØ rovno m = |G/H| poparno neizomorfnyh prostyh —(G/H)-moduleæ (i sledovatel~no, prostyh —G-moduleæ).

Krome togo, esli —G =^m ⨁ i=1 P^{si}_i , to

dim——G =^{m∑}_{i=1} si dim—Pi > mp^r = |G|,

i sledovatel~no, dlØ l¸bogo i, s_i = 1 i dim—P_i = p^r. �

Teorema. Pust~ G – koneqnaØ gruppa, H – silovskaØ p-podgruppa,

|H| = p^r (r > 0), H E G, G/H – abeleva gruppa, i pust~ —– algebraiqeski zamknutoe pole, char—= p. Togda posledovatel~nost~ (∗) rasweplØetsØ. V qasnosti,

K_0(stmod—G) ∼= Z/p^rZ⊕ K_0(T ).

Dokazatel~stvo. Postroim gomomorfizm grupp

j : Z/p^rZ→ K0(stmod—G)

takoæ, qto j(m) =^m ⨁ i=1 S_i. DlØ proverki korrektnosti fftogo opre-

deleniØ nado dokazat~, qto p^r [^m ⨁ i=1 S_i] = 0. Iz lemmy 2 sleduet, qto

168 A. I. GENERALOV, I. O. ISAMETDINOV m∑ j=1 c_{ij} = dim—P_i = p^r. A togda, s uqœtom simmetriqnosti matricy

C(—G) = (cij), poluqaem:

p^r[ m⨁ i=1 S_i] = m∑ i=1 ( m∑ j=1 c_{ij} )[S_i] = m∑ j=1 ( m∑ i=1 c_{ij} [S_i]) = m∑ j=1 [P_j] = 0.

Nakonec, Øsno, qto π ∘ j = idZ_{/p}rZ, i, takim obrazom, posledovatel~nost~ (∗) rasweplØetsØ. �

Literatura 1. S. I. Gel~fand, ı. I. Manin, Metody gomologiqeskoæ algebry. t. 1, Vve-

denie v teori¸ kogomologiæ i proizvodnye kategorii, M., Nauka, 1988.

2. R. W. Thomason, The classification of triangulated subcategories. Compos.

Math., 105, No. 1 (1997), 1–27.

3. D. Happel, On the derived category of a finite-dimentional algebra. Comment.

Math. Helv., 62, No. 3 (1987), 339–389.

4. H. Tachikawa, T. Wakamatsu, Cartan matricies and Grothendieck groups of stable categories. J. Algebra, 144, No. 2 (1991), 390–398.

5. R. Martinez-Villa, The stable group of a selfinjective Nakayama algebra. Commun.

Algebra, 19, No. 2 (1991) 509–517.

6. I. Hersteæn, Nekommutativnye kol~ca. M., Mir, 1972.

Generalov A. I., Isametdinov I. O. Decomposition of Grothendieck group of stable categories of finite groups.

Let G be a finite group with a normal Sylow p-subgroup H such that the corresponding quotient is abelian. We prove that the Grothendieck group of the stable category of G (over an algebraically closed field with characteristic p) contains a cyclic direct summand of order |H|.

Postupilo 25 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet