Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

M. B. ZvØgina

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` NAD NETEROVYMI KOMMUTATIVNYMI KOL^CAMI

V stat~e [1] dokazana obwaØ teorema o suwestvovanii lokal~- noæ dvoæstvennosti: pust~ Λ – associativnoe kol~co s ediniceæ, togda vsØkaØ malaØ polnaØ podkategoriØ kategorii_ΛM levyh unitarnyh Λ-moduleæ dvoæstvenna maloæ polnoæ podkategorii

ΓM pri nekotorom associativnom kol~ce s ediniceæ Γ. NastoØ-

waØ publikaciØ ØvlØetsØ prodolßeniem [1] i posvØwena primeneniØm dokazannoæ teoremy k razliqnym tipam neterovyh kommutativnyh kolec. My budem ssylat~sØ na stat~¸ [1] special~- nym obrazom: tak, remarka “sm. lemmu [1] 2.2” otsylaet qitatelØ k lemme 2.2 iz [1]. Osnovnye oboznaqeniØ i opredeleniØ privedeny v preambule i pervom paragrafe [1]; my ne stanem ih zdes~ vosproizvodit~. Kol~co Λ v nastoØweæ rabote, esli ne ogovoreno protivnoe, predpolagaetsØ neterovym kommutativnym.

Zametim, qto v sluqae kommutativnogo Λ imeetsØ estestvennyæ kol~cevoæ gomomorfizm Λ → Γ(_ΛV ) = Hom_Λ(V, V ) pri proizvol~nom_ΛV , tak qto kategoriØ_{Γ(ΛV )}M moßet byt~ otoßdestvlena s podkategorieæ_ΛM, i funktor G_Λ = Hom_Λ( , V ) deæstvuet na

Γ(ΛV )M. Pri fftom imeetsØ estestvennyæ monomorfizm

H_V (Y) → G_V (Y) dlØ_{Γ(ΛV )}Y, H_V = Hom_{Γ(ΛV )}( , V ).

§1. Moduli nad lokal~nymi kol~cami

V fftom paragrafe Λ – lokal~noe neterovo kol~co s maksimal~- nym idealom M i polem vyqetov k ≃ Λ/M. Rezul~taty, privedennye zdes~, izvestny – sm., naprimer, [2, 3]. My vyvedem ffti rezul~taty iz obweæ teoremy o lokal~noæ dvoæstvennosti.

Lemma 1.1. Pust~ ΛV (Λ) – in¨ektivnaØ oboloqka Λk, togda

(a) modul~_ΛV (Λ) – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ;

(b) V (Λ) = lim−→ G_{V (Λ)}(Λ/M^n); 169

170 M. B. ZV˚GINA

(c) kol~co Γ(_ΛV (Λ)) izomorfno popolneni¸ ^Λ = lim←− Λ/M^n kol~ca Λ.

Dokazatel~stvo. (a) Utverßdenie neposredstvenno sleduet iz

lemmy [1] 2.3.

(b)^1 Poloßim V_1 = {x ∈ V (Λ) | M^nx = 0 pri nekotorom n} i

pokaßem, qto V_1 = V (Λ). Poskol~ku k ⊂ V_1 i_ΛV (Λ) – in¨ektivnaØ oboloqka_Λk, dlØ fftogo dostatoqno proverit~ in¨ektivnost~_ΛV_1.

Pust~ I – ideal kol~ca Λ; nam nußno pokazat~, qto vsØkiæ gomomorfizm Λ-moduleæ I^f→ V_1 prodolßaetsØ do Λ → V_1. Imeem

V^{(1)}_1 ⊂ V^{(2)}_1 ⊂ . . . ⊂ V^{(n)}_1 ⊂ V^{(n+1)}_1 ⊂ . . . , gde V^{(n)}_1 = {x ∈ V (Λ) | M^nx = 0}.

Oqevidnym obrazom

V^{(n)}_1 ≃ G_{V (Λ)}(Λ/M^n), V_1 ≃ lim−→ G_{V (Λ)}(Λ/M^n).

V silu neterovosti kol~ca Λ ideal I ⊂ Λ koneqnoporoßden, tak qto f(I) ⊂ V^{(n)}_1 pri nekotorom n. Ots¸da sleduet, qto

f(M^nI) = M^nf(I) = 0, t.e. M^nI ⊂ ker f.

Dokaßem teper~ vspomogatel~no utverßdenie:

(b_1) Pust~ J ⊂ I ⊂ M – takie idealy kol~ca Λ, qto M^rI ⊂ J

dlØ nekotorogo natural~nogo r. Togda suwestvuet takoe natural~noe n, qto M^n ∩ I ⊂ J.

Deæstvitel~no, v silu koneqnoæ poroßdennosti ideala I i oqevidnogo ravenstva M^r(I/J) = 0 I/J est~ Λ-modul~ koneqnoæ dliny. Pust~ I = X_0 ⊃ X_1 ⊃ . . . ⊃ X_m = J – takaØ cepoqka idealov, qto vse X_i/X_{i+1} neprivodimy. My budem dokazyvat~ utverßdenie indukcieæ po m; sluqaæ m = 0 trivialen. Pust~

m ¿ 1 i uße dokazano, qto suwestvuet takoe n1, qto M^{n1} ∩ I ⊂

X_{m−1}. Kol~co Λ/J ØvlØetsØ kommutativnym lokal~nym kol~com

s maksimal~nym idealom M/J, i po lemme KrullØ suwestvuet takoe n_2, qto (M/J)^{n2} ⊅ X_{m−1}/J. Pust~ n ¿ max(n_1, n_2), togda (M/J)^n ∩I/J ⊂ Xm−1/J, no (M/J)^n ⊅ Xm−1/J. Poskol~ku Xm−1/J 1Dokazatel~stvo soobweno avtoru A. V. ˚kovlevym

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 171 – neprivodimyæ modul~, ffto oznaqaet, qto (M/J)^n ∩ (I/J) = 0. Sledovatel~no, M^n ∩ I ⊂ J, qto i trebovalos~.

Utverßdenie (b_1) pokazyvaet, qto M^l ∩ I ⊂ ker f pri nekotorom l. Poskol~ku modul~ I/M^l ∩ I estestvenno vkladyvaetsØ v Λ/M^l, a modul~ V (Λ) in¨ektiven, suwestvuet gomomorfizm

g : Λ/M^l → V (Λ), prodolßa¸wiæ f : I/M^l ∩ I → V_1. Pri fftom

M^lg(Λ/M^l) = 0, pofftomu g(Λ/M^l) ⊂ V1. Itak, imeem takoæ gomo-

morfizm g : Λ/M^l → V_1, qto kompoziciØ g : Λ^{estestvennaØ}−→_{proekciØ} Λ/M^{l g}→V_1 ØvlØetsØ prodolßeniem gomomorfizma f : I → V_1 do Λ → V_1. In¨ektivnost~ V_1 dokazana, a tem samym dokazan i punkt (b).

(c) Imeem

Γ(_ΛV (Λ)) = Hom_Λ ( lim−→ G_{V (Λ)}(Λ/M^n), V (Λ) ) = = lim ←− G_{V (Λ)} (Hom_Λ(Λ/M^n), V (Λ)) =

= lim ←− G^2_{V (Λ)}(Λ/M^n) = lim ←− (Λ/M^n) = ^Λ

(tot fakt, qto G^2_{V (Λ)}(Λ/M^n) = Λ/M^n, budet dokazan nezavisimo v sledu¸weæ lemme).

Lemma 1.2. DlØ vsØkogo modulØ koneqnoæ dliny ΛX estestvennye

monoforfizmy

X → G_{V (Λ)} H_{V (Λ)}(X) i G_{V (Λ)} H_{V (Λ)}(X) → G^2_{V (Λ)}(X)

ØvlØ¸tsØ izomorfizmami.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto skvoznoæ monomor-

fizm X → G^2_{V (Λ)}(X) est~ izomorfizm. DlØ fftogo zametim, qto funktor G^2_{V (Λ)} toqen, i vospol~zuemsØ trivial~noæ indukcieæ po dline modulØ_ΛX, uqityvaØ, qto

G_{V (Λ)}(k) = Hom_Λ(k, k) = Hom_k(k, k) = k

i potomu G^2_{V (Λ)}(k) = k.

Lemma 1.3._{Γ(ΛV (Λ))}V (Λ) – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ. Dokazatel~stvo. Doslovnoe povtorenie dokazatel~stva lemmy

1.1 (b) s zamenoæ Λ na ^Λ daet nam ^Λ-in¨ektivnost~ V (Λ); poskol~ku V (Λ) – suwestvennoe rasxirenie k ≃ ^Λ/M^Λ nad Λ, ono

172 M. B. ZV˚GINA tem bolee suwestvenno nad ^Λ. Pofftomu V (Λ) est~ in¨ektivnaØ oboloqka k nad ^Λ, i v silu lemmy [1] 2.3 b_ΛV (Λ) – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ, a ^Λ = Γ(_ΛV (Λ)) po lemme 1.1 (c).

Lemma 1.4. VsØkiæ Γ(ΛV (Λ))-modul~ koneqnoæ dliny V (Λ)-ref-

leksiven. Pri fftom estestvennyæ monomorfizm H_{V (Λ)}(X) → G_{V (Λ)}(X) dlØ moduleæ_{Γ(ΛV (Λ))}X koneqnoæ dliny ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku funktor G_{V (Λ)} H_{V (Λ)} toqen, V (Λ)-

refleksivnost~ moduleæ_{Γ(ΛV (Λ))}X koneqnoæ dliny dokazyvaetsØ, kak i v lemme 2.2, trivial~noæ indukcieæ po dline. Poskol~ku Λ-moduli_ΛH_{V (Λ)}(X) ime¸t oqevidnym obrazom koneqnu¸ dlinu, vtoroe utverßdenie sleduet iz lemmy 1.2.

Predloßenie 1.1. (a) KategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny av-

todual~na;

(b) KategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny dvoæstvenna kategorii ^Λ-moduleæ koneqnoæ dliny;

(c) KategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny ffkvivalentna kategorii ^Λ-moduleæ koneqnoæ dliny. �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami popolneniØ ^Λ⊗_Λ i stira¸wim b_ΛX →_Λ X.

Vse ffti utverßdeniØ neposredstvenno sledu¸t iz lemm 1.1– 1.4.

Lemma 1.5. VsØkiæ artinov Λ-modul~ dopuskaet vloßenie v

V (Λ)^n pri nekotorom n.

Dokazatel~stvo. Pust~ ΛX artinov; rassmotrim podmodul~ X

X_0 = {x ∈ X | Mx = 0}. Pokaßem, qto X est~ suwestvennoe ras-

xirenie X_0. Deæstvitel~no, dlØ nenulevogo x ∈ X ubyva¸waØ posledovatel~nost~ podmoduleæ X Λx ⊃ Mx ⊃ M^2x ⊃ . . . stabiliziruetsØ, M^lx = M^{l+1}x, otkuda v silu koneqnoæ poroßdennosti M^lx i lemmy NakaØmy imeem M^lx = 0. Esli M^lx = 0 i

M^{l−1}x ≠ 0, to dlØ nekotorogo λ ∈ M^{l−1}λx ≠ 0, λx ∈ X0, t.e.

Λx ∩ X_0 ≠ 0. Takim obrazom,_ΛX – suwestvennoe rasxirenie ΛX_0 i pofftomu vkladyvaetsØ v in¨ektivnu¸ oboloqku_ΛX_0. No X_0 – vektornoe prostranstvo nad polem k, koneqnomernoe v si-

lu artinovosti X, X_0 ≃ k^n. Pofftomu in¨ektivnaØ oboloqka X_0 izomorfna V (Λ)^n, tak kak X dopuskaet vloßenie v V (Λ)^n.

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 173

Lemma 1.6. Pust~_{Γ(ΛV (Λ))}Y – neterov modul~. Togda ΛH_{V (Λ)}(Y) –

artinov.

Dokazatel~stvo. V silu neterovosti kol~ca Γ(ΛV (Λ)) =^^Λ ne-

terovost~_{Γ(ΛV (Λ))}Y ffkvivalentna ego koneqnoæ predstavimosti. Pofftomu, soglasno sledstvi¸ iz lemmy [1] 2.1, neterov_{Γ(ΛV (Λ))}Y

V (Λ)-refleksiven. Dalee, pust~ X_1 ⊃ X_2 ⊃ . . . – ubyva¸waØ

cepoqka podmoduleæ Λ-modulØ X = H_{V (Λ)}(Y); eæ sootvetstvuet proektivnaØ sistema ffpimorfizmov X/X_1 ← X/X_2 ← . . . , priqem po lemme [1] 2.8 (1) (a) vse X/X_i V (Λ)-refleksivny. Primeniv funktor G_{V (Λ)}, poluqim induktivnu¸ sistemu vloßeniæ podmoduleæ Γ(ΛV (Λ))Y GV (Λ)(X/X1) → GV (Λ)(X/X2) → . . . , kotoraØ stabiliziruetsØ vvidu neterovosti Γ(ΛV (Λ))Y : GV (Λ)(X/Xn) → GV (Λ)(X/Xn+i) sut~ izomorfizmy, otkuda X/X_{n+i} → X/X_n – takße izomorfizmy, t.e. X_n = X_{n+1} = . . . i artinovost~_ΛX ustanovlena.

Sledstvie. Klass artinovyh Λ-moduleæ sovpadaet s klassom mo-

duleæ, dopuska¸wih vloßenie v V (Λ)^n pri nekotorom natural~- nom n (v silu lemmy 1.5 ffto utverßdenie ffkvivalentno artinovosti moduleæ V (Λ)^n = H_{V (Λ)}(Γ(_ΛV (Λ))^n), kotoraØ namedlenno sleduet iz tol~ko qto dokazannoæ lemmy).

Predloßenie 1.2. KategoriØ artinovyh Λ-moduleæ dvoæstvenna

kategorii neterovyh ^Λ-moduleæ.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1.5 vsØkiæ artinov ΛX V (Λ)-

refleksiven (kak podmodul~ V (Λ)-refleksivnogo_ΛV (Λ)^n – sm. sledstvie iz lemmy [1] 2.6); ffpimorfizm Γ(_ΛV (Λ))^n → G_{V (Λ)}(X) daet koneqnu¸ poroßdennost~, a tem samym i neterovost~ modulØ_{Γ(ΛV (Λ))}G_{V (Λ)}(X). Obratno, esli modul~_{Γ(ΛV (Λ))}Y neterov, to on V (Λ)-refleksiven, i v silu lemmy 2.6_ΛH_{V (Λ)}(Y) – artinov. Takim obrazom, funktory G_{V (Λ)} i H_{V (Λ)} osuwestvlØ¸t trebuemu¸ dvoæstvennost~.

Osobenno prostaØ i krasivaØ situaciØ voznikaet v sluqae polnogo lokal~nogo kol~ca Λ. V fftom sluqae Γ(_ΛV (Λ)) = Λ i G_{V (Λ)} = H_{V (Λ)}, tak qto imeet mesto polnaØ simmetriØ.

174 M. B. ZV˚GINA

Predloßenie 1.3. Pust~ Λ – polnoe lokal~noe neterovo kol~co.

Togda kategoriØ neterovyh (ffkvivalentno: koneqnoporoßdennyh) Λ-moduleæ dvoæstvenna kategorii artinovyh Λ-moduleæ.

Sledstvie. DlØ proizvol~nogo lokal~nogo neterova kol~ca Λ ka-

tegoriØ artinovyh Λ-moduleæ ffkvivalentna kategorii artinovyh ^Λ-moduleæ. �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami po-

polneniØ ^Λ⊗_Λ i stira¸wim b_ΛX →_Λ X.

Predloßenie 1.4. ΛΛ – V (Λ)^N -reflektivnyæ modul~, gde N –

mnoßestvo natural~nyh qisel. Inymi slovami, “teorema o dvoænom centralizatore” (predloßenie [1] 2.3) imeet mesto pri V = V (Λ)^N .

Dokazatel~stvo. Vyberem dlØ kaßdogo natural~nogo n nenu-

levoæ morfizm y_n ∈ G_{V (Λ)}(Λ/M^n). Po lemme KrullØ vsØkiæ fflement λ kol~ca Λ leßit v nekotorom M^n \ M^{n+1}, pofftomu

λy_{n+1}(1 mod M^{n+1}) ≠ 0. Otobraßenie 1 → {y_n(1 mod M^n)} zada-

et, takim obrazom, monomorfizm Λ → V (Λ)^N , tak qto_ΛΛ V (Λ)^N - refleksiven.

Zameqanie. Rezul~taty, poluqennye dlØ lokal~nyh kolec, ne-

medlenno obobwa¸tsØ na polulokal~nye kol~ca. Imenno, pust~ Λ – polulokal~noe neterovo kommutativnoe kol~co: poloßim

Γ(Λ) = Π{^ΛM | M – maksimal~nyæ ideal Λ}. Imeem

(a) kategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny avtodual~na; (b) kategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny dvoæstvenna kategorii Γ(Λ)-moduleæ koneqnoæ dliny;

(c) kategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny ffkvivalentna kategorii Γ(Λ)-moduleæ koneqnoæ dliny. �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami Γ(Λ)⊗_Λ i stira¸wim_{Γ(Λ)}X →_Λ X;

(d) kategoriØ artinovyh Λ-moduleæ dvoæstvennoæ kategorii neterovyh (ffkvivalentno: koneqnoporoßdennyh) Γ(Λ)-moduleæ;

(e) esli Λ = ∏ i Λ_i – koneqnoe prØmoe proizvedenie polnyh lo-

kal~nyh kolec, to kategoriØ artinovyh Λ-moduleæ dvoæstvenna kategorii neterovyh Λ-moduleæ;

(f) dlØ proizvol~nogo polulokal~nogo neterova kol~ca Λ kategoriØ artinovyh Λ-moduleæ ffkvivalentna kategorii artinovyh

Γ(Λ)-moduleæ;

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 175 (g) modul~_ΛΛ V (Λ)^N -reflektiven, gde V (Λ) = ⊕ { E(Λ/M) | M ⊂ Λ – maksimal~nyæ ideal}, E(Λ/M) oboznaqaet in¨ektiv-

nu¸ oboloqku prostogo Λ-modulØ Λ/M. Inymi slovami, poloßiv V = V (Λ)^N i Γ = Γ(_ΛV ), imeem

End_ΛV = Γ,

End_ΓV = Λ.

§2. Obwiæ sluqaæ neterova kommutativnogo kol~ca

V fftom paragrafe my “globalizuem” rezul~taty, poluqennye dlØ lokal~nyh kolec.

Lemma 2.1. Nad neterovym (sleva) kol~com prØmye summy in¨-

ektivnyh (levyh) moduleæ in¨ektivny.

Dokazatel~stvo. Sm., naprimer, [4, 3.48.3].

Dalee do konca paragrafa my budem sqitat~ Λ neterovym kommutativnym kol~com i priderßivat~sØ sledu¸wih oboznaqeniæ:

M = {M} – mnoßestvo vseh maksimal~nyh idealov Λ;

kM = Λ/M dlØ M ∈ M;

ΛM = (Λ \ M)^{−1}Λ – lokalizaciØ kol~ca Λ;

^ΛM = lim_{←−}(ΛM \ MΛM) – popolnenie lokal~nogo kol~ca ΛM; VM – in¨ektivnaØ oboloqka modulØ kM nado kol~com ΛM;

V (Λ) = ⊕M_{∈M}VM; Γ(Λ) = ∏ M∈M^{^Λ}M^{(prØmoe proizvedenie kolec).}

Lemma 2.2. DlØ M ∈ M

(a) modul~ VM est~ in¨ektivnaØ oboloqka kM nad Λ;

(b) kol~co Γ(_ΛVM) izomorfno ^ΛM.

Dokazatel~stvo. (a) Imeem izomorfizm funktorov

Hom_Λ( , VM) = Hom_ΛM(ΛM⊗ , VM),

tak qto Λ-in¨ektivnost~ modulØ VM sleduet iz ego ΛM-in¨ektivnosti i iz Λ-ploskosti modulØ ΛM. Suwestvennost~ rasxireniØ

kM ⊂ VM nad Λ ØvlØetsØ oqevidnym sledstviem ego suwestven-

nosti nad ΛM.

(b) Utverßdenie neposredstvenno sleduet iz lemmy 1.1 (s), esli zametit~, qto na kategorii ΛM-moduleæ funktory Hom_ΛM i Hom_Λ sovpada¸t.

176 M. B. ZV˚GINA

Lemma 2.3. (a) V (Λ) = ⊕MVM – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ Λ-

modul~;

(b) kol~co Γ(_ΛV (Λ)) izomorfno Γ(Λ) = ∏ M^{^Λ}M^.

Dokazatel~stvo. (a) Primenenie lemm 2.1 i 2.2 daet nam in¨-

ektivnost~ modulØ_ΛV (Λ); lemma [1] 2.2 pokazyvaet, qto_ΛV (Λ)- koobrazu¸wiæ.

(b) Pokaßem, qto

Hom_Λ(VM_1 , VM_2) = 0 pri M_1 ≠ M_2.

Deæstvitel~no, pust~

f ∈ Hom_Λ(VM_1 , VM_2) i V^{(n)}M_i = { x ∈ VM_i | M^n_i x = 0 } (i = 1, 2).

Po lemme 1.1 VM_i = ⋃ n V^{(n)}M_i Indukcieæ po n ubedimsØ v tom, qto

f = 0 na V^{(n)}M_1 : esli x ∈ V^{(n)}M_1 i f = 0 na V^{(n−1)}M_1 , to M_1f(x) = 0;

poskol~ku M^l_2f(x) = 0, M^l_2 ≠ 0 pri nekotorom l, v silu maksimal~nosti ideala M_1 imeem f(x) = 0.

Teper~ dokazyvaemoe utverßdenie momental~no sleduet iz lemmy 2.2 (b):

Γ(_ΛV (Λ)) = Hom_Λ ( ⊕M^VM^{, ⊕}M^VM ) = ∏ M^{HomΛ (V} M, ⊕VM) = = ∏ M^{HomΛ (V}

M, VM) =^∏ M^{^Λ}

M = Γ(Λ).

Zameqanie. Esli Λ – oblast~ glavnyh idealov, to V (Λ) ≃ k/Λ,

gde k – pole qastnyh Λ. V qastnosti, V (Z) ≃ Q/Z.

Lemma 2.4. DlØ vsØkogo modulØ koneqnoæ dliny ΛX estestvennye

monomorfizmy X → H_{V (Λ)}G_{V (Λ)}(X) i H_{V (Λ)}G_{V (Λ)}(X) → G^2_{V (Λ)}(X) ØvlØ¸tsØ izomorfizmami.

�ta lemma dokazyvaetsØ toqno tak ße, kak i lemma 1.2 – indukcieæ po dline_ΛX s ispol~zovaniem toqnosti funktora G^2_{V (Λ)}.

Zametim, qto esli kol~co Λ ne polulokal~no (t.e. mnoßestvo M beskoneqno), to_{Γ(Λ)}V (Λ) ne ØvlØetsØ in¨ektivnym modulem (t.k. ⊕M_{∈M}kM ⊂ V (Λ) ⊂ ∏ M∈M^VM^{, priqem v sluqae beskoneqnogo}

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 177 M vloßenie V (Λ) ⊂ ∏ M∈M^VM^{strogoe, a rasxirenie ⊕}M∈M^kM^⊂

V (Λ) ⊂ ∏ M∈M^VM^{– suwestvennoe). Rezul~taty dvoæstvennosti,}

poluqennye dlØ lokal~nyh i polulokal~nyh kolec, obobwa¸tsØ tem ne menee i na fftot sluqaæ: okazyvaetsØ, qto funktor H_{V (Λ)} toqen i strog na dostatoqno bol~xoæ podkategorii_{Γ(ΛV (Λ))}M.

My nazovem Γ(Λ)-modul~ finitnym, esli ^ΛMY = 0 pri poqti vseh M ∈ M.

Lemma 2.5. Pust~_{Γ(Λ)}M^0 – polnaØ podkategoriØ_{Γ(Λ)}M, ob¨ekta-

mi kotoroæ ØvlØ¸tsØ finitnye moduli. Togda funktor H_{V (Λ)} toqen na_{Γ(Λ)}M^0, priqem vse ob¨ekty_{Γ(Λ)}M^0 ime¸t mnogo morfizmov v V (Λ).

Dokazatel~stvo. Zametim preßde vsego, qto esli v toqnoæ po-

sledovatel~nosti Γ(Λ)-moduleæ 0 → Y_1 → Y → T_2 → 0 Y_1 i Y_2 finitny, to takov ße i Y (ibo iz ^ΛMY_1 = 0, ^ΛMY_2 = 0 sleduet

^ΛMY = 0). Esli Y – ob¨ekt kategorii Γ(Λ)M^0, to

H_{V (Λ)}(Y) = Hom Q

bΛMY6=0 ( Y, ⊕b_Λ MY≠0^VM ) , a koneqnaØ prØmaØ summa ⊕b_Λ

MY≠0^VM^{est~ in¨ektivnyæ koobra-}

zu¸wiæ nad sootvetstvu¸wim koneqnym prØmym proizvedeniem kolec. Ots¸da i sleduet utverßdenie lemmy.

Lemma 2.6. VsØkiæ Γ(Λ)-modul~ koneqnoæ dliny V (Λ)-refleksi-

ven. Pri fftom estestvennyæ monomorfizm H_{V (Λ)}(Y) → G_{V (Λ)}(Y) dlØ moduleæ_{Γ(Λ)}Y koneqnoæ dliny ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. Γ(Λ)-moduli dliny 1 ime¸t vid kM, M ∈ M.

Pofftomu vse Γ(Λ)-moduli koneqnoæ dliny finitny, i po lemme 2.5 funktor G_{V (Λ)}H_{V (Λ)} toqen na kategorii Γ(Λ)-moduleæ koneqnoæ dliny. Dalee dokazatel~stvo provoditsØ trivial~noæ indukcieæ po dline modulØ. Tot fakt, qto dlØ_{Γ(Λ)}Y koneqnoæ dliny H_{V (Λ)}(Y) → G_{V (Λ)}(Y) est~ izomorfizm, sleduet iz V (Λ)- refleksivnosti_{Γ(Λ)}Y i iz lemmy 2.4 (poskol~ku_ΛH_{V (Λ)}(Y) oqevidnym obrazom imeet koneqnu¸ dlinu).

Takim obrazom, v sluqae proizvol~nogo neterova kommutativnogo Λ my snova poluqaem avtodual~nost~ kategorii Λ-moduleæ koneqnoæ dliny.

178 M. B. ZV˚GINA

Predloßenie 2.1. (a) KategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny av-

todual~na;

(b) kategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny dvoæstvenna kategorii Γ(Λ)-moduleæ koneqnoæ dliny;

(c) kategoriØ Λ-moduleæ koneqnoæ dliny ffkvivalentna kategorii Γ(Λ)-moduleæ koneqnoæ dliny. �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami Γ(Λ)⊗_Λ i stira¸wim_{Γ(Λ)}X →_Λ X.

Dokazatel~stvo. Vse utverßdeniØ neposredstvenno sledu¸t iz

lemm 2.3–2.6.

Lemma 2.7. VsØkiæ artinov Λ-modul~ vkladyvaetsØ v koneqnu¸

prØmu¸ summu ⊕M_{∈M}V^nMM (nM = 0 pri poqti vseh M).

Dokazatel~stvo. Pust~ ΛX – artinov. DlØ M ∈ M poloßim

X^0M = {x ∈ X | Mx = 0}. X^0M – vektornoe prostranstvo nad

kM, koneqnomernoe v silu artinovosti ΛX : X^0M ≃ k^nMM . Po-

skol~ku X^0M_1 ∩ X^0M_2 = 0 pri M_1 ≠ M_2,_ΛX soderßit podmodul~

X^0 = ∑ m X^0M, izomorfnyæ prØmoæ summe ⊗M_{∈M}k^nMM ; opØt~ ße v

silu artinovosti_ΛX poqti vse nM ravny nul¸.

Dalee, esli 0 ≠ x ∈ X, to ΛM ⊗_Λ Λx ≠ 0 pri nekotorom M; poskol~ku Λx ⊂ X – artinov Λ-modul~, ΛM⊗_Λ Λx oqevidnym obrazom artinov ΛM-modul~, i v silu lemmy 1.5 imeem

M^{(λ}_s ⊗_Λ x^) = 0,^λ_s ⊗_Λ x ≠ 0

pri nekotorom λ/s ∈ ΛM. Ots¸da Mλx = 0, λx ≠ 0, t.e. λx ∈

X^0M ⊂ X^0, λx ≠ 0. Takim obrazom,_ΛX est~ suwestvennoe rasxi-

renie modulØ_ΛX^0, izomorfnogo prØmoæ summe ⊕Mk^nMM – pofftomu ΛX vkladyvaetsØ v in¨ektivnu¸ oboloqku_ΛX^0, izomorfnu¸ koneqnoæ prØmoæ summe ⊕MV^nMM .

Sledstvie. Artinovy Λ-moduli V (Λ)-refleksivny. Lemma 2.8. Modul~_{Γ(Λ)}Y neterov v tom i tol~ko v tom sluqae,

kogda on finiten i koneqnoporoßden nad kol~com ∏ bΛMY≠0^{^Λ}M^.

Dokazatel~stvo. Oqevidno.

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 179

Lemma 2.9. Esli_{Γ(Λ)}Y neterov, to ΛH_{V (Λ)}(Y) artinov.

�ta lemma dokazyvaetsØ v toqnosti tak ße, kak lemma 1.6: hotØ_{Γ(Λ)}V (Λ) i ne ØvlØetsØ in¨ektivnym koobrazu¸wim, lemma [1] 2.8 faktiqeski primenima, t.k. funktor H_{V (Λ)} toqen na kategorii_{Γ(Λ)}M^0 i vse finitnye Γ(Λ)-moduli ime¸t mnogo morfizmov v V (Λ) – a neterovy Γ(Λ)-moduli finitny.

Sledstvie. Klass artinovyh Λ-moduleæ sovpadaet s klassom mo-

duleæ, dopuska¸wih vloßenie v koneqnu¸ prØmu¸ summu ⊕M_{∈M}V^nMM .

SummiruØ predyduwie rezul~taty, poluqaem:

Predloßenie 2.2. KategoriØ artinovyh Λ-moduleæ dvoæstvenna

kategorii neterovyh Γ(Λ)-moduleæ.

Dokazatel~stvo. Esli ΛX artinov, to iz toqnoæ posledovatel~-

nosti

0 → X → ⊕MV^nMM

imeem ∏

M^{(^Λ}

M)^nM → GV (Λ)(X) → 0,

tak qto G_{V (Λ)}(X) – neterov. Obratno, dlØ neterova_{Γ(Λ)}Y

H_{V (Λ)}(Y) artinov po lemme 2.9. V (Λ)-refleksivnost~ artinovyh

Λ-moduleæ i neterovyh Γ(Λ)-moduleæ nami uße proverena.

Predloßenie 2.3. Pust~ Λ =^∏_α Λα – prØmoe proizvedenie polnyh

lokal~nyh neterovyh kolec Λ_α (neneterovo v sluqae beskoneqnogo mnoßestva indeksov α!) Togda kategoriØ artinovyh Λ-moduleæ dvoæstvenna kategorii neterovyh Λ-moduleæ.

Sledstvie. DlØ neterova kommutativnogo kol~ca Λ katego-

riØ artinovyh Λ-moduleæ ffkvivalentna kategorii artinovyh Γ(Λ)-moduleæ. �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami Γ(Λ)⊗_Λ i stira¸wim_{Γ(Λ)}X →_Λ X.

Nakonec, posledniæ nax rezul~tat – o “dvoænom centralizatore”.

Predloßenie 2.4. ΛΛ – V (Λ)^{M×N} -refleksivnyæ modul~ (gde N –

mnoßestvo natural~nyh qisel). Inymi slovami, poloßiv

V = V (Λ)^{M×N} i Γ = Γ(_ΛV ),

180 M. B. ZV˚GINA

imeem

End_ΛV = Γ,

End_ΓV = Λ.

Dokazatel~stvo. Predloßenie 1.4 daet nam monomorfizmy

^ΛM → V^NM ; soqetaØ ffti monomorfizmy s estvennymi vloßeni-

Ømi VM → V (Λ), imeem monomorfizm ^ΛM → V (Λ)^N , da¸wie pri prØmom peremnoßenii monomorfizm Γ(Λ) → V (Λ)^{M×N} . Poskol~ku modul~_ΛΛ vkladyvaetsØ v_ΛΓ(Λ), on vkladyvaetsØ i v

V = V (Λ)^{M×N} , a potomu ØvlØetsØ V -refleksivnym.

§3. Oblasti glavnyh idealov. Neterovy faktorial~nye oblasti

Oblast~ glavnyh idealov Λ ØvlØetsØ neterovym kommutativnym kol~com, k kotoromu primenim vse rezul~taty predyduwego paragrafa. Mnoßestvo M maksimal~nyh idealov Λ moßno otoßdestvit~ mnoßestvom P = {p} nerazloßimyh fflementov (s toqnost~¸ do edinic); modul~ V_p estestvenno oboznaqat~ qerez Λ/p^∞Λ; kanoniqeskiæ in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ

V (Λ) = ⊕_{p∈P}(Λ/p^∞Λ) izomorfen k/Λ, gde k – pole qastnyh kol~-

ca Λ. S sootvetstvu¸wimi zamenami moßno pereformulirovat~ predloßeniØ 2.1–2.4. StrukturnaØ teorema o stroenii koneqnoporoßdennyh moduleæ nad oblast~¸ glavnyh idealov daet nam sledu¸wie dopolnitel~nye rezul~taty (v predloßeniØh 3.1–3.3 Λ predpolagaetsØ oblast~¸ glavnyh idealov).

Predloßenie 3.1. (a) KategoriØ koneqnoporoßdennyh periodi-

qeskih Λ-moduleæ avtodual~na;

(b) kategoriØ koneqnoporoßdennyh periodiqeskih Λ-moduleæ dvoæstvenna kategorii koneqnoporoßdennyh periodiqeskih finitnyh Γ(Λ)-moduleæ;

(c) kategoriØ koneqnoporoßdennyh periodiqeskih Λ-moduleæ ffkvivalentna kategorii koneqnoporoßdennyh periodiqeskih finitnyh Γ(Λ)-moduleæ. �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami Γ(Λ)⊗_Λ i stira¸wim.

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 181

Predloßenie 3.2. VsØkiæ artinov Λ-modul~ izomorfen koneqnoæ

prØmoæ summe ⊕_{p∈P} i=1,... ,l_p ( Λ/p^{n(i)p} Λ ) ,

gde n^{(i)}p – neotricatel~noe celoe qislo ili ∞ (l_p = 0 pri poqti vseh p).

Predloßenie 3.3. KategoriØ koneqnoporoßdennyh Λ-moduleæ

dvoæstvenna maloæ polnoæ podkategorii Γ

(_Λ (k/Λ)^{P×N} ) -moduleæ, ob¨ekty kotoroæ izomorfny koneqnym prØmym summam moduleæ vida (k/Λ)^{P×N} i (Λ/p^nΛ)^{P×N} .

Vot odno zabavnoe primenenie poluqennyh rezul~tatov: my seæqas pokaßem, qto dlØ kol~ca vida Λ = ∏ α Λ_α, gde Λ_α – pol-

nye kol~ca diskretnogo normirovaniØ, v kategorii neterovyh Λ-moduleæ suwestvu¸t “proektivnye oboloqki”.

Budem oboznaqat~ qerez Noeth (Λ) i Art (Λ) kategorii neterovyh i artinovyh Λ-moduleæ sootvetstvenno.

Lemma 3.1. Pust~ Λ =^∏_α Λα – prØmoe proizvedenie polnyh ko-

lec diskretnogo normirovaniØ. In¨ektivnye ob¨ekty kategorii Art (Λ) sut~ moduli vida ⊕_α (Λ_α/p^∞_α Λ_α)^{nα} , gde p_α – uniformizanta kol~ca Λ_α i poqti vse n_α ravny nul¸.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku vsØkiæ artinov Λ-modul~ izomor-

fen koneqnoæ prØmoæ summe moduleæ vida Λ_α/p^{lα} Λ_α, gde l_α – celoe neotricatel~noe qislo ili ∞, dostatoqno pokazat~, qto moduli vida Λ_α/p^{lα} Λ_α ne ØvlØ¸tsØ in¨ektivnymi ob¨ektami kategorii Art (Λ) pri koneqnyh l_α. �tot fakt sleduet iz neprodolßimosti toßdestvennogo morfizma Λ_α/p^{lα} Λ_α^{id}→ Λ_α/p^{lα} Λ_α do

Λ_α/p^{lα +1}Λ_α^{id}→ Λ_α/p^{lα} Λ_α

Lemma 3.2. Pust~ po-preßnemu Λ =^∏_α Λα – prØmoe proizvede-

nie polnyh kolec diskretnogo normirovaniØ. V kategorii Art (Λ) suwestvu¸t in¨ektivnye oboloqki.

Dokazatel~stvo. In¨ektivnaØ oboloqka Λα/p^{lα} Λα v Art (Λ) so-

vpadaet s in¨ektivnoæ oboloqkoæ fftogo modulØ v_ΛM i ravna

182 M. B. ZV˚GINA

Λ_α/p^∞_α Λ_α; in¨ektivnaØ oboloqka koneqnoæ prØmoæ summy arti-

novyh moduleæ ravna prØmoæ summe in¨ektivnyh oboloqek fftih moduleæ.

Sledstvie. Pust~ Λ =^∏_α Λα, Λα sut~ polnye kol~ca diskretno-

go normirovaniØ. V kategorii Noeth (Λ) suwestvu¸t “proektivnye kooboloqki”. Podrobnee: dlØ vsØkogo neterova Λ-modulØ X suwestvuet takoæ ffpimorfizm proektivnogo ob¨ekta Noeth (Λ)P (X) na X, qto vsØkiæ gomomorfizm proektivnogo ob¨ekta P kategorii Noeth (Λ) v ob¨ekt P (X), dostraiva¸wiæ diagrammu

P �! X �! 0 x? ? P (X)

do kommutativnoæ, ØvlØetsØ ffpimorfizmom.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie neposredstvenno sleduet iz lem-

my 2.3 i predloßeniØ 2.3.

K neterovoæ faktorial~noæ oblasti Λ, koneqno, toße primenimy rezul~taty §2. Odnako v fftom sluqae narØdu s kanoniqeskim in¨ektivnym koobrazu¸wim V (Λ) polezno rassmotret~ drugoæ in¨ektivnyæ Λ-modul~ V^∗(Λ) = ⊕_{p∈P} (Λ/p^∞Λ), gde P = {p}

– mnoßestvo nerazloßimyh fflementov kol~ca Λ (s toqnost~¸ do edinic). HotØ_ΛV^∗(Λ) i ne ØvlØetsØ koobrazu¸wim, funktory

G_V �_{(Λ)} i H_V �_{(Λ)} osuwestvlØ¸t nekotoru¸ lokal~nu¸ dvoæstven-

nost~. V qastnosti, dlØ modulØ V^∗(Λ) verna “teorema o dvoænom centralizatore” – dokazatel~stvom fftogo netrivial~nogo fakta my i zaverxim nastoØwiæ paragraf. Proqie rezul~taty my lix~ sformuliruem: dokazatel~stva ih libo trivial~ny, libo mogut byt~ skopirovany (s oqevidnymi izmeneniØmi) iz §2.

Lemma 3.3. Pust~ Λ – kol~co diskretnogo normirovaniØ s uni-

formizantoæ p. Oboznaqim qerez Λ/p^∞Λ induktivnyæ predel posledovatel~nosti monomorfizmov 0 −→ Λ/pΛ −→ Λ/p^2Λ −→ . . . −→ Λ/p^nΛ −→ Λ/p^{n+1}Λ −→ . . . , λ mod p^nΛ −→ pλ mod p^{n+1}Λ.

UtverßdaetsØ, qto

(a) Λ/p^∞Λ est~ in¨ektivnaØ oboloqka Λ/pΛ nad Λ;

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 183 (b) kol~co Γ (_ΛΛ/p^∞Λ) izomorfmno popolneni¸ ^Λ = lim←− (Λ/p^nΛ) kol~ca Λ.

Dalee do konca paragrafa my budem sqitat~ Λ neterovoæ faktorial~noæ oblast~¸ i priderßivat~sØ sledu¸wiæ oboznaqeniæ:

P = {p} – mnoßestvo nerazloßimyh fflementov Λ

(s toqnost~¸ do edinic);

Λ_p = (Λ \ pΛ)^{−1}Λ – lokalizaciØ kol~ca Λ (p ∈ P);

^Λ_p = lim

←− (Λ^p/p^nΛ^p) – popolnenie lokal~nogo kol~ca Λ^p;

Λ/p^{∞ def}= Λ_p/p^∞Λ_p (v oboznaqeniØh lemmy 3.3);

V^∗(Λ) = ⊕_{p∈P}(Λ/p^∞Λ); Γ^∗(Λ) = ∏ p∈P ^Λ_p.

Lemma 3.4. (a) ΛV^∗(Λ) – in¨ektivnyæ modul~;

(b) kol~co Γ (_ΛV^∗(Λ)) izomorfno Γ^∗(Λ).

Predloßenie 3.4. Oboznaqim qerez L(Λ) kategori¸ Λ-moduleæ,

raskladyva¸wihsØ v koneqnu¸ prØmu¸ summu ⊕_{p∈P} i=1,... ,l_p ( Λ/p^{n(i)p} Λ ) ,

gde n^{(i)}p – celye neotricatel~nye qisla (l_p = 0 pri poqti vseh p); sootvetstvenno qerez L(Γ^∗(Λ)) oboznaqim kategori¸ Γ^∗(Λ)-moduleæ, raskladyva¸wihsØ v koneqnu¸ prØmu¸ summu ⊕_{p∈P} i=1,... ,l_p ( Γ^∗(Λ)/p^{n(i)p} Γ^∗(Λ) ) .

(a) KategoriØ L(Λ) avtodual~na;

(b) kategoriØ L(Λ) dvoæstvenna kategorii L(Γ^∗(Λ));

(c) kategoriØ L(Λ) ffkvivalentna kategorii L(Γ^∗(Λ)). �kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami Γ^∗(Λ)⊗_Λ i stira¸- wim_Γ�_{(Λ)}X →_Λ X.

184 M. B. ZV˚GINA

Predloßenie 3.5. Oboznaqim qerez L1(Λ) kategori¸ Λ-moduleæ,

dopuska¸wih vloßenie v koneqnu¸ prØmu¸ summu ⊕_{p∈P} (Λ/p^∞Λ)^{np}

(n_p – celye neotricatel~nye qisla, nulevye pri poqti vseh p).

(a) L_1(Λ) dvoæstvenna kategorii neterovyh Γ^∗(Λ)-moduleæ; (b) L_1(Λ) ffkvivalentna kategorii artinovyh Γ^∗(Λ)-moduleæ.

�kvivalentnost~ moßet byt~ zadana funktorami Γ^∗(Λ)⊗_Λ i stira¸wim_Γ�_{(Λ)}X →_Λ X.

(c) vsØkiæ ob¨ekt kategorii L_1(Λ) izomorfen koneqnoæ prØmoæ summe ⊕_{p∈P} i=1,... ,l_p ( Λ/p^{n(i)p} Λ ) ,

gde n^{(i)}p – neotricatel~noe celoe qislo ili ∞ i poqti vse l_p ravny nul¸.

Predloßenie 3.6 (“teorema o dvoænom centralizatore”).

ΛΛ – V^∗(Λ)^{P×N} -refleksivnyæ modul~. Inymi slovami, oboznaqim qerez Γ kol~co Γ

(_Λ V^∗(Λ)^{P×N} ) , imeem

End_Λ ( V^∗(Λ)^{P×N} ) = Γ,

End_Γ ( V^∗(Λ)^{P×N} ) = Λ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim toqnu¸ posledovatel~nost~ Λ-mo-

duleæ 0 −→ Λ^ρ−→ V^∗(Λ)^{P×N π}−→ Y −→ 0, v kotoroæ vloßenie ρ = {ρ_{p,n}}_{(p,n)∈P×N} zadano tak:

ρ_{p,n}(λ) = λ mod p^n ⊕ 0 ∈ Λ/p^∞Λ ⊕ ( ⊕_{q≠p} Λ/q^∞Λ ) = V^∗(Λ).

V silu lemmy [1] 2.6 nam dostatoqno dokazat~, qto_ΛY imeet mnogo morfizmov v V^∗(Λ). �tim my i zaæmemsØ.

Voz~mem nenulevoæ y ∈ Y i pokaßem, qto annulØtor Ann (y) soderßitsØ v nekotorom prostom ideale pΛ ⊂ Λ, p ∈ P (i tem samym suwestvuet nenulevoæ morfizm Λy → V^∗(Λ), y → 1 mod p⊕0). Oboznaqim qerez {y(p, n)}_{(p,n)∈P×N} proizvol~nyæ proobraz y v

V^∗(Λ)^{P×N} , y = π{y(p, n)}, i pust~ y_q (p, n) – estestvennaØ proek- ciØ {y(p, n)} na Λ/q^∞Λ (q ∈ P).

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 185 Zametim, qto pri μ ∈ Ann (y) μ{y(p, n)} ∈ ρ(Λ), t.e. {μy(p, n)} = c mod p^n ⊕ 0 dlØ nekotorogo c ∈ Λ, ili ffkvivalentno μy_n(p, n) = c mod p^n, μy_q (p, n) = 0 pri q ≠ p. Ots¸da vidim, qto

(a) esli pri nekotoryh p ≠ q ∈ P, n ∈ N y_q (p, n) ≠ 0, to Ann (y) ⊂ qΛ;

(b) esli pri nekotoryh p ∈ P, n ∈ N p^ny_q(p, n) ≠ 0,

to Ann (y) ⊂ pΛ.

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ y(p, n) = ~y_p(p, n) mod p^n ⊕ 0, ~y_p(p, n) ∈ Λ_p. (∗) V fftom sluqae imeem μ~y(p, n) ≡ c ( mod p^n), pofftomu primarnoe

p^n, delØwee μ, delit i c, tak qto c ≡ 0 ( mod μ), c = μc_1.

My utverßdaem, qto (c) v sluqae (∗) vsegda naædutsØ takie p ∈ P, l ∈ N , qto ~y_p(p, l) ≢ ~y_p(p, l + 1)( mod p^l). Deæstvitel~no, predpoloßiv protivnoe, my imeli by pri vsØkom p ∈ P “celoe p-adiqeskoe qislo” y(p) = lim←− ~y(p, n) ∈ ^Λ_p, i iz sravneniæ μy(p, n) ≡ c ( mod p^n) predel~nym perehodom poluqili by μy(p) = c = μc_1, tak qto y(p) = c_1 (ibo ^Λ_p – oblast~ celostnosti), ili ffkvivalentno y(p, n) = c_1 mod p^n⊕0 = ρ(c_1), qto protivoreqilo by iznaqal~nomu dopuweni¸ y ≠ 0. Ostalos~ zametit~, qto (d) esli v sluqae (∗) y_p(p, l) ≢ y_p(p, l + 1)( mod p^l),

to Ann (y) ⊂ pΛ.

Deæstvitel~no, iz sravneniæ μ~y(p, n) ≡ μc_1 ( mod p^n) sleduet, qto pri μ ≢ 0 ( mod p) ~y(p, n) ≡ c_1 ( mod p^n) pri vseh n, tak qto

~y(p, l) ≡ ~y(p, l +1) ( mod p^l) – vopreki naxemu dopuweni¸. Pofftomu

vsØkoe μ ∈ Ann (y) delitsØ na p.

Predloßenie dokazano.

186 M. B. ZV˚GINA

§4. Abelevy gruppy. Dvoæstvennost~ PontrØgina

Sluqaæ Λ = ZØvlØetsØ naibolee qastnym – i naibolee vaßnym. Pofftomu my pozvolili sebe otdel~no pereformulirovat~ poluqennye rezul~taty dlØ fftogo qastnogo sluqaØ.

Lemma 4.1. Abeleva gruppa V (Z) = Q/ZØvlØetsØ in¨ektivnoæ

koobrazu¸weæ, priqem

Γ (ZQ/Z) =^∏_{p– prostoe}Zp

(Zp – kol~co celyh p-adiqeskih qisel).

Predloßenie 4.1. (a) KategoriØ koneqnyh abelevyh grupp avto-

dual~na;

(b) KategoriØ koneqnyh abelevyh grupp dvoæstvenna kategorii koneqnyh ∏ p Zp-moduleæ;

(c) KategoriØ koneqnyh abelevyh grupp ffkvivalentna kategorii koneqnyh ∏ p Zp-moduleæ. �kvivalentnost~ moßet byt~ zada-

na funktorami ∏ p Z⊗Zi stira¸wim ΠZ_pX →ZX.

Predloßenie 4.2. (a) KategoriØ artinovyh abelevyh grupp dvoæ-

stvenna kategorii neterovyh ∏ p Zp-moduleæ;

(b) KategoriØ artinovyh abelevyh grupp ffkvivalentna kategorii artinovyh ∏ p Zp-moduleæ. �kvivalentnost~ moßet byt~ za-

dana funktorami ∏ p Z⊗Zi stira¸wim;

(c) VsØkaØ artinova abeleva gruppa izomorfna koneqnoæ prØmoæ summe ⊕ p– prostoe i=1,... ,l_p ( Z/p^{n(i)p} Z^), gde n^{(i)}p – neotricatel~noe celoe qislo ili ∞ i poqti vse l_p ravny nul¸.

LOKAL^NA˚ DVO`STVENNOST^ DL˚ MODULE` 187

Predloßenie 4.3. (a) Abeleva gruppa Z (Q/Z)^N-refleksivna.

Inymi slovami, poloßiv Γ = HomZ ( (Q/Z)^N, (Q/Z)^{N)}, imeem

End Z(Q/Z)^N = Γ,

End_Γ (Q/Z)^N = Z.

(b) KategoriØ koneqnoporoßdennyh abelevyh grupp dvoæstvenna maloæ polnoæ podkategorii_{Γ(}Z_(Q_/Z_)N_)M, ob¨ekty kotoroæ izomorfny koneqnym prØmym summam moduleæ vida (Q/Z)^N, (Z/p^bZ)^N.

Pomimo V (Z) = Q/Zv kategorii ZM suwestvuet ewe odin kanoniqeskiæ in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ, “nepreryvnyæ” – imenno, V_c(Z) = R/Z.

Predloßenie 4.4. Sledu¸wie abelevy gruppy ØvlØ¸tsØ R/Z-

refleksivnymi:

(a) vse koneqnoporoßdennye;

(b) Z^(Z^), Z^(R^), Q^(Z^), Q^(R^) ≃ R.

(Napomnim, qto Y^{(I)} oznaqaet prØmu¸ summu I ffkzamplØrov Y .)

Dokazatel~stvo. (a) Dostatoqno zametit~, qto Zi Z/p^nZvkla-

dyvaetsØ v R/Zi pofftomu vsØkaØ koneqnoporoßdennaØ abeleva gruppa vkladyvaetsØ v koneqnu¸ stepen~ R/Z;

(b) Dostatoqno dokazat~ R/Z-refleksivnost~ samoæ bol~xoæ iz pereqislennyh abelevyh grupp, imenno R ≃ Q^(R^) (ostal~nye v nee vkladyva¸tsØ), a fftot fakt nemedlenno sleduet iz razloßeniØ R/Zv prØmu¸ summu R/Z≃ Q/Z⊕ Q^(R^).

Funktory HomZ( , R/Z) i H_{Top} ( , R/Z) osuwestvlØ¸t horoxo izvestnu¸ dvoæstvennost~ PontrØgina meßdu kategorieæ ZM i kategorieæ kompaktnyh abelevyh grupp. VsØkaØ kompaktnaØ abeleva gruppa nadelØetsØ, takim obrazom, strukturoæ levogo

Γ(ZR/Z)-modulØ. Pri fftom nepreryvnye gomomorfizmy kompakt-

nyh abelevyh grupp Y_1 → Y_2 sostavlØ¸t nekotoru¸ podgruppu

Hom_{Top} (Y_1, Y_2) abelevoæ gruppy Hom_{Γ(}ZR_/Z_)(Y_1, Y_2). Kakie imen-

no Γ(ZR/Z)-moduli mogut byt~ nadeleny strukturoæ kompaktnyh abelevyh grupp i kakie iz ih Γ(ZR/Z)-morfizmov ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi? Otvet na fftot vopros daet rezul~tat o global~noæ dvoæstvennosti, izloßenie kotorogo vyhodit za ramki nastoØweæ raboty; my namereny posvØtit~ fftomu rezul~tatu otdel~- nu¸ publikaci¸.

188 M. B. ZV˚GINA

Avtor gluboko priznatelen A. V. ˚kovlevu za interes k rabote i vnimatel~noe qtenie rukopisi, A. F. Ivanovu za postoØnnoe vnimanie i soderßatel~nye besedy, a takße B. B. Lur~e za drußesku¸ podderßku.

Literatura

1. M. B. ZvØgina, Teorema o lokal~noæ dvoæstvennosti. — Zap. nauqn.

semin. POMI 227 (1995), 66–73.

2. R. Hartshorne, Residues and Duality. Lect. Notes in Math., 20 (1966). 3. A. Grothendieck, Local cohomology. Mimeographed seminar notes by R. Hartshorne, Harvard (1961).

4. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. T. 1. Mir, M. (1977). 5. L. S. PontrØgin, Nepreryvnye gruppy. Nauka, M. (1973).

Zwiagina M. B. Local duality for modules over Noetherian commutative rings.

Some applications of the general theorem on the existence of local duality for modules over Noetherian commutative rings are given.

Let Λ be a Noetherian commutative ring, let M = {M} be a set of maximal ideals in Λ, and let ^Λ = lim ←− ΛM, Γ(Λ) =^∏M_{∈M}^^ΛM. Then the

category of Artin modules is dual to the category of Noetherian modules.

Several structural results are proved including the theorem of the structure of Artin modules over principal ideal domains. For rings of special kinds, theorems on double centralizers are proved.

Postupilo 21 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet