Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

M. N. Kornienko

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV GRUPPY G = G2(K)

Pust~ G – gruppa; C_1, . . . , C_k ⊂ G – nekotoraØ koneqnaØ posledovatel~nost~ ee klassov soprØßennyh fflementov (vozmoßno C_i = C_j pri i ≠ j). Pod mul~tiklassom my ponimaem mnoßestvo M = C_1 · . . . · C_k = {c_1 . . . c_k | c_i ∈ C_i}. Svoæstva mul~tiklassov, v qastnosti, uslovie M = G, issledovalis~ v rØde rabot [7–15]. V [13, 14] rassmatrivalsØ sluqaæ, kogda G – prostaØ algebraiqeskaØ gruppa, a mul~tiklassy rassmatrivalis~ s toqnost~¸ do zamykaniØ v topologii Zarisskogo. V qastnosti, v [13] opisana struktura mul~tiklassov, poroßdaemyh poluprostymi klassami soprØßennyh fflementov, a takße pravilo ih peremnoßeniØ dlØ gruppy G = SL_n(K), gde K – algebraiqeski zamknutoe pole harakteristiki 0. Estestvenno rassmotret~ analogiqnye konstrukcii i dlØ drugih prostyh algebraiqeskih grupp. Zdes~ my rassmatrivaem sluqaæ G = G_2(K).

1. OboznaqeniØ i terminologiØ 1.1. DlØ sistemy korneæ tipa G2 my ispol~zuem oboznaqeniØ

[2], v qastnosti, poloßitel~nymi kornØmi budut

α_1 + α_2 = ε_3 − ε_1, 2α_1 + α_2 = ε_3 − ε_2,

3α_1 + α_2 = ε_1 + ε_3 − 2ε_2, 3α_1 + 2α_2 = 2ε_3 − ε_1 − ε_2,

gde α_1 = ε_1 − ε_2, α_2 = ε_2 + ε_3 − 2ε_1 – sistema prostyh korneæ.

Pust~ K – algebraiqeski zamknutoe pole harakteristiki 0; dalee, G = G_2(K) – ffto prostaØ algebraiqeskaØ gruppa, sootvetvu¸waØ sisteme G_2; W = W (G_2) – ee gruppa VeælØ.

DlØ l¸bogo kornØ α sootvetstvu¸wu¸ kornevu¸ podgruppu budem oboznaqat~ X_α (napomnim, X_α = ⟨x_α(k) | k ∈ K⟩). Dalee, w_α ∈ W – fflement gruppy VeælØ, sootvetstvu¸wiæ korn¸ α.

1.2. Pust~ Mcs(G) – mnoßestvo vseh zamykaniæ (v topologii Za-

risskogo) mul~tiklassov gruppy G, poroßdennyh poluprostymi 202

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 203 klassami. Opredelim na M_{cs}(G) algebraiqesku¸ operaci¸ po pravilu m_1 · m_2 = m_1m_2, gde m – zamykanie m v topologii Zarisskogo. Oqevidno, m_1 ·m_2 = m_2 ·m_1 i (m_1 ·m_2)·m_3 = m_1 ·(m_2 ·m_3) (sm. [13]). Takim obrazom, M_{cs}(G) stanovitsØ kommutativnym monoidom, gde edinica – ffto klass 1. Gruppa G takße ØvlØetsØ fflementom monoida M_{cs}(G) [13], kotoryæ my budem oboznaqat~ simvolom 0.

1.3. Pust~ T 6 G – maksimal~nyæ tor, t ∈ T . Pust~, dalee,

C_W (t) = ⟨w ∈ W | w(t) = t⟩. Tak kak gruppa G odnosvØzna, fflement t regulØren togda i tol~ko togda, kogda C_W (t) = 1 (sm. [5, II, §3, 4]).

DlØ l¸bogo regulØrnogo t ∈ T budem oboznaqat~ qerez C_{tr} sootvetstvu¸wiæ klass soprØßennyh fflementov.

Dalee, esli t ∈ T – neregulØrnyæ fflement, to C_W (t) 6 W – podgruppa, poroßdennaØ otraßeniØmi [5, II, §4]. Oqevidno, qto s toqnost~¸ do soprØßeniØ v W ime¸tsØ sledu¸wie sobstvennye podgruppy, poroßdennye otraßeniØmi ⟨w_{α1}⟩, ⟨w_{α2} ⟩, ⟨w_{α1} , w_{3α1+2α2} ⟩, W (A_2), gde W (A_2) – gruppa VeælØ podsistemy dlinnyh korneæ tipa A_2, soderßawihsØ v G_2.

Dalee, tak kak G odnosvØzna, to C_W (t) = W togda i tol~ko togda, kogda t = 1. (Deæstvitel~no, centralizator poluprostogo fflementa C_G(t) v odnosvØznoæ gruppe svØzen [5, II, §3, 3.9]. Sledovatel~no, gruppa C_G(t) poroßdaetsØ kornevymi podgruppami X_α dlØ teh korneæ α, dlØ kotoryh α(t) = 1 [5, II, §4, 4.1]. Esli w_α(t) = t, to ẇ_α ∈ C_G(t), gde ẇ_α – nekotoryæ proobraz w_α v gruppe N = N_G(T ). Togda X_{±α} ⊂ C_G(t). Sledovatel~no, esli C_W (t) = W , to X_{±α} ⊂ C_G(t) dlØ l¸bogo α, to est~ G = C_G(t), otkuda t ∈ Z(G). Tak kak Z(G_2(K)) = 1 ravenstvo C_W (t) = W imeet mesto tol~ko dlØ fflementa t = 1.)

1.4. Dalee, pust~ t – neregulØrnyæ fflement, otliqnyæ ot 1.

Tak kak podsistema dlinnyh korneæ v G_2 – ffto A_2 (to est~ toße sistema ranga 2), to maksimal~nye tory grupp G_2(K) i A_2(K) ∼= SL_3(K) sovpada¸t. Pri fftom my moßem otoßdestvlØt~ fflement t s matriceæ

diag (α, β, γ) ∈ SL_3(K), αβγ = 1.

204 M. N. KORNIENKO �lementy gruppy VeælØ W (A_2) deæstvu¸t kak perestanovki sobstvennyh znaqeniæ α, β, γ. Pri fftom moßno sqitat~ α ↔ β : w_{α2} β ↔ γ : w_{3α1+α2} γ ↔ α : w_{3α1+2α2} Dalee, W (G_2) – ffto gruppa simmetriæ pravil~nogo xestiugol~- nika, a W (A_2) 6 W (G_2) – ffto podgruppa simmetriæ pravil~nogo treugol~nika, pofftomu W (G_2) = W (A_2) × Z_2, gde Z_2 – ffto gruppa vtorogo porØdka {1, σ}, gde σ – inversiØ (to est~ zamena znaka koordinat). Inversi¸ moßno raspisat~ kak proizvedenie ortogonal~nyh otraßeniæ, skaßem,

σ = w_{α1} · w_{3α1+2α2} = w_{α2} · w_{2α1+α2} = . . . .

Sluqaæ I. CW (t) = ⟨wα_1⟩.

Pust~ t = diag (α, β, γ). Tak kak σ(t) = diag (α^{−1}, β^{−1}, γ^{−1}), a w_{3α1+2α2} (t) = diag (α, β, γ), to uslovie w_{α1} (t) = t moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom:

w_{α1}(t) = w_{3α1+2α2} σ(t) = w_{3α1+2α2} ( diag (α^{−1}, β^{−1}, γ^{−1}) ) = = diag (γ^{−1}, β^{−1}, α^{−1}) = diag (α, β, γ).

Sledovatel~no, w_{α1} (t) = t togda i tol~ko togda, kogda α = γ^{−1} , β = β^{−1} . Tak kak αβγ = 1, to β = 1. Takim obrazom poluqaem klassy, sootvetstvu¸wie matrice diag (α, 1, α^{−1}) (oqevidno, α, α^{−1}, 1 mogut stoØt~ na l¸byh mestah, tak kak ih moßno perestavlØt~ pri pomowi W (G_2)). Dalee, esli α ≠ α^{−1}, to C_W (t) = ⟨w_{α1} ⟩. Takim obrazom, dlØ l¸bogo α ∈ K^∗, α ≠ ±1, opredelim klass soprØßennosti C_α, dlØ kotorogo C_W (t) = ⟨w_{α1} ⟩, gde t ∈ C_α ∩ T .

Sluqaæ II. CW (t) = ⟨wα_2 ⟩.

Imeem w_{α2}(diag (α, β, γ)) = diag (β, α, γ). Sledovatel~no, w(t) = t v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda α = β. Tak kak αβγ = 1, to uslovie w_{α2} (t) = t ravnosil~no uslovi¸ t = diag (β, β, β^{−2} ). Dalee, esli β ≠ ±1, β ≠^3 √ 1, to C_W (t) = ⟨w_{α2} ⟩.

Takim obrazom, poluqaem klassy soprØßennyh, u kotoryh C_W (t) = ⟨w_{α2} ⟩. Ih oboznaqaem C_{ββ}, gde β ∈ K^∗, β ≠ ±1,^3 √ 1.

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 205

Sluqaæ III. CW (t) = ⟨wα_1, w3α_1+2α_2 ⟩.

V fftom sluqae σ ∈ C_W (t), a imenno σ = w_{α1}w_{3α1+2α2} . Esli σ(t) = t, to α = α^{−1}, β = β^{−1}, γ = γ^{−1}, sledovatel~no, α = ±1, β = ±1, γ = ±1. Tak kak det t = 1 i t ≠ 1, to sredi sobstvennyh znaqeniæ dva ravny −1, a odno 1. Tak kak w_{3α1+2α2} (t) = diag (α, β, γ) = t, to α = −1, γ = −1, β = 1. Sledovatel~no, imeem edinstvennyæ klass s C_W (t) = ⟨w_{α1} , w_{3α1+2α2} ⟩, predstavitel~no kotorogo v T est~ diag (−1, 1, −1). Oboznaqim fftot klass C_{−1}.

Sluqaæ IV. CW (t) = W (A2).

Zdes~ t = diag (α, β, γ) invarianten otnositel~no perestanovok α, β, γ. Togda t = diag (α, α, α), α ≠ 1, α^3 = 1, to est~ α =^3 √ 1. Oboznaqim qerez ε pervoobraznyæ koren~ tret~eæ stepeni iz 1, a qerez C_ε – sootvetstvu¸wiæ klass. Tak kak fflement t = diag (ε, ε, ε) invarianten otnositel~no W (A_2) i ne invarianten otnositel~no σ (napomnim, qto σ(t) = t^{−1} ≠ t), to C_W (t) = W (A_2). Takim obrazom imeem sledu¸wie klassy poluprostyh fflementov: 1. C_α ( α ≠ 1, t = diag (α, 1, α^{−1}) ) ; 2. C_{ββ} ( β ≠ ±1,^3 √ 1, t = diag (β, β, β^{−2} ) ) ; 3. C_{−1} ( t = diag (−1, 1, −1) ) ; 4. C_ε ( ε =^3 √ 1, t = diag (ε, ε, ε) ) ; 5. C_{tr} (t_r – regulØrnyæ); 6. 1.

1.5. DlØ l¸boæ reduktivnoæ algebraiqeskoæ gruppy H oprede-

len estestvennyæ morfizm π : H → Φ = H/Int H, gde H/Int H – algebraiqeskiæ faktor gruppy H otnositel~no deæstviØ H na H soprØßennymi. Pust~ H – svØznaØ gruppa. Esli X ⊂ H est~ Int H-invariantnoe podmnoßestvo, takoe, qto π(X) = Φ, to X = H [3,II,§3]. Dalee, pust~ Y ⊂ H ØvlØetsØ zamknutym Int Hinvariantnym podmnoßestvom, T – maksimal~nyæ tor v H, a W – gruppa VeælØ. Togda suwestvuet estestvennyæ faktor-morfizm θ : T → T /W ∼= Φ. Pri fftom, θ(T ∩ Y ) = π(Y ) [5, II, §3]. Ots¸da sleduet, qto esli Y – neprivodimo, to T ∩ Y est~ ob¨edinenie neprivodimyh komponent odnoæ razmernosti, obrazu¸wih odnu orbitu pod deæstviem gruppy VeælØ. Otmetim, qto tak kak gruppa H svØzna, to l¸boæ ee klass soprØßennosti, a sledovatel~no i mul~tiklass, svØzen.

206 M. N. KORNIENKO

1.7. Opredelim teper~ sledu¸wie zamknutye Int G-invariant-

nye podmnoßestva v G:

7. Pust~ T_x – podtor tora T , sostoØwiæ iz fflementov, sootvetstvu¸wih diagonal~nym matricam (v SL_3(K)) vida diag (x, 1, x^{−1}), gde x probegaet mnoßestvo K^∗. Poloßim M_x = Int G · T_x (zdes~ Int G – deæstvie gruppy G soprØßeniØmi na sebe, to est~ Int G · X = {σXσ^{−1} | σ ∈ G}).

8. Pust~ T_{yy} – podtor tora T , sostoØwiæ iz fflementov, sootvetstvu¸wih diagonal~nym matricam (v SL_3(K)) vida diag (y, y, y^{−2} ), gde y probegaet mnoßestvo K^∗. Poloßim M_{yy} = Int G · T_{yy}.

9. Pust~ T_{−yy} – podmnoßestvo tora T , sostoØwee iz fflementov, sootvetstvu¸wih diagonal~nym matricam (v SL_3(K)) vida diag (y, −y, −y^{−2} ), gde y probegaet mnoßestvo K^∗. Poloßim M_{−yy} = Int G · T_{−yy}.

1.8. Niße my rassmatrivaem neprivodimoe predstavlenie ρ : G =

= G_2(K) → GL (V ), gde V = V (ω_1) – neprivodimyæ G-modul~ starxego vesa ω_1. Zdes~ dim V = 7, ω_1 opredelØetsØ soglasno formule ⟨ω_1, α_1⟩ = 1 i ⟨ω_1, α_2⟩ = 0, to est~ ω_1 = ε_3 − ε_2. Dalee, v V moßno vybrat~ bazis e_{M1} , e_{M2} , e_{M3} , e_{−M1} , e_{−M2} , e_{−M3} , e_{M0} , gde M_i – sledu¸wie vesa:

M_1 = ε_3 − ε_1, M_2 = ε_1 − ε_2, M_3 = −ε_3 + ε_2,

−M_1 = −ε_3 + ε_1, −M_2 = −ε_1 + ε_2, −M_3 = ε_3 − ε_2, M_0 = 0.

Dalee, V kak A_2(K)-modul~ (A_2(K)(∼= SL_3(K)) 6 G = G_2(K)) razlagaetsØ v prØmu¸ summu V = V_1 + V_2 + V_0, gde

V_1 = ⟨e_{M1} , e_{M2}, e_{M3} ⟩, V_2 = ⟨e_{−M1} , e_{−M2} , e_{−M3}⟩,

V_0 = ⟨e_{M0} ⟩ – podprostranstva, poroßdaemye sootvetstvu¸- wimi vesovymi vektorami. Takim obrazom, esli fflement g gruppy A_2(K) ∼= SL_3(K) predstavlØetsØ diagonal~noæ matriceæ diag (α, β, γ), to ρ(g) predstavlØetsØ diagonal~noæ matriceæ diag (α, β, γ, α^{−1}, β^{−1}, γ^{−1}, 1).

1.9. Pri dokazatel~stve osnovnogo rezul~tata my ispol~zuem

sledu¸wiæ prostoæ fakt:

Lemma 1. Pust~ σ, τ ∈ GL 2(K), gde K – algebraiqeskoe zamknutoe

pole, σ i τ – neskalØrnye matricy. Togda dlØ l¸boæ neskalØrnoæ

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 207

matricy ε ∈ GL_2(K) takoæ, qto det ε = det σ · det τ suwestvu- ¸t matricy γ, δ ∈ SL_2(K), udovletvorØ¸wie sledu¸wemu uslovi¸: ε = γσγ^{−1} δτ δ^{−1}.

Dokazatel~stvo. Pust~ a = det σ, b = det τ . Togda

σ_1 = σ · diag (√ a^{−1}, √ a^{−1} )

τ_1 = τ · diag (√ b^{−1}, √ b^{−1} ) ∈ SL_2(K).

Ots¸da necentral~nu¸ matricu

ε_1 = ε · diag (√ ab )_{−1} , (√ ab )_{−1} ∈ SL_2(K)

moßno predstavit~ v vide ε = γσ_1γ^{−1} δτ_1δ^{−1} dlØ nekotoryh γ, δ ∈ SL_2(K) (sm. [10]). UmnoßaØ obe qasti na skalØrnu¸ matricu

diag (√ ab, √ ab ) = diag (√ a, √ a ) · diag (√ b, √ b ) , poluqaem trebuemoe vyraßenie. �

2. Osnovnoæ rezul~tat Teorema. Monoid Mcs(G) sostoit iz fflementov sledu¸wih ti-

pov:

C_α, C_{ββ}, C_{−1}, C_ε, C_{tr} , 1 (klassy soprØßennyh),

M_{yy}, M_{−yy}, 0 (mul~tiklassy). Pri fftom, m_1 · m_2 = 0 dlØ l¸byh m_1, m_2 ≠ 1 za iskl¸qeniem sluqaev:

C_ε · C_ε = M_{yy}, C_ε · C_{−1} = M_{−yy}.

Sledu¸wiæ rezul~tat, ispol~zuemyæ pri dokazatel~stve teoremy, ØvlØetsØ obobweniem [13, Proposition 5].

Predloßenie. Pust~ G – prostaØ algebraiqeskaØ gruppa nad al-

gebraiqeski zamknutym polem i m_1, m_2 – dva mul~tiklassa gruppy G. Esli m_1 soderßit poluprostoæ regulØrnyæ fflement gruppy G, a m_2 ⊄ Z(G), to m_1 m_2 = G.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda m1 =

C_h – klass soprØßennyh fflementov regulØrnogo poluprostogo

208 M. N. KORNIENKO fflementa h, a m_2 = C_g – klass soprØßennyh l¸bogo fflementa g ∈ C \ Z(G). Pust~ T – maksimal~nyæ tor gruppy G i t ∈ T – regulØrnyæ fflement. Togda C_hC_t−1 ⊃ G \ Z(G) (sm. [10–12]), gde C_t−1 – klass soprØßennyh s fflementom t^{−1}. Sledovatel~no, g^{−1} = σhσ^{−1}τ t^{−1}τ^{−1} dlØ nekotoryh σ, τ ∈ G. Takim obrazom, t = ( τ^{−1}gτ ) ( τ^{−1}σhσ^{−1}τ ) ∈ C_gC_h. Poskol~ku mnoßestvo regulØrnyh poluprostyh fflementov plotno v G, imeem C_gC_h = G. �

Lemma 2. Ct_r m = 0 dlØ l¸bogo mul~tiklassa m ∈ Mcs(G), m ≠ 1. Dokazatel~stvo. Sleduet iz PredloßeniØ. � Lemma 3. C^2 = 0 dlØ l¸bogo poluprostogo klassa, otliqnogo ot

C_ε i 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ C = Cα, t ∈ Cα ∩ T . Rassmotrim t kak

fflement podgruppy A_2(K) ∼= SL_3(K). Pust~ Q_α – klass soprØßennosti t v SL_3(K). Tak kak t = diag (α, 1, α^{−1}), α ≠ ±1, est~ regulØrnyæ fflement v gruppe SL_3(K), to Q^2_α = SL_3(K) (sm. Predloßenie). Sledovatel~no, T ⊂ Q^2_α ⊂ C^2_α, otkuda C^2_α = G (sm. 1.6).

Pust~ C = C_{ββ}. Pust~ t = diag ( β, β, β^{−2} ) ∈ C_{ββ} ∩T . Rassmotrim fflement h_{2α1+α2} (β). V bazise {e_{Mi} } matricy ρ(t) i ρ (h_{2α1+α2} (β)) ime¸t vid: diag ( β, β, β^{−2} , β^{−1}, β^{−1}, β^2, 1 ) . Sledovatel~no, h_{2α1+α2} (β) = t. Tak kak β ≠ ±1, to dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗, γ ≠ ±1, suwestvu¸t σ, τ ∈ ⟨X_{2α1+α2} ⟩ takie, qto

h_{2α1+α2} (γ) = σ h_{2α1+α2} (β) σ^{−1} τ h_{2α1+α2} (β) τ^{−1}.

Ots¸da dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗, γ ≠ ±1, diag (γ, γ, γ^{−2} ) ∈ C^2_{ββ} ∩ T (sm. lemmu 1). Sledovatel~no, M_{yy} ⊂ C^2_{ββ} (po opredeleni¸ M_{yy}; 1.7). Dalee, rassmotrim fflement t = diag (β, β, β^{−2} ) kak fflement gruppy SL_3(K). V svo¸ oqered~, t moßno rassmotret~ kak fflement gruppy F 6 SL_3(K) matric vida x 1 1 0 0 A , gde A ∈ GL^2(K) i x · det A = 1.

Zdes~ t budet imet~ vid β 0 0 0 β 0 0 0 β^{−2} .

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 209 Iz lemmy 1 sleduet, qto dlØ l¸byh γ, δ ∈ K^∗, γ ≠ δ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ γδ = β^{−2}, γ ≠ δ, suwestvu¸t f_1, f_2 ∈ F takie, qto f_1 t f^{−1}_1 f_2 t f^{−1}_2 = β^2 0 0 0 γ 0 0 0 δ . Takim obrazom, dlØ l¸byh γ, δ ∈ K^∗, γ ≠ δ, γδ = β^{−2} suwestvuet fflement ℓ = diag (β^2, γ, δ) ∈ C^2_{ββ} ∩ T . Oqevidno, ℓ /∈ M_{yy} pri podhodØwih γ, δ. Dalee, pereseqenie M_{yy} ∩ T sostoit iz neprivodimyh komponent razmernosti 1, sostavlØ¸wih odnu W - orbitu (sm. opredelenie M_{yy}; 1.7). Tak kak C^2_{ββ} – neprivodimoe zamknutoe Int G-invariantnoe mnoßestvo, to pereseqenie C^2_{ββ} ∩ T ØvlØetsØ ob¨edineniem neprivodimyh komponent, takße sostavlØ¸wih odnu W -orbitu (sm. 1.5). Tak kak M_{yy} ∩ T $ C^2_{ββ} ∩ T , to C^2_{ββ} ∩ T = T , a znaqit, (sm. 1.6) C^2_{ββ} = G.

Pust~ C = C_{−1}. Rassmotrim fflement ^t = diag (−1, −1, 1) ∈ C_{−1}. Legko videt~, qto ^t = h_{2α1+α2} (−1). Rassmotrim gruppu Γ = ⟨^t, X_{±α1} ⟩. Imeem, ^t x_{±α1}(u)^t^{−1} = x_{±α1} ( (−1)^{⟨2α1+α2,α1⟩}u ) = = x_{±α1} ( (−1)^{⟨ε3−ε2,ε1−ε2⟩}u ) = x_{±α1} ((−1)u) = x_{±α1}(−u).

Sledovatel~no,

Γ ∼= ⟨SL_2(K), 1 0 0 −1 ⟩ 6 GL 2(K), gde ^t sootvetstvuet matrice

1^0_{0 −1}

. Iz lemmy 1 poluqaem, qto

dlØ l¸bogo y ∈ ⟨X_{±α1} ⟩, y ≠ ±1, y = γ_1^tγ^{−1}_1 γ_2^tγ^{−1}_2 dlØ podhodØwego γ_1, γ_2 ∈ ⟨X_{±α1} ⟩. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo s ∈ K^∗, s ≠ ±1, h_{α1} (s) ∈ C^2_{−1}. V bazise {e_{M1} , e_{M2} , e_{M3} } matrica h_{α1} (s) – ffto diag (s^{−1}, s^2, s^{−1}). Sledovatel~no, M_{yy} ⊂ C^2_{−1}. Rassmotrim teper~ ^t = diag (−1, −1, 1) kak fflement gruppy SL_3(K). Te ße rassußdeniØ, qto i v sluqae C_{ββ}, pokazyva¸t, qto M_x ⊂ C^2_{−1}. Tak kak M_x, M_{yy} est~ Int G-invariantnye zamknutye mnoßestva, a kaßdoe iz mnoßestv M_x ∩ T ≠ M_{yy} ∩ T est~ ob¨edinenie neprivodimyh komponent, sostavlØ¸wih odnu W -orbitu, to C^2_{−1} ∩ T = T (sm. 1.5), a, sledovatel~no, C^2_{−1} = G (sm. 1.6). �

210 M. N. KORNIENKO

Lemma 4. Pust~ C1, C2 – poluprostye klassy takie, qto C1, C2 ≠

C_ε, 1. Togda C_1C_2 = 0.

Dokazatel~stvo. Sluqaæ C1 = Ct_r ili C2 = Ct_r ohvatyvaetsØ

lemmoæ 2. Esli C_1 ili C_2 ravny C_α, to utverßdenie lemmy sleduet iz PredloßeniØ. Deæstvitel~no, pust~ C_1 = C_α, a Q_α – klass soprØßennyh s matriceæ diag (α, 1, α^{−1}), α ≠ ±1, v A_2(K) ∼= SL_3(K). Togda Q_α(A_2(K) ∩ C_2) = SL_3(K) (po Predloßeni¸, poskol~ku v SL_3(K) matrica diag (α, 1, α^{−1}), α ≠ ±1, – regulØrnyæ poluprostoæ fflement). Iz vkl¸qeniØ T ⊂ Q_α(A_2(K) ∩ C_2) ⊂ C_1C_2 sleduet, qto C_1C_2 = G (sm. 1.6).

Ostalis~ sluqai klassov tipa 2, 3. Tak kak kvadraty takih klassov rassmotreny vyxe, to moßno sqitat~ C_1 = C_{ββ}, C_2 = C_{−1}. Dalee,

h_{2α1+α2} (β) = t = diag (β, β, β^{−2} ) ∈ C_{ββ} .

Pust~ ^t = diag (1, −1, −1) ∈ C_{−1}.

Rassmotrim gruppu Γ = ⟨X_{±(2α1+α2)}, ^t ⟩. Tak kak ^tx_{±(2α1+α2 )}(u)^t^{−1} = x_{±(2α1+α2)}(−u), to gruppu Γ moßno rassmatrivat~ kak podgruppu GL_2(K), gde ⟨X_{±(2α1+α2)}⟩ ∼= SL_2(K), a ^t kak matricu

1^0_{0 −1}

. PrimenØØ lemmu

1, poluqaem, qto dlØ l¸boæ neskalØrnoæ matricy x ∈ GL_2(K) takoæ, qto det x = −1 suwestvu¸t a, b ∈ SL_2(K) takie, qto x = a t a^{−1} b ^t b^{−1}. V qastnosti, v kaqestve x moßno vzØt~ l¸bu¸ neskalØrnu¸ diagonal~nu¸ matricu GL_2(K) s opredelitelem, ravnym −1. Tak kak l¸bu¸ matricu s opredelitelem −1 moßno predstavit~ v vide y ^t, gde y ∈ SL_2(K), to dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗, γ ≠ ± √ −1, fflement h_{2α1+α2} (γ) ^t moßno vzØt~ v kaqestve x. Dalee, fflement h_{2α1+α2} (γ) sootvetstvuet matrice v SL_3(K) vida diag (γ, γ, γ^{−2} ), a ^t = diag (1, −1, −1). Sledovatel~no,

diag (γ, −γ, −γ^{−2} ) ⊂ C_{ββ} C_{−1} dlØ l¸bogo γ ≠ ± √ −1.

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 211 Rassmotrim teper~ klassy soprØßennyh fflementov s

diag (β, β, β^{−2} ) i diag (1, −1, −1) v A_2(K).

PrimenØØ lemmu 1, poluqaem, qto v proizvedenii takih klassov nahoditsØ l¸baØ diagonal~naØ matrica vida diag (−β, γ,−β^{−1} γ^{−1} ) dlØ l¸bogo γ takogo, qto γ^2 ≠ −β^{−1} . Sledovatel~no, takie matricy, u kotoryh fiksirovano odno sobstvennoe znaqenie −β, a dva drugih proizvol~nye, ne ravnye meßdu soboæ, no s usloviem, qto ih proizvedenie ravno −β^{−1}, soderßatsØ v C_{ββ} C_{−1}. Tak kak mnoßestvo C_{ββ} C_{−1} ØvlØetsØ Int G-invariantnym, to mnoßestvo diagonal~nyh matric diag (α_1, α_2, α_3) ∈ A_2(K), u kotoryh odno iz sobstvennyh znaqeniæ α_i = −β^{−1} , takße soderßitsØ v C_{ββ} C_{−1}. Sledovatel~no, mnoßestvo M_{−β} = { diag (α_1, α_2, α_3) ∈ A_2(K) ∼= SL_3(K) | α_i = −β^{±1} } soderßitsØ v C_{ββ} C_{−1} ∩ T . Otmetim, qto M_{−β} – ffto zamknutoe mnoßestvo, ØvlØ¸weesØ W -orbitoæ svoeæ neprivodimoæ komponenty,

M^1_{−β} = {diag (α_1, α_2, α_3) ∈ A_2(K) ∼= SL_3(K) | α_1 = −β} .

Dalee, dim M_{−β} = 1. Kak bylo pokazano vyxe,

diag (γ, −γ, −γ^{−2} ) ∈ C_{ββ} C_{−1} dlØ l¸bogo γ ≠ ±1.

Sledovatel~no, C_{ββ} C_{−1} ∩T ≠ M_{−β} – ffto zamknutoe podmnoßestvo T , ØvlØ¸weesØ W -orbitoæ svoeæ neprivodimoæ komponenty, togda dim C_{ββ} C_{−1} ∩ T > 1, to est~ C_{ββ} C_{−1} ∩ T = T . Sledovatel~- no C_{ββ} C_{−1} = G. �

Lemma 5. Cε Cββ = 0. Dokazatel~stvo. Imeem

h_{2α1+α2} (β) = diag (β, β, β^{−2}) ∈ C_{ββ} ,

h_{2α1+α2} (ε) = diag (ε, ε, ε) ∈ C_ε.

Tak kak h_{2α1+α2} (β) i h_{2α1+α2} (ε) – necentral~nye fflementy gruppy ⟨X_{±(2α1+α2)}⟩, to dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗,

γ ≠ ±1, h_{2α1+α2} (γ) = diag (γ, γ, γ^{−2} ) ∈ C_ε C_{ββ}

212 M. N. KORNIENKO (lemma 1). Sledovatel~no, M_{yy} ⊂ C_ε C_{ββ}. Dalee,

δ = h_{α1}(β) = diag ( β^{−1}, β^2, β^{−1} ) ∈ C_{ββ}. Rassmotrim gruppu Γ = ⟨X_{±(2α1+α2 )}, δ⟩. Kak i vyxe otoßdestvim ee s pogruppoæ GL_2(K), tak kak ⟨ X_{±(2α1+α2)} ⟩ ∼ = SL 2(K), a δ = 1 0 0 β^{−1} . Iz lemmy 1 poluqaem, qto dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗,

h_{2α1+α2} (γ) δ /∈ Z(GL_2(K))

imeet mesto vkl¸qenie h_{2α1+α2} (γ) δ ∈ C_ε C_{ββ} . Sledovatel~no,

diag ( γβ^{−1} , γβ^2 , γ^{−2}β^{−1} ) ∈ C_ε C_{ββ} dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗, γ^2 ≠ β^{−1}.

Otmetim, qto pri γ ≠ γ^2 , γ ≠ β^2, β^{−1} ≠ β^2

diag ( γβ^{−1} , γβ^2 , γ^{−2} β^{−1} ) /∈ M_{yy}. Sledovatel~no, C_ε C_{ββ} ∩ T ≠ M_{yy} ∩ T . Ots¸da, kak i vyxe, C_ε C_{ββ} = G. � Lemma 6. Cε C−1 = M−yy. Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto M−yy ⊂ Cε C−1. Imeem

h_{2α1+α2} (ε) ∈ C_ε, δ = diag (1, −1, −1) ∈ C_{−1}.

RassmatrivaØ, kak i vyxe, gruppu Γ = ⟨X_{2α1+α2} (ε), δ⟩, i, primenØØ lemmu 1, poluqaem

diag (γ, −γ, −γ^{−2} ) ∈ C_ε C_{−1} dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗.

Sledovatel~no, M_{−yy} ⊂ C_ε C_{−1}. DlØ poqti vseh γ ∈ K^∗ (krome koneqnogo qisla) fflement t = diag (γ, −γ, −γ^{−2} ) ∈ T regulØren. Togda dim C_t = dim G − dim T = 14 − 2 = 12 (gde C_t – klass soprØßennyh t). Rassmotrim otobraßenie π : G → G/Int G. Tak kak t – poluprostoæ regulØrnyæ fflement, to π^{−1}(π(t)) = C_t. Tak kak t ∈ M_{−yy}, to C_t ⊂ M_{−yy}, sledovatel~no, razmernost~ sloØ obwego poloßeniØ ograniqeniØ π na M_{−yy} ravna dim C_t. Pofftomu

dim M_{−yy} = dim C_t + dim π (M_{−yy} ∩ T ) = 12 + 1 = 13 = dim G − 1.

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 213 Takim obrazom, esli M_{−yy} ≠ C_ε C_{−1}, to C_ε C_{−1} > dim M_{−yy}, to est~ dim C_ε C_{−1} = G, otkuda C_ε C_{−1} = G. Sledovatel~no, dostatoqno pokazat~, qto C_ε C_{−1} ≠ G. Centralizator fflementa diag (ε, ε, ε) – ffto gruppa A_2(K) ∼= SL_3(K), a centralizator diag (−1, 1, −1) – ffto proizvedenie kommutiru¸wih grupp ⟨X_{±α1} ⟩ × ⟨X_{±(3α1+2α2)}⟩ (sm.1.4). Togda

dim C_ε = dim G − dim A_2(K) = 14 − 8 = 6,

dim C_{−1} = dim G − dim⟨X_{±α1} ⟩ × ⟨X_{±(3α1+2α2)}⟩ = 14 − (3 + 3) = 8.

Rassmotrim otobraßenie φ : C_ε × C_{−1} → G, opredelØemoe formuloæ φ((c_1, c_2)) = c_1c_2. Tak kak

dim C_ε × C_{−1} = dim C_ε + dim C_{−1} = 6 + 8 = 14 = dim G,

to uslovie φ(C_ε × C_{−1}) = G ffkvivalentno tomu, qto sloæ obwego poloßeniØ otobraßeniØ φ imeet razmernost~ nol~. Pust~ φ^{−1}(t) – sloæ obwego poloßeniØ, gde t ∈ T – regulØrnyæ poluprostoæ fflement (tak kak mnoßestvo poluprostyh fflementov otkryto i plotno v G, my vsegda moßem rassmatrivat~ imenno takoæ sloæ). Pust~ (c_1, c_2) ∈ φ^{−1}(t), to est~ c_1c_2 = t. Dalee, dlØ l¸bogo s ∈ T imeet mesto s t s^{−1} = t. Togda (s c_1 s^{−1})(s c_2 s^{−1}) = s t s^{−1} = t, to est~ dlØ l¸bogo s ∈ T para (s c_1 s^{−1}, s c_2 s^{−1}) ∈ φ^{−1}(t). Tak kak dim φ^{−1}(t) = 0, to suwestvuet lix~ koneqnoe qislo takih par. Sledovatel~no, suwestvuet podgruppa T_1 6 T koneqnogo indeksa, takaØ, qto s c_1 s^{−1} = c_1, s c_2 s^{−1} = c_2 dlØ l¸bogo s ∈ T_1. Poskol~ku T – tor, to podgruppa koneqnogo indeksa T_1 sovpadaet s T . Sledovatel~no, T kommutiruet s c_1 i c_2, a znaqit c_1 ∈ T , c_2 ∈ T i c_1 = diag (ε, ε, ε), c_2 = diag (−1, 1, −1) (s toqnost~¸ do perestanovki sobstvennyh znaqeniæ 1, −1). Togda t = c_1c_2 = diag (−ε, ε, −ε), no takoæ fflement ne regulØren, qto protivoreqit vyboru t. Sledovatel~no, dim φ^{−1}(t) > 0 i C_ε C_{−1} ≠ G. �

Lemma 7. C^2_ε = Myy , C^3_ε = 0.

Dokazatel~stvo. Kak i vyxe, h2α_1+α_2 (ε) = diag (ε, ε, ε) ∈ Cε.

Sledovatel~no, dlØ l¸bogo γ ∈ K^∗, γ ≠ ±1, h_{2α1+α2} (γ) = diag (γ, γ, γ^{−2} ) ∈ C^2_ε , to est~ M_{yy} ⊂ C^2_ε ≠ G. (Deæstvitel~no, dim C^2_ε 6 dim C_ε + dim C_ε = 6 + 6 = 12 < 14 = dim G.) Togda C^2_ε ∩ T ≠ T . Tak kak M_{yy} ∩ T – W -orbita neprivodimoæ komponenty razmernosti 1 i dim T = 2, to C^2_ε ∩ T = M_{yy} ∩ T . Pust~

214 M. N. KORNIENKO

π : G → G/Int G, θ : T → T /W – sootvetstvu¸wie faktornye morfizmy. Togda T /W ∼= G/Int G i dlØ l¸bogo x ∈ G takogo, qto x_s ∈ T , π(x) = π(x_s) = θ(x_s), (∗)

gde x = x_s x_u – ßordanova forma fflementa x (sm. [5, II, 3.2]). Rassmotrim ograniqenie ^π : C^2_ε → G/Int G morfizma π na C^2_ε . Pust~ x ∈ C^2_ε , x_s ∈ T (fftogo moßno dobit~sØ, soprØgaØ x s podhodØwim fflementom g ∈ G). Pust~ C_x – klass soprØßennyh x. Togda x_s ∈ C_x (sm. [5, II, 3, 7]) i C_x ⊂ C^2_ε , to est~ x_s ∈ C^2_ε . Ots¸- da, uqityvaØ (∗), poluqaem ^π(C^2_ε ) = θ(C^2_ε ∩ T ). No, kak pokazano vyxe, C^2_ε ∩ T = M_{yy} ∩ T . Sledovatel~no, ^π(C^2_ε ) = θ(M_{yy} ∩ T ). Tak kak θ – koneqnyæ morfizm, to dim ^π(C^2_ε ) = dim (M_{yy} ∩ T ) = 1.

Pust~ V ⊂ θ(M_{yy} ∩ T ) – otkrytoe podmnoßestvo toqek, sloi kotoryh ^π^{−1}(v), v ∈ V , ime¸t razmernost~ dim C^2_ε − 1, to est~ toqek obwego poloßeniØ, U = ^π^{−1}(V ) ⊂ C^2_ε – budet takße otkrytym podmnoßestvom. Pust~ x ∈ U , F_x = ^π^{−1}(^π(x)) – sloæ, C_x – klass soprØßennyh fflementa x. Tak kak U = ^π^{−1}(V ) – ⊂ G-invariantno, to C_x ⊂ F_x. Moßno sqitat~, qto x_s ∈ T (napomnim, qto x_s – poluprostaØ qast~ ßordanova razloßeniØ x = x_sx_u). Vvidu skazannogo vyxe, x_s ∈ M_{yy} ∩ T , to est~ x_s – W - soprØßen diag (γ, γ, γ^{−2} ) dlØ nekotorogo γ ∈ K^∗. Moßno sqitat~, qto x_s = diag (γ, γ, γ^{−2} ) = h_{2α1+α2} (γ) (soprØgaØ x s podhodØwim fflementom iz W ) i qto γ ≠ ±1,^3 √ 1 (iz mnoßestva U moßno vybrosit~ koneqnoe qislo toqek). Takim obrazom, centralizator fflementa x_s est~ T × ⟨X_{±α2} ⟩, to est~ x_u ∈ ⟨X_{±α2} ⟩. Pokaßem, qto x_u = 1. Predpoloßim protivnoe. Moßno sqitat~, qto x_u = x_{α2}(1) (ffto moßno poluqit~ takße podhodØwim soprØßeniem x s fflementom iz ⟨X_{±α2} ⟩). Teper~, esli x = h_{2α1+α2} (γ) x_{α2} (1), to centralizator fflementa x – ffto gruppa C_G(x) = ⟨h_{2α1+α2} (t)⟩ × ⟨x_{α2} (s)⟩, gde t probegaet mnoßestvo K^∗, a s – mnoßestvo K. Sledovatel~- no, dim C_G(x) = 2, to est~ dim C_x = dim G − dimC_G(x) = 14 − 2 = 12, i znaqit dim F_x > dim C_x > 12. S drugoæ storony, vvidu vybora F_x, dim F_x = dim C^2_ε − 1. Sledovatel~no, dim C^2_ε > 13, qto protivoreqit neravenstvu dim C^2_ε 6 dim C_ε + dim C_ε = 6 + 6 = 12. Takim obrazom, x_u = 1, to est~ x = x_s – poluprostoæ fflement. Sledovatel~no, C_x = C_x – zamknutoe po Zarisskomu mnoßestvo ([5, II, 3, 6]). Tak kak x vybiraetsØ proizvol~no, a v sloe F_x suwestvuet tol~ko odna zamknutaØ orbita ([3, II, 3.3, teorema 3]), to

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 215 F_x = C_x. Takim obrazom, U = ⋃ x∈V^′ C_x, gde V^′ – nekotoroe otkry-

toe mnoßestvo v M_{yy} ∩ T . Iz opredeleniØ M_{yy} sleduet U ⊂ M_{yy}. Dalee, U – otkrytoe podmnoßestvo v C^2_ε . Tak kak U ⊂ M_{yy} ⊂ C^2_ε , to U = M_{yy} = C^2_ε .

Pokaßem teper~, qto C^3_ε = G. Tak kak C_{ββ} ⊂ M_{yy}, β ≠ ±1,^3 √ 1, to C^3_ε ⊃ C_{ββ} C_ε = G (lemma 5). Takim obrazom C^3_ε = G. � Rassmotrim sluqaæ C_α C_ε. Niße my pokaßem, qto C_α C_ε = G. �tot sluqaæ bolee truden, qem ostal~nye, i trebuet razdeleniØ na neskol~ko fftapov.

Lemma 8. V – koneqnomernoe lineænoe prostranstvo nad alge-

braiqeski zamknutym polem K, G 6 GL (V ) – zamknutaØ svØznaØ podgruppa, U , U_1, U_2, . . . , U_ℓ ⊂ V – lineænye podprostranstva V . Esli

U ∩ g_1(U_1) = 0, U ∩ g_2(U_2) = 0, . . . , U ∩ g_ℓ(U_ℓ) = 0

dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti fflemetov g_1, . . . , g_ℓ ∈ G, to naædetsØ takoæ fflement g ∈ G, qto

U ∩ g(U_1) = 0, U ∩ g(U_2 ) = 0, . . . , U ∩ g(U_ℓ) = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ GL (V ). Zafiksiruem bazis pro-

stranstva V . Togda x predstavlØetsØ matriceæ (x_{pq} ) ∈ GL_n(K), n = dim V . Pust~ e_1, . . . , e_k, f_{1i}, . . . , f_{si} – stolbcy koordinat vektorov bazisov prostranstv U i U_i v fiksirovannom bazise V . Togda {e_1, . . . , e_k, xf_{1i}, . . . , xf_{si}} – stobcy koordinat vektorov, poroßda¸wih prostranstvo U + xU_i. Takim obrazom rang {e_1, . . . , e_k, xf_{1i}, . . . , xf_{si}} = dim (U + xU_i). Uslovie U ∩ xU_i ≠ 0 ravnosil~no

dim (U + xU_i) 6 m = min{n, (dim U + dim xU_i) − 1} ili rang {e_1, . . . , e_k, xf_{1i}, . . . , xf_{si}} 6 m, qto vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda minory matricy {e_1, . . . , e_k, xf_{1i}, . . . , xf_{si}} ranga m+1 ravny nul¸. Poslednee uslovie daet sistemu algebraiqeskih uravneniæ na kofffficientah matricy (x_{pq}), ots¸da poluqaem, qto M_i = {x ∈ GL (V ) | U ∩ xU_i ≠ 0}

216 M. N. KORNIENKO – zamknutoe podmnoßestvo v GL (V ), sledovatel~no, G∩M_i takße zamknuto, to est~ X_i = G\(G∩M_i) otkryto, a tak kak g_i ∈ X_i, to i ne pusto. Ots¸da ∩X_i ne pusto (tak kak G – svØzna), sledovatel~- no, suwestvuet g ∈ ∩X_i, kotoryæ i budet iskomym fflementom. � Rassmotrim prisoedinennoe predstavlenie G = G_2(K) na algebre Li L gruppy G. Imeem L = H + U, U = ∑ α∈R U_α, gde H – kartanovskaØ podalgebra, sootvetstvu¸waØ toru T , R = R(G_2) – sistema korneæ, U_α – kornevoe podprostranstvo. Zafiksiruem u_α ∈ U , u_α ≠ 0.

Rassmotrim deæstvie

σ = h_{α1} (ε) ∈ C_ε ∩ T i τ = h_{3α1+2α2}(s) ∈ C_α ∩ T (zdes~ ε^3 = 1, s ≠ ±1) na L (deæstvie operatora adg na L dlØ g ∈ G = G_2(K) budem oboznaqat~ g(ℓ), gde ℓ ∈ L).

Pust~ L_1 ∼= sl_3 (K) ⊂ L – podalgebra, poroßdennaØ H i U_α, gde α probegaet vse dlinnye korni, a L_2 = ∑ α−korotkiæ

U_α. Imeem L = L_1 + L_2. Oqevidno, mnoßestvo nepodvißnyh vektorov L^σ operatora σ sovpadaet s L_1. Poloßim

V_0 = H + U_{α1} + U_{−α1} , V_s = U_{α1+α2} + U_{2α1+α2} + U_{α2} + U_{3α1+α2} ,

V_s2 = U_{3α1+2α2}, V_s−2 = U_{−3α1−2α2}, V_s−1 = U_{−α1−α2} + U_{−2α1−α2} + U_{−α2} + U_{−3α1−α2} . ProstaØ proverka (zdes~ h_β (t)(U_γ ) = t^{⟨αβ⟩}U_γ ) pokazyvaet: τ (v) = s^{±1}v, esli v ∈ V_s±1 , τ (v) = s^{±2}v, esli v ∈ V_s±2 , τ (v) = v, esli v ∈ V_0.

Lemma 9. Pust~ g = x2α_1+α_2 (1) xα_1+α_2 (1). Togda L1 ∩ g(V0) = 0. Dokazatel~stvo. Pust~

v = h + v_{α1} + v_{−α1} ∈ V_0, gde h ∈ H, v_{±α1} ∈ U_{±α1} ,

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 217 i pust~ g(v) ∈ L_1, to est~ g(v) ∈ L_1 + U^+ , gde U^+ = ∑ α>0 U_α. Legko videt~, qto g(h)+g(v_{α1} ) ∈ H +U^+ [4, §12, lemma 72], otkuda g(v_{−α1} ) ∈ L_1 + U^+. No

g(v_{−α1} ) = v_{−α1} + a_1 u_{α2} + a_2 u_{α1+α2} + a_3 u_{3α1+2α2} (a_1, a_2, a_3 ∈ K) [4, §12]. Esli v_{−α1} ≠ 0, to g(v_{−α1} ) /∈ L_1 + U^+ , to est~ v_{−α1} = 0. Takim obrazom, v = h + v_{α1} . Dalee, pust~ V^′ = U_{2α1+α2} + U_{α1+α2} + U_{3α1+2α2} , ots¸da g(h) ≡ h(mod V^′), g(v_{α1} ) ≡ v_{α1} (mod V^′).

Esli g(v) ∈ L_1, to g(v) ∈ L_1 + V^′, to est~ g(v_{α1} ) ∈ L_1 + V^′. Togda v_{α1} = 0, sledovatel~no, v = h. No g(h) = h + a_1 u_{α+α2} + a_2 u_{2α1+α2} + b u_{3α1+2α2} dlØ a_1, a_2, b ∈ K.

Tak kak g(h) – prisoedinennoe deæstvie,

a_1 u_{α1+α2} = c_1 [ h, u_{α1+α2} ] , a_2 u_{2α1+α2} = c_2 [ h, u_{2α1+α2} ] , gde [ , ] – skobka Li i c_1, c_2 ≠ 0, to a_1 = a_2 = 0 vozmoßno tol~ko lix~ v sluqae h = 0. Pofftomu uslovie g(v) = g(h) ∈ L_1 vleqet h = 0.

�

Lemma 10. Pust~ g = x−2α_1−α_2 (1) x−α_1−α_2 (1). Togda L1 ∩g(Vs) = 0. Dokazatel~stvo. Pust~

v = v_{α1+α2} + v_{2α1+α2} + v_{α2} + v_{3α1+α2} ∈ V_s (gde v_γ ∈ U_γ i g(v) ∈ L_1). Poloßim ~V_1 = L_1 + ∑ α<0 U_α + U_{α1} .

Esli g(v) ∈ L_1, to g(v) ∈ ~V , no g (v_{α1+α2} ) ≡ v_{α1+α2} ( mod ~V_1 ) , g (v_{2α1+α2} ) ≡ v_{2α1+α2} ( mod ~V_1 ) , g (v_{α2} ) ≡ 0 ( mod ~V ) , g (v_{3α1+α2} ) ≡ 0 ( mod ~V ) .

218 M. N. KORNIENKO Togda v_{α1+α2} = v_{2α1+α2} = 0, to est~ v = v_{α2} + v_{3α1+α2} . Poloßim ~V = L_1 + ∑ α<0 U_α. Imeem

g (v_{α2} ) ≡ 0 ( mod ~V ) , g (v_{3α1+α2} ) ≡ v_{α1} ( mod ~V ) , priqem v_{α1} ≠ 0, esli v_{3α1+α2} ≠ 0, tak kak v_{α1} = c [ v_{3α1+α2} , u_{−2α1−α2} ] , c ≠ 0. Togda v_{α1} = 0, to est~ v = v_{α2} . No

g(v_{α2} ) = v_{α2} + v_{−α1} + . . . , gde v_{−α1} = c [ v_{α2} , u_{−α1−α2} ] , c ≠ 0. Pofftomu v_{−α1} = 0, ots¸da v_{α2} = 0. Takim obrazom, v = 0. �

Lemma 11. Pust~ g = x2α_1+α_2 (1) xα_1+α_2 (1). Togda L1 ∩ g(V_s−1 ) = 0. Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 10. � Lemma 12. Pust~ g = x−2α_1−α_2 (1). Togda L1 ∩ g(V_s2 ) = 0. Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 10. � Lemma 13. Pust~ g = x2α_1+α_2 (1). Togda L1 ∩ g(V_s−2 ) = 0. Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu lemmy 10. � Lemma 14. Suwestvuet g ∈ G takoæ, qto

L_1 ∩ g (V_0) = 0, L_1 ∩ g (V_s) = 0,

L_1 ∩ g (V_s−1 ) = 0, L_1 ∩ g (V_s2 ) = 0, L_1 ∩ g (V_s−2 ) = 0,

Dokazatel~stvo. Sleduet iz lemm 8–12. � Lemma 15. Ne suwestvuet nenulevogo vektora v ∈ L takogo, qto

σ(v) = v, g τ g^{−1}(v) = m v, gde m ∈ K^∗, a g iz lemmy 14.

Dokazatel~stvo. Uslovie σ(v) = v ravnosil~no v ∈ L1. S dru-

goæ storony, sobstvennye vektory operatora g τ g^{−1} leßat v podprostranstvah g(V_0), g(V_s±1 ), g(V_s±2 ), kotorye, v silu lemmy 14, ime¸t nulevye pereseqeniØ s L_1. �

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 219

Lemma 16. Para (σ, gτ g^{−1}), gde g ∈ G takoæ, qto

L_1 ∩ g (V_0) = 0, L_1 ∩ g (V_s) = 0,

L_1 ∩ g (V_s−1 ) = 0, L_1 ∩ g (V_s2 ) = 0, L_1 ∩ g (V_s−2 ) = 0,

ne soderßitsØ ni v kakoæ sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe gruppy G.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto σ, g τ g^{−1} ∈ P , gde P – sob-

stvennaØ paraboliqeskaØ podgruppa gruppy G, togda xP x^{−1} = P_{st} , gde P_{st} – standartnaØ paraboliqeskaØ podgruppa, to est~ xσx^{−1}, x g τ g^{−1} x^{−1} ∈ P_{st} . Dalee, suwestvuet y ∈ P_{st} takoæ, qto y x σ x^{−1} y^{−1} ∈ T . Poloßim γ = yx. Sledovatel~no, γ σ γ^{−1} , γ g τ g^{−1} γ^{−1} ∈ P_{st} . Togda u_{3α1+2α2} – vektor, sootvetstvu¸wiæ maksimal~nomu korn¸, – ØvlØetsØ sobstvennym vektorom operatorov γ σ γ^{−1}, γ g τ g^{−1} γ^{−1} v prisoedinennom predstavlenii. Dalee, γ σ γ^{−1} ∈ T , to est~ γ σ γ^{−1} = σ ili γ σ γ^{−1} = w_0(σ) = σ^{−1}, gde w_0 = −1 ∈ W (deæstvitel~no, γ σ γ^{−1} i σ – soprØßennye fflementy odnogo i togo ße tora, to est~ soprØßeny fflementom gruppy VeælØ W , a tak kak tol~ko dva fflementa iz klassa soprØßeny σ v T , a imenno, σ i σ^{−1}, to w = ±1). Sledovatel~no, γ ∈ C_G(σ) ili γ ∈ w_0 C_G(σ), gde C_G(σ) – centralizator σ v G, no C_G(σ) = A_2(K). Sledovatel~no, γ^{−1}(u_{3α1+2α2}) ∈ L_1, to est~ γ^{−1} (u_{3α1+2α2} ) ∈ L_1 – sobstvennyæ vektor s sobstvennymi znaqeniØmi 1 dlØ σ. No γ^{−1}(u_{3α1+2α2}) ∈ L_1 – takße sobstvennyæ vektor i dlØ g τ g^{−1}. Poluqaim protivoreqie s vyborom g. �

Lemma 17. Pust~ g ∈ G takoæ, qto

L_1 ∩ g (V_0) = 0, L_1 ∩ g (V_s) = 0,

L_1 ∩ g (V_s−1 ) = 0, L_1 ∩ g (V_s2 ) = 0, L_1 ∩ g (V_s−2 ) = 0.

Togda zamykanie (v topologii Zarisskogo) gruppy ⟨σ, g τ g^{−1}⟩ ØvlØetsØ reduktivnoæ podgruppoæ v G.

Dokazatel~stvo. Esli F = ⟨σ, g τ g^{−1}⟩ ne reduktivna, to F ⊂

P dlØ nekotoroæ paraboliqeskoæ podgruppy gruppy G [6, §30]. Poluqaem protivoreqie s lemmoæ 16. �

Lemma 18. Pust~ gruppa F = ⟨σ, g τ g^{−1}⟩ takaØ, kak v lemme 17.

Togda Z(F ) = Z(G) = 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ Z = Z(F ) – centr gruppy F . Predpolo-

ßim, qto Z ≠ 1, i pust~ z ∈ Z, z ≠ 1. Suwestvuet x ∈ G takoæ, qto

220 M. N. KORNIENKO

x z x^{−1} ∈ T . Oboznaqim z_x = x z x^{−1}. Togda x F x^{−1} ∈ C_G(z_x). Sledovatel~no, C_G(z_x) – svØznaØ reduktivnaØ gruppa [5, II, §3], togda C_G(z_x) poroßdaetsØ T i kornevymi podgruppami X_α dlØ teh α, dlØ kotoryh α(z_x) = 1 [5, II, §4]. S toqnost~¸ do soprØßeniØ fflementom iz gruppy VeælØ moßno rassmatrivat~ sledu¸wie vozmoßnosti dlØ gruppy C_G(z_x): T , T · G_α, G_α · G_β, A_2(K) ∼= SL_3(K), gde G_α = ⟨X_{±α}⟩ – podgruppa, poroßdennaØ kornevymi podgruppami (moßno sqitat~, pri podhodØwem soprØßenii fflementom gruppy VeælØ α = α_1 ili α = α_2), G_α, G_β – kommutiru¸wie gruppy, poroßdennye ⟨X_{±α}⟩, ⟨X_{±β} ⟩ (moßno sqitat~ α – korotkiæ, β dlinnyæ). Odnako, v sluqae C_G(z_x) = T ili C_G(z_x) = T ·C_α imeet mesto x F x^{−1} ⊂ T ili x F x^{−1} ⊂ T ili x F x^{−1} ⊂ T · C_α. S drugoæ storony, T i T · C_α soderßatsØ v paraboliqeskoæ podgruppe, pofftomu poluqaem protivoreqie s lemmoæ 16. Pust~ C_G(z_x) = G_α · G_β, togda x F x^{−1} ⊂ G_α · G_β, to est~ suwestvuet y ∈ G_α · G_β takoæ, qto y x σ x^{−1} y^{−1} ∈ T , togda y x σ x^{−1} y^{−1} = σ^{±1}. Poloßim γ = yx. Togda γ F γ^{−1} = ⟨γσγ^{−1} , γgτ g^{−1}γ^{−1}⟩ ⊂ G_α · G_β. Tak kak γσγ^{−1} = σ^{±1} kommutiruet s l¸bym fflementom iz gruppy C_β (napomnim, σ = h_{α1} (ε) kommutiruet s l¸bym fflementom iz gruppy A_2(K)), to suwestvuet fflement δ ∈ C_β takoæ, qto γσγ^{−1} , γgτ g^{−1} γ^{−1} ∈ G_αδT δ^{−1}, no poslednØØ gruppa soderßitsØ v paraboliqeskoæ, qto protivoreqit lemme 16. Esli C_G(z_x) = A_2(K), to suwestvuet y ∈ A_2(K) takoæ, qto yxσx^{−1}y^{−1} ∈ T , to est~ yxσx^{−1}y^{−1} = σ^{±1} ∈ Z(A_2(K)). Togda yxF x^{−1}y^{−1} – kommutativnaØ gruppa, sledovatel~no, ona soderßitsØ v nekotorom tore, to est~ soderßitsØ v paraboliqeskoæ gruppe, qto protivoreqit lemme 16. Takim obrazom, z_x = 1. �

V [14, teorema 3] pokazano, qto dlØ klassov soprØßennyh fflementov C_1, C_2 prostoæ algebraiqeskoæ gruppy G vypolneno ravenstvo C_1C_2· = G, esli suwestvu¸t takie predstaviteli c_1 ∈ C_1, c_2 ∈ C_2, qto F = ⟨c_1, c_2⟩ – reduktivnaØ gruppa, u kotoroæ Z(F ) = Z(G). Takim obrazom, my poluqaem ravenstvo C_αC_ε = G iz lemm 17, 18.

Lemma 19. Pust~ m1 = Myy ili M−yy , m2 ≠ 1. Togda m1 · m2 = 0. Dokazatel~stvo Tak kak mnoßestvo M−yy soderßit regulØrnyæ

poluprostoæ fflement, to rasenstvo m_1 · m_2 = 0 v sluqae m_1 = M_{−yy} sleduet iz lemmy 2. Pust~ m_1 = M_{yy}. Togda C_{ββ} ⊂ M_{yy} dlØ β ∈ K^∗, β ≠ ±1,^3 √ 1. Trebuemoe ravenstvo sleduet teper~ iz lemm 3, 4, 5. �

MONOID POLUPROSTYH MUL^TIKLASSOV 221

Literatura

1. A. Borel~, Lineænye algebraiqeskie gruppy. Mir, M. (1972). 2. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. Gl. IV–VI, Mir, M. (1972). 3. H. Kraft, Geometriqeskie metody teorii invariantov. Mir, M. (1987). 4. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. Mir, M. (1975). 5. T. A. Springer, R. Xteænberg, Klassy soprØßennyh fflementov. — V kn.: Seminar po algebraiqeskim gruppam. Mir, M. (1973).

6. Dß. Hamfri, Lineænye algebraiqeskie gruppy. Nauka, M. (1980).

7. Z. Arad, E. Fisman, M. Muzychuk, Order evaluation of products of subsets in finite groups and its applications. I. — Algebra 182, No. 3 (1996), 577–603.

8. Z. Arad, M. Herzog Eds., Products of Conjugacy Classes in Groups. Lectute Notes Math., 1112, Springer-Verlag, New York (1985).

9. Z. Arad, M. Herzog, J. Stavi, Powers and products of conjugacy classes,. [in: 8, Chapter 1].

10. E. W. Ellers, N. L. Gordeev, Gauss decomposition with prescribed semisimple part in classical Chevalley groups. — Comm. Algebra 22, No. 14 (1994), 5935–5950.

11. E. W. Ellers, N. L. Gordeev, Gauss decomposition with prescribed semisimple part in classical Chevalley groups II: exceptional classes. — Comm. Algebra 23, No. 8 (1995), 3085–3098.

12. E. W. Ellers, N. L. Gordeev, Gauss decomposition with prescribed semisimple part in classical Chevalley groups III: twisted groups. — Comm. Algebra 24, No. 14 (1996), 4447–4475.

13. N. L. Gordeev, Products of conjugacy classes in algebraic groups I. — J. Algebra 173 (1995), 715–744.

14. N. L. Gordeev, Products of conjugacy classes in algebraic groups II. — J. Algebra 173 (1995), 745–779.

15. A. Lev, The covering number of the group P SLn(F ). — J. Algebra 182, No. 1 (1996), 60–84.

Kornienko M. N. The monoid of semisimple multiclasses of the group G = G_2(K).

Let G be a group, and let C_L, . . . , C_K be a sequence of conjugacy classes of G. The product C_1C_2 . . . C_K = {c_1c_2 . . . c_k | c_i ∈ C_i} is called a multiclass of G. Further, let G be a simple algebraic group, and let M_{cs}(G) be the set of closures (with respect to Zariski topology) of all multiclasses of G which are generated by semisimple conjugacy classes of G. Then M_{cs}(G) is a monoid with respect to the operation: m_1 · m_2 = m_1m_2, where m is the closure of m. In this paper we give a description of M_{cs}(G) in the case G = G_2(K), where K is an algebraically closed field of the characteristic zero.

Postupilo 28 dekabrØ 1999 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena