Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

N. V. Kosmatov

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` RASSLOENNOGO PROIZVEDENI˚ KOLEC

Pod kol~com my budem ponimat~ associativnoe kol~co s ediniceæ, sohranØemoæ pri kol~cevyh gomomorfizmah. Moduli nad kol~cami, esli ne ogovoreno protivnoe, budut sqitat~sØ levymi. DlØ kol~ca Λ my budem oboznaqat~ ego levu¸ global~nu¸ i levu¸ slabu¸ razmernosti qerez lgld Λ i lwd Λ sootvetstvenno. DlØ Λ-modulØ X i pravogo Λ-modulØ Y qerez id_ΛX, pd_ΛX, fd_ΛX i rfd_ΛY budut oboznaqat~sØ sootvetstvenno in¨ektivnaØ, proektivnaØ, ploskaØ razmernosti X i ploskaØ razmernost~ Y .

Pust~ dan kommutativnyæ kvadrat kolec i gomomorfizmov ko- lec R^{i1}−−−−→ R_1 i2 j1 R_2^{j2}−−−−→ R^′, i pust~ R – rassloennoe proizvedenie kolec R_1 i R_2 nad R^′, t.e. dlØ l¸byh fflementov r_1 ∈ R_1, r_2 ∈ R_2, udovletvorØ¸wih uslovi¸ j_1(r_1) = j_2(r_2), suwestvuet edinstvennyæ fflement r ∈ R, dlØ kotorogo i_1(r) = r_1 i i_2(r) = r_2. Predpoloßim dopolnitel~no, qto otobraßenie i_1 s¸r¨ektivno, i zafiksiruem ffti oboznaqeniØ.

V osnove dokazatel~stva vseh obsußdaemyh niße ocenok gomologiqeskih razmernosteæ kol~ca R leßit sledu¸waØ vaßnaØ teorema.

Teorema 1. (i) R-modul~ M in¨ektiven, esli i tol~ko esli R1-

modul~ Hom_R(R_1, M ) i R_2-modul~ Hom_R(R_2, M ) in¨ektivny. (ii) R-modul~ M proektiven, esli i tol~ko esli R_1-modul~ R_1⊗_R M i R_2-modul~ R_2 ⊗_R M proektivny.

(iii) R-modul~ M ploskiæ, esli i tol~ko esli R_1-modul~ R_1 ⊗_R M i R_2-modul~ R_2 ⊗_R M ploskie.

Dokazatel~stvo utverßdeniæ imenno fftoæ teoremy vsØkiæ raz davalo tolqok k izuqeni¸ svoæstv kategorii R-moduleæ, vyzy- 222

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` 223 va¸weæ interes algebraistov naqinaØ s 70-h godov. V 1971 g. v [2, teoremy 2.1, 2.2, 2.3] Dß. Milnor vpervye dokazal utverßdenie teoremy 1 dlØ proektivnyh moduleæ pri uslovii s¸r¨- ektivnosti otobraßeniØ j_2. V 1985 g. v stat~e [3] bylo pokazano, qto ffto uslovie moßet byt~ otbroxeno, a takße poØvilas~ sledu¸waØ ocenka levoæ global~noæ razmernosti kol~ca R:

lgld R 6 max_{k=1,2} { lgld R_k } + max_{k=1,2} { rfd_RR_k } . V fftoæ ße rabote [3] ob¨ØsnØlas~ nevozmoßnost~ ocenit~ lgld R, znaØ lix~ lgld R_k, tak kak suwestvuet primer kolec koneqnoæ global~noæ razmernosti, rassloennoe proizvedenie kotoryh imeet beskoneqnu¸ global~nu¸ razmernost~. Vse tri utverßdeniØ teoremy 1 byli poluqeny v [4, teorema 2] v 1985 g. v predpoloßenii s¸r¨ektivnosti otobraßeniØ j_2. Kak my uvidim dalee, bez fftogo predpoloßeniØ moßno oboætis~.

V 1988 g. v [5, teorema 2] byla naædena sledu¸waØ ocenka levoæ global~noæ razmernosti kol~ca R: esli j_2 – s¸r¨ekciØ, to lgld R 6 max_{k=1,2} { lgld R_k + rfd_RR_k } . (1)

V 1992 g. v [6, teoremy 1, 2] dlØ sluqaØ kommutativnyh kolec byli poluqeny ocenki lwd R i bolee toqnye ocenki lgld R, a takße pokazano, qto v opredelennom smysle oni ØvlØ¸tsØ samymi toqnymi.

V 1997 g. v [7, teorema 3.1] bylo dokazano, qto esli j_2 – s¸r¨- ekciØ, to lgld R 6 max_{k=1,2} { lgld R_k + pd_RR_k } . (2)

�ta ocenka ØvlØetsØ “odnostoronneæ” (pri ee vyqislenii vse moduli nad vsemi kol~cami rassmatriva¸tsØ s odnoæ storony, sleva), v to vremØ, kak vse predyduwie ocenki ØvlØlis~ “dvustoronnimi”. Sravnenie ocenok (1) i (2) v [7, primer 3.4] demonstriruet, qto “odnostoronnie” ocenki lgld R mogut okazat~sØ toqnee “dvustoronnih”.

V fftoæ stat~e my dokazyvaem novu¸ “odnostoronn¸¸” ocenku lgld R (teorema 5), a takße obobwaem ocenku lwd R iz [6, teorema 2] na nekommutativnyæ sluqaæ (teorema 9). DlØ fftogo my ocenivaem in¨ektivnu¸ i plosku¸ razmernosti R-modulØ (predloßeniØ 4, 8). Iz fftih rezul~tatov nemedlenno vyvodØtsØ neraven-

224 N. V. KOSMATOV stvo (2) i analogiqnaØ ocenka lwd R (sledstviØ 6, 10). Pri fftom nigde ne predpolagaetsØ s¸r¨ektivnost~ otobraßeniØ j_2.

My naqinaem s togo, qto izbavlØemsØ ot usloviØ s¸r¨ektivnosti j_2 v [4, teorema 2].

Dokazatel~stvo teoremy 1. Poloßim R^{′′} = j2(R2). Tak kak oto-

braßenie i_1 s¸r¨ektivno, j_1(R_1) ⊂ j_2(R_2) = R^{′′}. Sledovatel~no, my imeem ewe odin kommutativnyæ kvadrat kolec i gomomorfizmov kolec R^{i1}−−−−→ R_1 i2 j1 R_2^{j2}−−−−→ R^{′′} s s¸r¨ektivnym otobraßeniem j_2 : R_2 → R^{′′}. Poskol~ku kol~co R ØvlØetsØ takße rassloennym proizvedeniem kolec R_1 i R_2 nad R^{′′}, naxe utverßdenie sleduet iz [4, teorema 2].

Sformuliruem ispol~zuemoe niße sledstvie iz [1, predl. VI. 2.1a].

Lemma 2. Pust~ Λ – kol~co, n ¿ 1, 0 → M → I → K → 0 –

korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ Λ-moduleæ s in¨ektivnym modulem I, i pust~ id_ΛM 6 n. Togda id_ΛK 6 n − 1.

Predloßenie 3. Pust~ n ¿ 1, k ∈ {1, 2}, 0 → M^{f0}−→ I_0^{f1}−→ I_1^{f2}−→ . . . – in¨ektivnaØ rezol~venta R-modulØ M s t-oæ sizigieæ K_t = im (f_{t+1}). Predpoloßim, qto pri vseh l = 0, 1, . . . , n

id_{Rk} (Ext^l_R(R_k, M )) 6 n − l.

Togda dlØ l¸bogo t = 0, 1, . . . , n − 1 id_{Rk} (Hom_R(R_k, K_t)) 6 n − t − 1.

Dokazatel~stvo. Provedem dokazatel~stvo indukcieæ po t.

Baza indukcii: t = 0. Tak kak 0 → M → I_0^{f1}−→ K_0 → 0 – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v kategorii levyh R-moduleæ R−Mod i I_0 in¨ektiven, iz dlinnoæ toqnoæ gomologiqeskoæ Extposledovatel~nosti toqna v R_k − Mod posledovatel~nost~

0 → Hom_R(R_k, M ) → Hom_R(R_k, I_0)^{f1�}−→ f1� −→ Hom_R(R_k, K_0) → Ext^1_R(R_k, M ) → 0

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` 225 i suwestvu¸t izomorfizmy R_k-moduleæ Ext^l_R(R_k, K_0) ≃ Ext^{l+1}_R (R_k, M ), l ¿ 1. (3) Oboznaqim A_{k,0} = im f_{1∗}. Togda korotkimi toqnymi v R_k −Mod ØvlØ¸tsØ posledovatel~nosti:

0 → Hom_R(R_k, M ) → Hom_R(R_k, I_0)^{f1�}−→ A_{k,0} → 0, (4) 0 → A_{k,0} → Hom_R(R_k, K_0) → Ext^1_R(R_k, M ) → 0. (5) Po teoreme 1 R_k-modul~ Hom_R(R_k, I_0) in¨ektiven. Sledovatel~no, tak kak po uslovi¸ id_{Rk} (Hom_R(R_k, M )) 6 n, iz (4) i lemmy 2 imeem id_{Rk} (A_{k,0}) 6 n − 1. Poskol~ku po uslovi¸ id_{Rk} (Ext^1_R(R_k, M )) 6 n − 1, iz (5) poluqaem id_{Rk} (Hom_R(R_k, K_0)) 6 n − 1. Indukcionnyæ perehod. Pust~ 1 6 t 6 n−1 i dlØ vseh indeksov t^′ = 0, 1, . . . , t − 1 trebuemoe utverßdenie dokazano.

Tak kak 0 → K_{t−1} → I_t^{ft+1}−→ K_t → 0 – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v R − Mod, a I_t – in¨- ektivnyæ R-modul~, iz dlinnoæ toqnoæ gomologiqeskoæ Extposledovatel~nosti poluqaem, qto toqna v R_k − Mod posledovatel~nost~

0 → Hom_R(R_k, K_{t−1}) → Hom_R(R_k, I_t)^{(ft+1)�}−→

(ft+1)�

−→ Hom_R(R_k, K_t) → Ext^1_R(R_k, K_{t−1}) → 0 i suwestvu¸t izomorfizmy R_k-moduleæ Ext^l_R(R_k, K_t) ≃ Ext^{l+1}_R (R_k, K_{t−1}), l ¿ 1. (6) Oboznaqim A_{k,t} = im (f_{t+1})_∗. Togda korotkimi toqnymi v R_k − Mod ØvlØ¸tsØ posledovatel~nosti:

0 → Hom_R(R_k, K_{t−1}) → Hom_R(R_k, I_t)^{(ft+1)�}−→ A_{k,t} → 0, (7) 0 → A_{k,t} → Hom_R(R_k, K_t) → Ext^1_R(R_k, K_{t−1}) → 0. (8) Po indukcionnomu predpoloßeni¸ id_{Rk} (Hom_R(R_k, K_{t−1})) 6 n − t,

226 N. V. KOSMATOV a po teoreme 1 R_k-modul~ Hom_R(R_k, I_t) in¨ektiven. Sledovatel~- no, iz (7) i lemmy 2 poluqaem id_{Rk} (A_{k,t}) 6 n−t−1. Ob¨edinØØ (3) i (6), imeem

Ext^1_R(R_k, K_{t−1}) ≃ . . . ≃ Ext^t_R(R_k, K_0) ≃ Ext^{t+1}_R (R_k, M ).

Pofftomu

id_{Rk} (Ext^1_R(R_k, K_{t−1})) = id_{Rk} (Ext^{t+1}_R (R_k, M )) 6 n − t − 1.

Teper~ iz (8) legko sleduet id_{Rk} (Hom_R(R_k, K_t)) 6 n − t − 1, qto zaverxaet dokazatel~stvo indukcionnogo perehoda.

Predloßenie 4. Pust~ n ¿ 0, M – R-modul~, i pust~ pri vseh

k = 1, 2 i l = 0, 1, . . . , n id_{Rk} (Ext^l_R(R_k, M )) 6 n − l. Togda id_RM 6 n.

Dokazatel~stvo. Pri n = 0 utverßdenie sleduet iz teore-

my 1. V sluqae n ¿ 1 rassmotrim in¨ektivnu¸ rezol~ventu RmodulØ M :

0 → M^{f0}−→ I_0^{f1}−→ I_1^{f2}−→ I_2 → . . . ,

i oboznaqim K_t = im (f_{t+1}) dlØ vseh t ¿ 0. Togda po predloßeni¸ 3 R_k-modul~ Hom_R(R_k, K_{n−1}) in¨ektiven (k = 1, 2), sledovatel~no, iz teoremy 1, K_{n−1} – in¨ektivnyæ R-modul~. Pofftomu po [1, predl. VI. 2.1a] id_RM 6 n.

Iz predloßeniØ 4 vytekaet sledu¸waØ ocenka global~noæ razmernosti rassloennogo proizvedeniØ kolec.

Teorema 5. Pust~ n ¿ 0 i dlØ l¸bogo R-modulØ M vypolneno

id_{Rk} (Ext^l_R(R_k, M )) 6 n − l pri vseh k = 1, 2 i l = 0, 1, . . . , n. Togda lgld R 6 n.

Sledstvie 6.

lgld R 6 max_{k=1,2} { lgld R_k + pd_RR_k } . Dokazatel~stvo. DlØ k = 1, 2 oboznaqim

n_k = lgld R_k, m_k = pd_RR_k, N_k = n_k + m_k, N = max{N_1, N_2}.

Moßno sqitat~, qto m_k, n_k < ∞. Pust~ M – R-modul~ i k ∈ {1, 2}. Tak kak pd_RR_k = m_k, to dlØ l¸bogo l ¿ m_k + 1 imeem

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` 227 ravenstvo Ext^l_R(R_k, M ) = 0. Poskol~ku lgld R_k = n_k, pri l¸bom l = 0, 1, . . . , m_k spravedliva cepoqka neravenstv

id_{Rk} (Ext^l_R(R_k, M )) 6 n_k = N_k − m_k 6 N_k − l 6 N − l.

Takim obrazom, neravenstvo id_{Rk} (Ext^l_R(R_k, M )) 6 N − l vypolnØetsØ pri vseh l = 0, 1, . . . , N . Sledovatel~no, po predloßeni¸ 4 lgld R 6 N .

Sformuliruem analogiqnye rezul~taty dlØ ploskoæ razmernosti i vyteka¸wie iz nih ocenki slaboæ razmernosti kol~ca R.

Predloßenie 7. Pust~ n ¿ 1, k ∈ {1, 2}, . . .^{f2}−→ F_1^{f1}−→ F_0^{f0}−→ M → 0 – ploskaØ rezol~venta R-modulØ M s t-oæ sizigieæ K_t = ker f_t. Predpoloßim, qto pri vseh l = 0, 1, . . . , n fd_{Rk} (Tor^R_l (R_k, M )) 6 n − l. Togda dlØ l¸bogo t = 0, 1, . . . , n − 1 fd_{Rk} (R_k ⊗_R K_t) 6 n − t − 1.

Predloßenie 8. Pust~ n ¿ 0, M – R-modul~, i pust~ pri vseh

k = 1, 2 i l = 0, 1, . . . , n fd_{Rk} (Tor^R_l (R_k, M )) 6 n − l. Togda fd_RM 6 n.

Teorema 9. Pust~ n ¿ 0 i dlØ l¸bogo koneqno poroßdennogo le-

vogo ideala J kol~ca R vypolneno fd_{Rk} (Tor^R_l (R_k, R/J)) 6 n − l pri vseh k = 1, 2 i l = 0, 1, . . . , n. Togda lwd R 6 n.

Sledstvie 10.

lwd R 6 max_{k=1,2}{lwd R_k + rfd_RR_k}.

SleduØ logike dokazatel~stva predloßeniØ 4, qitatel~ bez truda dokaßet predloßenie 7, a s ego pomow~¸ i predloßenie 8, esli rassmotrit plosku¸ rezol~ventu R-modulØ M i primenit k neæ funktor Tor vmesto funktora Ext. Teorema 9 vyvoditsØ iz predloßeniØ 8 s ispol~zovaniem teoremy Auslendera:

lwd R = sup { fd_R(R/J) | J – koneqno poroßdennyæ levyæ ideal R } . Bolee podrobnoe izloßenie moßno naæti v [8], gde dokazyva¸tsØ podobnye utverßdeniØ dlØ proektivnoæ razmernosti R-modulØ i global~noæ razmernosti kol~ca R.

V zakl¸qenie avtor blagodarit professora A. I. Generalova za postanovku zadaqi i postoØnnoe vnimanie k rabote.

228 N. V. KOSMATOV Literatura 1. A. Kartan, S. �ælenberg, GomologiqeskaØ algebra. IL, M. (1960). 2. Dß. Milnor, Vvedenie v algebraiqesku¸ K-teori¸. Mir, M (1974).

3. A. N. Wiseman, Projective modules over pullback rings. — Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 97 (1985), 399–406.

4. A. Facchini, P. Vámos, Injective modules over pullbacks. — J. London Math. Soc.

31 (1985), 425–438.

5. E. Kirkman, J. Kuzmanovich, On the global dimension of fibre products. — Pacific J. Math. 134 (1988), 121–132.

6. S. Scrivanti, Homological dimension of pullbacks. — Math. Scand. 71 (1992), 5–15.

7. K. M. Cowley, One-sided bounds and the vanishing of Ext. — J. Algebra 190 (1997), 361–371.

8. N. V. Kosmatov, Ocenka global~noæ razmernosti rassloennogo proizvede-

niØ kolec. Fund. i prikl. mat-ka, 1999 (v peqati).

Kosmatov N. V. Upper bounds on homological dimensions of pullback rings.

New upper bound on the global dimension of a pullback ring is given and Scrivanti’s upper bound on the weak dimension of a pullback ring is generalized to noncommutative case.

Postupilo 1 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: koko@nk1442.spb.edu