Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

M. I. K¸rxina, A. V. ˚kovlev

T -FORMY I IH SVO`STVA

NastoØwaØ rabota primykaet k [2] i ØvlØetsØ ee prodolßeniem. Napomnim nekotorye oboznaqeniØ i fakty iz [2]. Vse vstreqa¸wiesØ s fftoæ rabote kategorii additivny. �to znaqit, qto dlØ l¸byh ob¨ektov A, B mnoßestvo Hom(A, B) morfizmov iz ob¨ekta A v ob¨ekt B – additivno zapisannaØ abeleva gruppa, priqem ffto sloßenie svØzano s kompozicieæ morfizmov levym i pravym sootnoxeniØmi distributivnosti, i qto suwestvu¸t koneqnye prØmye summy ob¨ektov.

Bilineænoæ formoæ na ob¨ekte A additivnoæ kategorii s invol¸cieæ M my nazyvaem l¸boæ morfizm Φ : A → A^∗. Dual~nyæ k nemu morfizm Φ^∗ toße ØvlØetsØ morfizmom iz A v A^∗, t.e. bilineænoæ formoæ na A.

My nazyvaem formu Φ kvazisimmetriqnoæ, esli suwestvu¸t takie ffndomorfizmy ε, δ ob¨ekta A, perestanovoqnye so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami A, qto Φ^∗ = Φε, Φ = Φ^∗δ.

Napomnim odin iz osnovnyh rezul~tatov raboty [2].

StrukturnaØ teorema. Pust~ M – additivnaØ kategoriØ s in-

vol¸cieæ, v kotoroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov l¸bogo nerazloßimogo ob¨ekta lokal~no. Dalee, pust~ Φ – kvazisimmetriqnaØ bilineænaØ forma na ob¨ekte A kategorii M. Togda A raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu poparno ortogonal~nyh otnositel~no Φ izotropnogo podob¨ekta D i neskol~kih polnyh podob¨ektov, kaßdyæ iz kotoryh libo nerazloßim, libo raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvuh dual~nyh drug drugu nerazloßimyh izotropnyh ob¨ektov. Esli forma Φ nevyroßdena, to izotropnoe slagaemoe D otsutstvuet.

V stol~ obweæ situacii slagaemye, kotorye raskladyva¸tsØ v prØmu¸ summu dvuh dual~nyh drug drugu nerazloßimyh

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 98-01-00825 i grant 96-15-96200. 229

230 M. I. KıRXINA, A. V. ˚KOVLEV izotropnyh ob¨ektov, ne obØzatel~no raskladyva¸tsØ v prØmu¸ summu vpolne izotropnyh ob¨ektov. Cel~ dannoæ raboty – ukazat~ dostatoqnoe uslovie dlØ togo, qtoby ffto bylo vozmoßno. V prosteæxem sluqae ffrmitovyh form nad telami takoe uslovie rassmatrivalos~ v [1]; vvedennoe nami uslovie ØvlØetsØ ego obobweniem. V qastnosti, naxe uslovie avtomatiqeski vypolnØetsØ, esli v kol~ce ffndomorfizmov l¸bogo ob¨ekta kategorii vozmoßno i odnoznaqno delenie na 2.

Opredelenie 1. Pust~ Φ – kvazisimmetriqnaØ forma na ob¨ekte

A kategorii M, i pust~ ε, δ – takie ffndomorfizmy ob¨ekta A, perestanovoqnye so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami, qto Φ^∗ = Φε, Φ = Φ^∗δ. Forma Φ nazyvaetsØ T -formoæ, esli suwestvuet takoæ morfizm Ψ : A → A^∗, qto Φ = Ψ + Ψ^∗δ.

Predloßenie. Esli v kategorii M l¸boæ morfizm odnoznaqno

delim na 2 (t.e. esli dlØ l¸bogo morfizma α : A → B suwestvuet edinstvennyæ morfizm β : A → B, takoæ qto β + β = α), to l¸baØ kvazisimmetriqnaØ forma na l¸bom ob¨ekte kategorii M ØvlØetsØ T -formoæ.

Dokazatel~stvo Pust~ Φ : A → A^∗ – kvazisimmetriqnaØ for-

ma na ob¨ekte A kategorii M, i pust~ δ – takoæ ffndomorfizm ob¨ekta A, qto Φ = Φ^∗δ. Suwestvuet edinstvennyæ morfizm

Ψ : A → A^∗, takoæ qto Ψ + Ψ = Φ; Øsno, qto Ψ = Ψ^∗δ, i for-

ma Φ = Ψ + Ψ = Ψ + Ψ^∗δ ØvlØetsØ T -formoæ.

Teorema 1. Pust~ M – additivnaØ kategoriØ s invol¸cieæ, v ko-

toroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov l¸bogo nerazloßimogo ob¨ekta lokal~no. Pust~, dalee, Φ – nevyroßdennaØ kvazisimmetriqnaØ bilineænaØ T -forma na ob¨ekte A kategorii M, a B – vpolne izotropnoe otnositel~no Φ prØmoe slagaemoe ob¨ekta A. Togda suwestvu¸t vpolne izotropnoe otnositel~no Φ prØmoe slagaemoe C ob¨ekta A i polnoe otnositel~no Φ prØmoe slagaemoe D ob¨ekta A, takie qto A = D⊥(B ⊕ C).

Dokazatel~stvo Pust~ Ψ : A → A^∗, ε, δ : A → A – takie morfiz-

my, qto Φ = Ψ + Ψ^∗δ, Φ^∗ = Φε, Φ = Φ^∗δ, priqem ε, δ perestanovoqny so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami ob¨ekta A. Poskol~ku forma Φ nevyroßdena, t.e. morfizmy Φ, Φ^∗ obratimy, morfizmy ε, δ ØvlØ¸tsØ vzaimno obratnymi izomorfizmami.

Dokaßem snaqala utverßdenie teoremy dlØ sluqaØ, kogda

T-FORMY I IH SVO`STVA 231 vpolne izotropnyæ podob¨ekt B nerazloßim. Pust~ i : B → A – kanoniqeskoe vloßenie podob¨ekta B v A, tak qto B = (B, i). Iz dokazatel~stva strukturnoæ teoremy (sm. [2]) sleduet, qto suwestvu¸t takoæ polnyæ podob¨ekt D ob¨ekta A, ortogonal~- noe dopolnenie kotorogo raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu podob¨ekta B i ewe odnogo nerazloßimogo podob¨ekta C_1 = (B^∗, j_1). Oboznaqim qerez q_1 : A → B^∗ kanoniqesku¸ proekci¸ na poslednee slagaemoe C_1 = (B^∗, j_1) prØmogo razloßeniØ A = D⊥(B ⊕ C_1). Zametim, qto B ⊕ C_1 – polnyæ podob¨ekt A, i qto i^∗Φi = 0, poskol~ku (B, i) – vpolne izotropnoe prØmoe slagaemoe A. PrØmaØ summa B ⊕ C_1 – polnyæ otnositel~no formy podob¨ekt A; pofftomu ograniqenie formy Φ na fftu prØmu¸ summu, predstavlØ¸wee soboæ morfizm iz B ⊕ C_1 v B^∗ ⊕ C^∗_1 s matriceæ `_{i∗Φi i∗Φj1} j^∗_1 Φi j^∗_1 Φj_1

´_= `_{0 i∗Φj1}

j^∗_1 Φi j^∗_1 Φj_1

´_,

ØvlØetsØ izomorfizmom. Sledovatel~no, izomorfizmami ØvlØ- ¸tsØ oba nediagonal~nyh morfizma α = i^∗Φj_1, β = j^∗_1 Φi.

Morfizmy ε, δ perestanovoqny so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami ob¨ekta A, v qastnosti, s j_1q_1. Otmetim takße ewe odno sootnoxenie:

β^∗ = i^∗Φ^∗j_1 = i^∗Φεj_1q_1j_1 = i^∗Φj_1q_1εj_1 = αq_1εj_1.

�ndomorfizm q_1εj_1 obratim (obratnyæ k nemu raven q_1δj_1), i potomu (β^∗)^{−1} = q_1δj_1α^{−1}.

Poloßim ξ = −β^{−1}j^∗_1 Ψj_1 : B^∗ → B i opredelim novoe vloßenie j : B^∗ → A po formule j = j_1 + iξ. Standartnye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto (B, i)⊕(B^∗ , j_1) = (B, i)⊕(B^∗ , j), tak qto dlØ dokazatel~stva teoremy v fftom sluqae ostaetsØ lix~ proverit~, qto

(B^∗, j) – vpolne izotropnoe prØmoe slagaemoe A, t.e. qto j^∗Φj = 0.

No ffto deæstvitel~no tak:

j^∗Φj = (j_1 + iξ)^∗Φ(j_1 + iξ) = j^∗_1 Φj_1 + j^∗_1 Φiξ + ξ^∗i^∗Φj_1 + ξ^∗i^∗Φiξ =

j^∗_1 Φj_1 − j^∗_1 Φiβ^{−1}j^∗_1 Ψj_1 − j^∗_1 Ψ^∗j_1(β^∗)^{−1}i^∗Φj_1 =

j^∗_1 Φj_1 − j^∗_1 Ψj_1 − j^∗_1 Ψ^∗j_1q_1δj_1α^{−1}i^∗Φj_1 =

j^∗_1 Φj_1 − j^∗_1 Ψj_1 − j^∗_1 Ψ^∗δj_1q_1j_1 = j^∗_1 Φj_1 − j^∗_1 (Ψ + Ψ^∗δ)j_1 = 0.

Itak, v sluqae, kogda ob¨ekt B nerazloßim, utverßdenie teoremy dokazano. Obwiæ sluqaæ poluqaetsØ trivial~noæ indukci-

232 M. I. KıRXINA, A. V. ˚KOVLEV eæ po qislu slagaemyh v razloßenii ob¨ekta B v prØmu¸ summu nerazloßimyh ob¨ektov.

Sledu¸wee utverßdenie vypolnØetsØ ne tol~ko dlØ T -form, no dlØ l¸byh kvazisimmetriqnyh form.

Teorema 2. Pust~ Φ – kvazisimmetriqnaØ forma na ob¨ekte A

kategorii M, udovletvorØ¸weæ trebovaniØm teoremy 1. Pust~, dalee, B_1 = (B_1, i_1), B_2 = (B_2, i_2), C_1 = (C_1, j_1), C_2 = (C_2, j_2) – vpolne izotropnye prØmye slagaemye A, priqem prØmye summy B_1 ⊕ C_1, B_2 ⊕ C_2 – polnye otnositel~no Φ prØmye slagaemye A. Esli B_1 i B_2 – izomorfnye ob¨ekty kategorii M, to suwestvuet metriqeskiæ izomorfizm giperboliqeskih ob¨ektov γ : (B_1 ⊕ C_1) → (B2 ⊕ C2) s formami, inducirovannymi na nih formoæ Φ.

Dokaßem snaqala dve lemmy.

Lemma 1. Pust~ B i C – izomorfnye prØmye slagaemye ob¨ekta

A kategorii M, udovletvorØ¸weæ trebovaniØm teoremy 1. Togda suwestvuet takoæ podob¨ekt D ob¨ekta A, qto A = B ⊕D = C ⊕D.

Dokazatel~stvo Pust~ ob¨ekt A ØvlØetsØ prØmoæ summoæ n ne-

razloßimyh slagaemyh, a ob¨ekty B i C – prØmymi summami

m 6 n slagaemyh. Indukcieæ po s dokaßem, qto dlØ kaßdogo s 6 k = n − m suwestvu¸t podob¨ekt X^s i nerazloßimye pod-

ob¨ekty Y_1, . . . ,Y_{k−s}, Z_1, . . . ,Z_{k−s} ob¨ekta A, takie qto A = X^s ⊕ Y_1 ⊕ · · · ⊕ Y_{k−s} ⊕ B = X^s ⊕ Z_1 ⊕ · · · ⊕ Z_{k−s} ⊕ C. Utverßdenie trivial~no pri s = 0, a pri s = k = n − m my poluqaem podob¨ekt D = X^{n−m} , udovletvorØ¸wiæ trebovaniØm lemmy.

Pust~ s < n − m i uße postroeny nußnye podob¨ekty X^s ,

Y_1, . . . , Y_{k−s}, Z_1, . . . , Z_{k−s}. Razloßim ob¨ekty B i C v prØmye sum-

my nerazloßimyh ob¨ektov: B = B_1 ⊕ · · · ⊕ B_m , C = C_1 ⊕ · · · ⊕ C_m . My imeem sledu¸wie prØmye razloßeniØ: A = X^s ⊕ Y_1 ⊕ · · · ⊕ Y_{k−s} ⊕ B_1 ⊕ · · · ⊕ B_m , A = X^s ⊕ Z_1 ⊕ · · · ⊕ Z_{k−s} ⊕ C_1 ⊕ · · · ⊕ C_m. Oboznaqim qerez i, i_1, . . ., i_{k−s}, j_1, . . . , j_m vloßeniØ prØmyh slagaemyh, otveqa¸wie pervomu razloßeni¸, a qerez q_1 proekci¸ na

T-FORMY I IH SVO`STVA 233 prØmoe slagaemoe Z_1, otveqa¸wu¸ vtoromu razloßeni¸. Po teoreme KrullØ–Xmidta, kotoraØ vypolnØetsØ v naxeæ kategorii, sredi nerazloßimyh slagaemyh Y_1, . . . , Y_{k−s} naædetsØ slagaemoe, izomorfnoe Z_1; menØØ, esli nado, numeraci¸, budem sqitat~, qto ob¨ekt Y_1 izomorfen ob¨ektu Z_1. Opredelim teper~ novoe vloßenie i^′_1 : Y_1 → A. Sredi morfizmov q_1i_1, . . . , q_1i_{k−s}, q_1j_1, . . . , q_1j_m hotØ by odin ØvlØetsØ izomorfizmom. Esli q_1i_1 – izomorfizm, to poloßim i^′_1 = i_1; esli ße q_1i_1 – ne izomorfizm, no q_1i_u – izomorfizm dlØ nekotorogo u > 1, to ob¨ekt Y_u izomorfen Y_1 i Z_1, i my poloßim i^′_1 = i_1 + i_uβ, gde β – l¸boæ izomorfizm Y_1 na Y_u. Analogiqno, esli vse q_1i_u (1 6 u 6 k) – ne izomorfizmy, no q_1j_v – izomorfizm dlØ nekotorogo v, to ob¨ekt B_v izomorfen Y_1 i

Z_1, i my poloßim i^′_1 = i_1 + j_vγ, gde γ – l¸boæ izomorfizm Y_1 na B_v . Vo vseh sluqaØh prØmoe slagaemoe Y_1 = (Y_1, i_1) v pervom raz-

loßenii moßno zamenit~ na slagaemoe Y^′_1 = (Y_1, i^′_1), i pri fftom okaßetsØ, qto q_1i^′_1 – izomorfizm. Kak vidno iz dokazatel~stva teoremy KrullØ–Xmidta v forme teoremy o zamene, my moßem vo vtorom razloßenii zamenit~ prØmoe slagaemoe Z_1 na Y^′_1 . Takim obrazom, my imeem sledu¸wie prØmye razloßeniØ:

A = (X^s ⊕ Y^′_1 ) ⊕ Y_2 · · · ⊕ Y_{k−s} ⊕ B_1 ⊕ · · · ⊕ B_m = = X^s+1 ⊕ Y2 · · · ⊕ Y_{k−s} ⊕ B, A = (X^s ⊕ Y^′_1 ) ⊕ Z_2 · · · ⊕ Z_{k−s} ⊕ C_1 ⊕ · · · ⊕ C_m = = X^s+1 ⊕ Z2 · · · ⊕ Z_{k−s} ⊕ C, gde qerez X^{s+1} oboznaqen ob¨ekt X^s ⊕ Y^′_1 . Lemma dokazana.

Pered tem, kak formulirovat~ sledu¸wu¸ lemmu, dadim ewe odno opredelenie.

Opredelenie 2. Pust~ B = (B, i) i C = (C, j) – dva podob¨ekta

ob¨ekta A. My govorim, qto avtomorfizm α ob¨ekta A perevodit podob¨ekt B v podob¨ekt C, esli suwestvuet takoæ izomorfizm β : B → C, qto αi = jβ. Lemma 2. Pust~ B = (B, i) i C = (C, j) – izomorfnye prØmye

slagaemye ob¨ekta A kategorii M, udovletvorØ¸weæ trebovaniØm teoremy 1. Togda suwestvuet avtomorfizm α ob¨ekta A, perevodØwiæ podob¨ekt B v podob¨ekt C i predstavimyæ v vide summy idempotentnyh ffndomorfizmov ob¨ekta A.

Dokazatel~stvo Soglasno lemme 1, suwestvuet podob¨ekt D

234 M. I. KıRXINA, A. V. ˚KOVLEV ob¨ekta A i prØmye razloßeniØ A = (B, i) ⊕ D = (C, j) ⊕ D. Pust~

p : A → B – kanoniqeskaØ proekciØ na pervoe slagaemoe pervogo

razloßeniØ, a β^′ – proizvol~nyæ izomorfizm B na C. Togda pj – izomorfizm C na B, a ξ = pjβ^′ – avtomorfizm B.

Poloßim β = β^′ξ^{−1}, α = jβp + (1_A − ip). Otmetim, qto pjβ =

pjβ^′ξ^{−1} = 1_B . Oba slagaemyh ffndomorfizma α ob¨ekta A idem-

potentny; dlØ vtorogo slagaemogo 1_A − ip ffto oqevidno, a dlØ pervogo legko proverØetsØ: (jβp)(jβp) = jβ(pjβ)p = jβp. Pokaßem, qto α – avtomorfizm ob¨ekta A. Deæstvitel~no, legko proverØetsØ, qto morfizm 1_A − jβp + 2ip ØvlØetsØ obratnym k α: (1_A − jβp + 2ip)(jβp + (1_A − ip)) = jβp + (1_A − ip) − jβp− jβp(1_A − ip) + 2ip(jβp) − ip = 1_A. Nakonec, αi = (jβp + (1_A − ip))i = jβ. Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 2 Poskol~ku forma Φ kvazisimme-

triqnaØ, suwestvuet takoæ ffndomorfizm δ ob¨ekta A, perestanovoqnyæ so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmmi, qto Φ = Φ^∗δ. Soglasno lemme 2, suwestvu¸t izomorfizmy β : B_1 → B_2,

α : A → A, takie qto αi_1 = i_2β, priqem avtomorfizm α ØvlØetsØ

summoæ idempotentnyh ffndomorfizmov ob¨ekta A. Iz poslednego svoæstva sleduet, qto ffndomorfizm δ perestanovoqen s α.

Forma Φ induciruet na podob¨ektah B_1 ⊕ C_1, B_2 ⊕ C_2 formy s matricami

`_{0 i∗1Φj1}

j^∗_1 Φi_1 0

´_, `_{0 i∗2Φj2}

j^∗_2 Φi_2 0

´_.

Opredelim izomorfizm γ : C_1 → S_2, poloßiv

γ = (β^∗i^∗_1Φj_1)^{−1}i^∗_2Φj_2,

i pokaßem, qto β ⊕ γ : (B_1 ⊕ C_1) → (B_2 ⊕ C_2) – metriqeskiæ izomorfizm, t.e. qto

`_{β∗ 0} 0 γ^∗ ´`_{0 i∗1Φj1}

j^∗_1 Φi_1 0

´`_{β 0} 0 γ ´_= `_{0 i∗2Φj2}

j^∗_2 Φi_2 0

´_.

�to matriqnoe ravenstvo ravnosil~no dvum ravenstvam

β^∗i^∗_1Φj_1γ = i^∗_2Φj_2, γ^∗j^∗_1 Φi_1β = j^∗_2 Φi_2, (∗)

T-FORMY I IH SVO`STVA 235 iz kotoryh pervoe neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ morfizma γ. BerØ soprØßennoe k nemu, poluqaem:

j^∗_2 Φ^∗i_2 = γ^∗j^∗_1 Φ^∗i_1β.

Oboznaqim qerez p_2 kanoniqesku¸ proekci¸ A na prØmoe slagaemoe B_2 = (B_2, i_2). Pol~zuØs~ predyduwim sootnoxeniem, ravenstvom i_1β = αi_2 i tem, qto morfizm δ perestanovoqen s idempotentnym ffndomorfizmom i_2p_2 i morfizmom α, dokazyvaem vtoroe iz ravenstv (∗):

j^∗_2 Φi_2 = j^∗_2 Φ^∗δi_2p_2i_2 = j^∗_2 Φ^∗i_2p_2δi_2 = γ^∗j^∗_1 Φ^∗i_1βp_2δi_2 =

= γ^∗j^∗1 Φ^∗αi2p2δi2 = γ^∗j^∗1 Φ^∗δαi2p2i2 = γ^∗j^∗1 Φαi2 = γ^∗j^∗1 Φi1β.

Teorema 3. V usloviØh teoremy 1 pust~ (B1, i1) i (B2, i2) – vpolne

izotropnye otnositel~no T -formy Φ prØmye slagaemye ob¨ekta A. Esli ob¨ekty B_1, B_2 kategorii M izomorfny, to suwestvuet metriqeskiæ avtomorfizm α ob¨ekta A, perevodØwiæ podob¨ekt (B1, i1) v podob¨ekt (B2, i2).

Dokazatel~stvo Soglasno teoreme 1, suwestvu¸t vpolne izo-

tropnye podob¨ekty C_1, C_2 i polnye podob¨ekty D_1, D_2 ob¨- ekta A, takie qto A = D_1⊥(B_1 ⊕ C_1) = D_2⊥(B_2 ⊕ C_2). Po teoreme 2, suwestvuet metriqeskiæ izomorfizm α giperboliqeskogo prØmogo slagaemogo B_1 ⊕ C_1 na giperboliqeskoe prØmoe slagaemoe B_2 ⊕ C_2, perevodØwiæ podob¨ekt (B_1, i_1) v podob¨- ekt (B_2, i_2). Po teoreme sokraweniØ iz [2], ortogonal~nye dopolneniØ D_1, D_2 metriqeski izomorfnyh giperboliqeskih prØmyh slagaemyh B_1 ⊕ C_1 i B_2 ⊕ C_2 toße metriqeski izomorfny; pust~ β – kakoæ-to metriqeskiæ izomorfizm D_1 na D_2. Togda

α⊥β : A = (B_1 ⊕ C_1)⊥D_1 → (B_2 ⊕ C_2)⊥D_2 = A – metriqeskiæ avto-

morfizm ob¨ekta A, perevodØwiæ podob¨ekt (B_1, i_1) v podob¨ekt (B2, i2). Literatura

1. ȷ. D~edonne, GeometriØ klassiqeskih grupp. M., Mir, 1974. 2. A. V. ˚kovlev, Bilineænye formy na kategoriØh. Zap. nauq. semin. PO- MI, 236 (1997), 197–214.

Kyurshina M. I., Yakovlev A. V. T -forms and their properties.

236 M. I. KıRXINA, A. V. ˚KOVLEV This paper continues the paper “Bilinear forms on categories” by the second of the authors. A class of nondegenerate forms is introduced; in particular, any isomorphism of a totally isotropic direct summand onto another totally isotropic direct summand of an object with a form this class can be extended till a metric automorphism of the object (even if the division by 2 of morpisms is impossible).

Postupilo 26 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet