Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

V. I. Mysovskih

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ PODGRUPP KONEQNYH GRUPP

1. Vvedenie i osnovnye rezul~taty

V rabote rexeny tri izvestnyh problemy iz teorii raspoloßeniØ promeßutoqnyh podgrupp [1–3] i svoæstv vloßeniØ podgrupp tipa pronormal~nosti [16, 18–20, 24], obobwa¸wih kl¸- qevye v teorii grupp ponØtiØ normal~nyh i silovskih podgrupp. Rassmatriva¸tsØ koneqnye gruppy.

Vo-pervyh, my znaqitel~no usilivaem rezul~taty stat~i [9] ob usloviØh slaboæ normal~nosti i polinormal~nosti podgruppy koneqnoæ sverhrazreximoæ gruppy. Okazalos~, qto dlØ vypolneniØ pervogo svoæstva dostatoqno potrebovat~ ot rassmatrivaemoæ podgruppy “polinormal~nost~ na pervom xage” (subnormalizatornoe uslovie). Bolee toqno, poslednee trebovanie oznaqaet, qto dlØ dannoæ podgruppy suwestvuet subnormalizator, priqem on sovpadaet s ee normalizatorom. Subnormalizator ponimaetsØ kak naibol~xaØ podgruppa osnovnoæ gruppy, v kotoroæ rassmatrivaemaØ podgruppa subnormal~na [27, 29]. Izvestno, qto on ne vsegda suwestvuet daße v koneqnyh razreximyh gruppah, odin iz pervyh primerov takogo roda dlØ sistemnogo normalizatora postroen R. Karterom v [18]. Otmetim, qto v rØde rabot subnormalizatoru pripisyvaetsØ inoæ smysl (sm., naprimer, [21]). Poluqennye zdes~ rezul~taty proliva¸t svet na svØz~ meßdu fftimi dvumØ podhodami v sluqae slabo normal~- noæ podgruppy. Privedem formulirovku fftogo utverßdeniØ.

Teorema 1. Pust~ G – koneqnaØ sverhrazreximaØ gruppa i D 6 G.

Predpoloßim, qto podgruppa D udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸ v G, t.e. dlØ vsØkoæ podgruppy H : D 6 H 6 N_G(D) imeet mesto vkl¸qenie N_G(H) 6 N_G(D). Togda podgruppa D slabo normal~na v G v smysle raboty [24].

Obratnoe utverßdenie dostatoqno prosto dokazyvaetsØ dlØ l¸boæ gruppy G. Pofftomu teorema 1 daet neobhodimoe i dosta- 258

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 259 toqnoe uslovie slaboæ normal~nosti v sverhrazreximoæ gruppe. Iz nee izvlekaetsØ legko proverØemoe neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie polinormal~nosti dlØ podgruppy koneqnoæ sverhrazreximoæ gruppy. Imenno, spravedliva

Teorema 2. Podgruppa D polinormal~na v koneqnoæ sverhrazre-

ximoæ gruppe G togda i tol~ko togda, kogda vsØkaØ D-polnaØ podgruppa F slabo normal~na v G.

Sleduet otmetit~, qto uslovie koneqnosti gruppy G v uslovii teorem suwestvenno. V kaqestve kontrprimera V. V. Bludov predloßil metabelevu gruppu, predstavlØ¸wu¸ soboæ standartnoe spletenie beskoneqnoæ cikliqeskoæ gruppy so svobodnoæ abelevoæ gruppoæ ranga 2 (qastnoe soobwenie). V proizvol~- nyh koneqnyh razreximyh gruppah subnormalizatornoe uslovie ne ravnosil~no slaboæ normal~nosti. Zdes~ my ukaßem na primer gruppy 324-go porØdka, v kotoroæ imeetsØ nenil~potentnaØ podgruppa (izomorfnaØ S_3), udovletvorØ¸waØ subnormalizatornomu uslovi¸, no ne slabo normal~naØ. VyqisleniØ v sisteme komp~¸ternoæ algebry GAP [30] s ispol~zovaniem biblioteki SmallGroups pokazali, qto ffto kontrprimer minimal~nogo porØdka.

Vo-vtoryh, v nastoØweæ rabote postroen kontrprimer k dolgo stoØvxeæ otkrytoæ gipoteze Z. I. Boreviqa ob ffkvivalentnosti polinormal~nosti i paranormal~nosti v razreximoæ gruppe [1]. �tot ße primer utverditel~no otveqaet na vopros iz [2], ØvlØ- Øs~ pervym izvestnym precedentom rashoßdeniØ fftih svoæstv v koneqnoæ gruppe. On pokazyvaet takße trudnosti, stoØwie na puti rexeniØ problemy o svØzi polinormal~nosti i slaboæ normal~nosti v koneqnoæ razreximoæ gruppe. Postroeni¸ kontrprimera predxestvovala dlitel~naØ rabota avtora i drugih issledovateleæ po ego poisku v otdel~nyh klassah grupp [6, 8, 14]. Nynexnee prodvißenie v issledovanii svØzano s primeneniem v teorii raspoloßeniØ promeßutoqnyh podgrupp novogo metoda, osnovannogo na ispol~zovanii metok Bernsaæda [17] i dvuh blizkih k nim kombinatornyh funkciæ na rexetke podgrupp [23, 28]. Sut~ metoda – v rassmotrenii nekotoryh harakteristik podstanovoqnyh predstavleniæ osnovnoæ gruppy. Drugie priloßeniØ blizkih ideæ moßno naæti v [22].

V dannoæ rabote udalos~ naæti neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie dlØ sovpadeniØ svoæstv polinormal~nosti i paranor-

260 V. I. MYSOVSKIH mal~nosti, zapisyvaemoe v terminah metok Bernsaæda i ime¸- wee prostoæ kombinatornyæ smysl. Podobnym obrazom my issledovali svØz~ abnormal~nosti [20] i pronormal~nosti [19] s ih slabymi analogami [1, 27]. Naædeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ ih sovpadeniØ v terminah metok Bernsaæda i privoditsØ otricatel~nyæ otvet na vopros iz [20, S. 733]. Privedem formulirovku fftih rezul~tatov.

Teorema 3. Polinormal~naØ podgruppa D 6 G paranormal~na v G

togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkoæ D-polnoæ promeßutoqnoæ podgruppy K i ee normalizatora L = N_G(K) imeem ravenstvo ν_G(K, D) = ν_G(L, D). Teorema 4. Slabo pronormal~naØ podgruppa D 6 G pronormal~na

v G, esli i tol~ko esli dlØ l¸boæ D-polnoæ H ∈ L(D, G) imeem ravenstvo ν_G(H, D) = |H : N_H (D)|.

Teorema 5. Slabo abnormal~naØ podgruppa D v G abnormal~na v

G togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkoæ promeßutoqnoæ podgruppy H vypolneno ρ_G(H, D) = 1 (ili, ffkvivalentno, ν_G(H, D) = |H : D|). Kratkoe izloßenie ukazannyh vyxe rezul~tatov anonsirovano avtorom v [13]. Sledu¸wiæ iz osnovnyh rezul~tatov fftoæ raboty kasaetsØ problemy o svØzi svoæstv polinormal~nosti i pronormal~nosti dlØ nil~potentnyh podgrupp koneqnyh grupp. Izvestno [5, 27], qto dlØ p-podgruppy koneqnoæ gruppy ffti svoæstva ffkvivalentny. Ispol~zuØ karterovskie podgruppy, udalos~ dokazat~, qto analogiqnyæ fakt imeet mesto dlØ nil~potentnyh podgrupp koneqnyh razreximyh grupp.

Teorema 6. Pust~ G – koneqnaØ razreximaØ gruppa. Nil~potent-

naØ podgruppa D pronormal~na v G togda i tol~ko togda, kogda ona polinormal~na v G.

Okazalos~, qto uslovie razreximosti osnovnoæ gruppy v fftoæ teoreme suwestvenno. Imenno, udalos~ naæti nil~potentnu¸ polinormal~nu¸, no ne pronormal~nu¸ podgruppu v prostoæ koneqnoæ gruppe P Sp(4, 4). DlØ postroeniØ fftogo kontrprimera snova byla ispol~zovana tehnika podstanovoqnyh predstavleniæ i metok Bernsaæda, a takße osnovannye na primenenii teorem 4 i 5 vyqisleniØ v sisteme komp~¸ternoæ algebry GAP.

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 261 Otmetim, qto obwie voprosy o raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp v abstraktnyh beskoneqnyh gruppah iskl¸qitel~no redko dopuska¸t skol~-libo soderßatel~nye otvety. Kak pravilo, voznika¸t te ili inye anomal~nye ØvleniØ (sm., naprimer, [4]). S drugoæ storony, dlØ nekotoryh konkretnyh podgrupp (naprimer, torov) lineænyh grupp i grupp Xevalle udaetsØ poluqit~ dostatoqno horoxee opisanie [2]. Rezul~taty takogo ße tipa poluqeny avtorom dlØ simmetriqeskih i znakoperemennyh grupp nekotoryh koneqnyh i beskoneqnyh spleteniæ [8, 11]. UpomØnem takße priloßeniØ voprosov o raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp dlØ opisaniØ simmetriqeskih funkciæ k-znaqnoæ logiki i kodov nad koneqnym alfavitom [10].

2. Svoæstva vloßeniØ i vspomogatel~nye fakty

Osnovnu¸ gruppu oboznaqaem obyqno bukvoæ G, soprØßenie ee fflementami zapisyvaem v ffksponencial~noæ forme. V qastnosti, dlØ podgruppy D 6 G i x ∈ G opredelena soprØßennaØ podgruppa D^x = x^{−1}Dx. Uglovye skobki oboznaqa¸t podgruppu, poroßdennu¸ dannym mnoßestvom. DlØ podmnoßestva S ⊂ G opredelØem D^S = ⟨D^s : s ∈ S⟩. Legko pokazat~, qto dlØ promeßutoqnoæ podgruppy H : D 6 H 6 G podgruppa D^H ØvlØetsØ normal~nym zamykaniem D v H, t.e. naimen~xeæ normal~noæ podgruppoæ v H, soderßaweæ D. Na protØßenii vseæ raboty normalizator podgruppy D v G oboznaqen N = N_G(D). NarØdu s rexetkoæ L(G) vseh podgrupp gruppy G rassmatrivaetsØ rexetka promeßutoqnyh podgrupp L(D, G) = {H : D 6 H 6 G}. Napomnim opredeleniØ svoæstv vloßeniØ podgrupp i ih slabyh analogov.

Opredelenie 1 ([3]). Promeßutoqnu¸ podgruppu F ∈ L(D, G) na-

zyvaem D-polnoæ, esli D^F = F , t.e. esli v F net sobstvennyh normal~nyh deliteleæ, soderßawih D.

Opredelenie 2 ([3]). Govorim, qto podgruppa D paranormal~na

v G, esli dlØ vsØkogo x ∈ G podgruppa ⟨D, D^x⟩ ØvlØetsØ D-polnoæ.

Opredelenie 3 ([19]). Podgruppa D nazyvaetsØ pronormal~noæ v

G, esli dlØ l¸bogo x ∈ G podgruppy D i D^x soprØßeny uß&e v ⟨D, D^x⟩. Opredelenie 4 ([20]). Podgruppa D nazyvaetsØ abnormal~noæ v

G, esli dlØ vsØkogo x ∈ G imeem vkl¸qenie x ∈ ⟨D, D^x⟩.

262 V. I. MYSOVSKIH

Opredelenie 5 ([1]). Podgruppa D nazyvaetsØ polinormal~noæ v

G, esli dlØ vsØkoæ promeßutoqnoæ podgruppy H : D 6 H 6 G podgruppa D^H ØvlØetsØ D-polnoæ podgruppoæ.

Opredelenie 6 ([1]). Podgruppa D nazyvaetsØ slabo pronormal~-

noæ v G, esli dlØ l¸byh promeßutoqnyh podgrupp K i L, takih qto D 6 K C L 6 G, spravedlivo ravenstvo L = (L ∩ N_G(D))K.

Opredelenie 7 ([1]). Podgruppa D nazyvaetsØ slabo abnormal~-

noæ v G, esli vsØkaØ promeßutoqnaØ podgruppa H : D 6 H 6 G samonormalizuema v G.

Opredelenie 8 ([24]). Podgruppa D nazyvaetsØ slabo normal~noæ

v G, esli dlØ vsØkogo x ∈ G iz vkl¸qeniØ D^x 6 N_G(D) vytekaet ravenstvo D^x = D.

Opredelenie 9 ([20, S. 727]). Pust~ B C A 6 G i U 6 G. Govo-

rim, qto podgruppa U pokryvaet faktor A/B, esli B(A ∩ U ) = A.

Opredelenie 10 ([27]). Podgruppa S nazyvaetsØ subnormaliza-

torom podgruppy D v G, esli D CC S i S soderßit vsØku¸ promeßutoqnu¸ podgruppu, v kotoroæ D subnormal~na.

Opredelenie 11. Govorim, qto podgruppa D udovletvorØet sub-

normalizatornomu uslovi¸ v G, esli dlØ vsØkoæ podgruppy H :

D 6 H 6 NG(D) imeet mesto vkl¸qenie NG(H) 6 NG(D).

V rabote [1] pokazano, qto zamenØØ v opredeleniØh 2–4 podgruppu ⟨D, D^x⟩ na b&ol~xu¸ D^{⟨x⟩} , poluqim opredeleniØ, ffkvivalentnye 5–7. PoØsnim znaqenie ponØtiØ polinormal~noæ podgruppy. Esli D polinormal~na v G, to rexetka L(D, G) dopuskaet Øsnoe opisanie: ona ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem intervalov ot D-polnoæ podgruppy do ee normalizatora. SlabaØ pronormal~nost~ podgruppy D v G oznaqaet, qto ee normalizator N pokryvaet vsØkiæ faktor L/K, gde D 6 K C L 6 G. Otmetim, qto dostatoqno potrebovat~ fftogo lix~ dlØ kaßdoæ Dpolnoæ podgruppy K i ee normalizatora L = N_G(K). SlabaØ abnormal~nost~ ffkvivalentna D-polnote vseh promeßutoqnyh podgrupp H : D 6 H 6 G. PonØtno takße, qto iz svoæstv vloßeniØ v opredeleniØh 2–4 vyteka¸t ih sootvetstvu¸wie slabye analogi 5–7. Krome togo, abnormal~nost~ vleqet pronormal~nost~, iz pronormal~nosti sleduet paranormal~nost~, a iz poslednego

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 263 svoæstva vytekaet slabaØ normal~nost~ po M¸lleru. Iz polinormal~nosti podgruppy D v G nemedlenno vytekaet subnormalizatornoe uslovie dlØ D v G. Nakonec otmetim, qto vse upomØnutye svoæstva vloßeniØ podgrupp (krome slaboæ normal~nosti i subnormalizatornogo usloviØ) ØvlØ¸tsØ special~nymi sluqa- Ømi polinormal~nosti.

3. Subnormalizatory i slabaØ normal~nost~ v sverhrazreximyh gruppah

Napomnim, qto gruppa G nazyvaetsØ sverhrazreximoæ, esli u nee suwestvuet normal~nyæ rØd, vse faktory kotorogo cikliqny [32]. V qastnosti, v koneqnoæ sverhrazreximoæ gruppe suwestvuet minimal~nyæ normal~nyæ delitel~, ØvlØ¸wiæsØ cikliqeskoæ gruppoæ prostogo porØdka. Napomnim takße, qto Ødrom Core_G(D) podgruppy D v G nazyvaetsØ naibol~xiæ normal~nyæ delitel~ v G, kotoryæ soderßitsØ v D (sm. [31]). �to ponØtie v opredelennom smysle dvoæstvenno normal~nomu zamykani¸. Naqnem so vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

Lemma 1. Pust~ G – gruppa, H – normal~nyæ delitel~ v G i H 6 D 6 G. Podgruppa D slabo normal~na (udovletvorØet subnor-

malizatornomu uslovi¸) v G togda i tol~ko togda, kogda faktorgruppa D/H slabo normal~na (udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸) v G/H.

Dokazatel~stvo lemmy legko poluqaetsØ iz teoremy o gomomorfizme: rexetki L(H, G) i L(G/H) estestvenno izomorfny (sm. [31], p. 40).

Lemma 2. Pust~ D – podgruppa v G i G1 – promeßutoqnaØ pod-

gruppa: D 6 G_1 6 G. Esli D slabo normal~na (udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸) v G, to D budet slabo normal~noæ (udovletvorØt~ subnormalizatornomu uslovi¸) i v gruppe G_1.

Spravedlivost~ lemmy vytekaet iz oqevidnoæ formuly N_{G1} (H) = N_G(H) ∩ G_1.

Lemma 3. Pust~ M – minimal~nyæ abelev normal~nyæ delitel~

v gruppe G. Esli D – sobstvennaØ podgruppa v G i G = DM , to podgruppa D maksimal~na v G.

264 V. I. MYSOVSKIH

Dokazatel~stvo lemmy 3. Predpoloßim, qto naædetsØ pod-

gruppa H : D 6 H < G. Poloßim M_1 = H ∩ M . Voz~mem proizvol~nyæ fflement x ∈ G, togda x = uv, gde u ∈ D, v ∈ M . Imeem:

M^u_1 = H^u ∩ M^u = H ∩ M = M_1.

Iz abelevosti M zakl¸qaem M^v_1 = M_1. Sledovatel~no, M^x_1 = M^{uv}_1 = M_1. Po proizvol~nosti vybora x ∈ G zakl¸qaem, qto M_1 C G. S drugoæ storony, 1 6 M_1 6 M , a M est~ minimal~nyæ normal~nyæ delitel~ v G. Znaqit, libo M_1 = M , libo M_1 = 1. V pervom sluqae imeli by G = DM = DM_1 6 DH = H < G, qto protivoreqivo.

Sledovatel~no, M_1 = 1. Voz~mem fflement h ∈ H < G, togda h = dm dlØ d ∈ D, m ∈ M . Teper~ m = d^{−1}h ∈ H i m ∈ M , otkuda m ∈ H ∩M = M_1 = 1. Takim obrazom, m = 1 i h = d ∈ D. My pokazali, qto H 6 D. Po vyboru H imeem i obratnoe vkl¸qenie, t.e. H = D. �to oznaqaet, qto D ØvlØetsØ maksimal~noæ podgruppoæ v G. Lemma dokazana.

Lemma 4 ([1], s.23). Pust~ D 6 G. Esli podgruppa D polinor-

mal~na v G, to vsØkaØ D-polnaØ promeßutoqnaØ podgruppa F takße polinormal~na v G.

OsnovnaØ cel~ fftogo razdela – dokazat~ sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 1. Pust~ G – koneqnaØ sverhrazreximaØ gruppa i D 6 G.

Predpoloßim, qto podgruppa D udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸ v G, t.e. dlØ vsØkoæ podgruppy H : D 6 H 6 N_G(D) imeet mesto vkl¸qenie N_G(H) 6 N_G(D). Togda podgruppa D slabo normal~na v G v smysle raboty [24].

Teorema 2. Podgruppa D polinormal~na v koneqnoæ sverhrazre-

ximoæ gruppe G togda i tol~ko togda, kogda vsØkaØ D-polnaØ podgruppa F slabo normal~na v G.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Predpoloßim, qto teorema never-

na. Rassmotrim minimal~nyæ kontrprimer: G – gruppa naimen~- xego porØdka, v kotoroæ ime¸tsØ ne slabo normal~nye podgruppy, udovletvorØ¸wie subnormalizatornomu uslovi¸. Pust~ D –

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 265 podgruppa s takimi svoæstvami, t.e. D udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸ v G, no suwestvuet fflement x ∈ G : D^x 6 N i D^x ≠ D. Vo-pervyh, ne umalØØ obwnosti sqitaem, qto G = ⟨D, x⟩. V protivnom sluqae moßno bylo by umen~xit~ osnovnu¸ gruppu vvidu lemmy 2.

Vo-vtoryh, moßno sqitat~, qto Core_G(N ) = 1. Deæstvitel~- no, dopustim, qto v N imeetsØ neediniqnyæ normal~nyæ delitel~ L gruppy G i rassmotrim podgruppu H = DL. Poskol~ku

D 6 H 6 N , to iz subnormalizatornogo usloviØ dlØ D v G sle-

duet N_G(H) 6 N . S drugoæ storony, iz L C G i L 6 N vytekaet

L C N . UqityvaØ normal~nost~ D v N , poluqaem H C N . Sledo-

vatel~no, N_G(H) = N . Znaqit, dlØ H takße vypolneno subnormalizatornoe uslovie v G. Teper~ (DL)^x = D^xL 6 N vvidu vkl¸qeniæ D^x 6 N i L 6 N . Esli by (DL)^x ≠ DL, to H = DL – ne slabo normal~na v G, no obladaet subnormalizatornym usloviem. V silu lemmy 1 ffto dalo by kontrprimer H/L v G/L men~xego porØdka, qto protivoreqit naxemu postroeni¸. Sledovatel~no, H^x = H, otkuda x ∈ N_G(H) = N . Togda podgruppa D byla by slabo normal~noæ v G – protivoreqie. Itak, my pokazali, qto v minimal~nom kontrprimere Core_G(N ) = 1.

Vyberem minimal~nyæ normal~nyæ delitel~ M v G. Po sverhrazreximosti gruppy G, M ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ prostogo porØdka, |M | = p. Poskol~ku Core_G(D) 6 Core_G(N ) = 1, to D ∩ M = 1. Rassmotrim podgruppu DM , kotoraØ okazyvaetsØ poluprØmym proizvedeniem D i M . Vvidu togo, qto v podgruppe M net netrivial~nyh podgrupp, M est~ minimal~nyæ normal~- nyæ delitel~ ne tol~ko v G, no i v DM . Teper~ po lemme 3 zakl¸qaem, qto D maksimal~na v DM . Rassmotrim cepoqku podgrupp: D < DM 6 N_G(DM ) 6 G. Razberem otdel~no tri razliqnyh sluqaØ.

(1) DM = G. Togda podgruppa D maksimal~na v gruppe G po lemme 3. Libo ona normal~na v G, libo abnormal~na v neæ. V l¸bom sluqae imeli by slabu¸ normal~nost~ D v G, qto protivoreqivo.

(2) DM < G. N_G(DM ) = G, t.e. DM est~ sobstvennyæ normal~- nyæ delitel~ v G. VozvrawaØs~ k naqalu dokazatel~stva teoremy, berem x ∈ G : D^x 6 N , no D^x ≠ D. Poskol~ku DM C G, to dlØ fftogo x imeem: (DM )^x = D^xM = DM . Ots¸da vytekaet

266 V. I. MYSOVSKIH vkl¸qenie D^x 6 DM . Po lemme 3 podgruppa D^x takße maksimal~na v DM , no pri fftom D^x ≠ D. Znaqit, ⟨D, D^x⟩ = DM . S drugoæ storony, D 6 N i D^x 6 N , a potomu i ⟨D, D^x⟩ 6 N . Takim obrazom, D < DM 6 N . Vospol~zuemsØ subnormalizatornym usloviem dlØ podgruppy D pri H = DM . Ono pokazyvaet, qto G = N_G(DM ) 6 N . Sledovatel~no, N = G, t.e. podgruppa D normal~na v G. Stalo byt~, D – slabo normal~na v G. Protivoreqie pokazyvaet, qto i fftot sluqaæ nevozmoßen. (3) Osnovnoæ sluqaæ: normalizator podgruppy DM est~ sobstvennaØ podgruppa v G, t.e. N_G(DM ) < G. Po vyboru podgruppy D v G naædetsØ x ∈ G, qto D^x 6 N_G(D), no D^x ≠ D. Rassmotrim kommutant K = G^′ gruppy G. Soglasno teoreme 9.1 iz [20, S. 716], gruppa K nil~potentna. Rassmotrim ee nißniæ central~- nyæ rØd:

1 = K_n < K_{n−1} < . . . < K_2 < K_1 = K = G^′.

Zametim, qto iz harakteristiqnosti K_i v G^′ vytekaet normal~- nost~ podgrupp K_i v G. Vvedem podgruppy L_i = K_i ∩ N i vyberem natural~noe m tak, qtoby L_m ≠ 1, a L_{m+1} = 1. Esli by takogo qisla m ne naxlos~, to uße podgruppa L_1 = G^′ ∩ N byla by ediniqnoæ, otkuda sledovala by abelevost~ N . Togda i soprØßennaØ s neæ podgruppa N^x �1 byla by abelevoæ, priqem iz usloviØ D^x 6 N sledovalo by D C N^x �1 . VspominaØ, qto N = N_G(D), imeli by vkl¸qenie N^x�^1 6 N . V silu koneqnosti podgruppy N , ots¸da vytekalo by N = N^x

�1 , t.e.

x ∈ N i D^x = D – protivoreqie s naxim postroeniem.

Otmetim, qto L_m C N po 2-æ teoreme ob izomorfizme [31, p.42]. Budem kommutirovat~ L_m s D, t.e. vvedem podgruppy L_{m,1} = [L_m, D], . . . , L_{m,s} = [L_{m,s−1}, D] . Po svoæstvam vzaimnogo kommutanta vse ffti podgruppy ØvlØ¸tsØ normal~nymi delitelØmi v D. Po koneqnosti osnovnoæ gruppy G, cepoqka podgrupp

L_m = L_{m,0} > L_{m,1} > . . . > L_{m,s} > . . .

dolßna stabilizirovat~sØ na kakom-to koneqnom xage r, priqem vozmoßny dva sluqaØ: a) L_{m,r} = 1;

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 267 b) L_{m,r} otliqna ot ediniqnoæ podgruppy.

V sluqae a) poloßim U = L_{m,r−1}, a v situacii b) vvedem U = L_{m,r} , tak qto podgruppa U vsegda otliqna ot ediniqnoæ. Razberem ffti sluqai otdel~no. 1^0. [U, D] = 1, priqem 1 ≠ U 6 L_m. Imeem vkl¸qenie:

[U, [D, x]] 6 K_{m+1} ∩ N = L_{m+1} = 1.

Sledovatel~no, [U, D^x] 6 [U, D[D, x]] 6 [U, [D, x]] · [U, D]^{[D,x]} = 1. Takim obrazom, spravedlivo ravenstvo: [U^x �1 , D] = [U, D^x]^x �1 = 1.

Ots¸da nemedlenno sleduet vkl¸qenie U^x

�1 6 N . S drugoæ sto-

rony, U^x�^1 6 K_m vsledstvie normal~nosti K_m v G. Stalo byt~, imeem vkl¸qenie U^x

�1 6 Lm. �to oznaqaet, qto dlØ podgruppy U^x �1 vypolneny oba usloviØ p. 1^0. Analogiqnym rassußdeniem posledovatel~no pokaßem, qto dlØ podgrupp V = U^x �2 , U^x �3 . . . , U, U^x �1 takße vypolneny ffti usloviØ. Sledovatel~no, i poroßdennaØ imi podgruppa W = U^{⟨x⟩} udovletvorØet usloviØm: [W, D] = 1, 1 ≠ W 6 L_m. V qastnosti, W 6 N . Otmetim takße, qto iz G = ⟨D, x⟩ sleduet normal~nost~ W v G. Prixli k protivoreqi¸ s ravenstvom Core_G(N ) = 1. 2^0. [U, D] = U , priqem 1 ≠ U 6 L_m.

VspominaØ, qto U 6 D po postroeni¸, poluqim vkl¸qenie U^x 6 D^x 6 N . Iz K_m C G poluqaem takße vkl¸qenie U^x 6 K_m. Sledovatel~no, U^x 6 L_m. Iz usloviæ na U sleduet takße [U^x, D^x] = U^x. S drugoæ storony,

[u^x, d^x] = [u^x, d[d, x]] = [u^x, [d, x]] · [u^x, d]^{[d,x]} = = [u^x, [d, x]] · [u^x, d] · [[u^x, d], [d, x]] = [u^x, d], poskol~ku pervyæ i tretiæ somnoßiteli v predposlednem vyraßenii leßat v L_{m+1} = 1. Ots¸da vytekaet, qto U^x takße udovletvorØet oboim usloviØm p. 2^0. Analogiqnym rassußdeniem posledovatel~no pokaßem, qto podgruppy V = U^{x2} , U^{x3}, . . . , U, U^x

268 V. I. MYSOVSKIH takße udovletvorØ¸t fftim usloviØm. Sledovatel~no, poroßdennaØ imi podgruppa W = U^{⟨x⟩} obladaet svoæstvami: [W, D] = W, 1 ≠ W 6 L_m 6 N . Uslovie G = ⟨D, x⟩ opØt~ garantiruet

W C G. OpØt~ poluqaem protivoreqie s ravenstvom CoreG(N ) =

1. Takim obrazom, vse vozmoßnye sluqai privedeny k protivoreqi¸ i teorema 1 polnost~¸ dokazana.

Kak uße upominalos~ vo vvedenii, obratnoe k fftoæ teoreme utverßdenie spravedlivo v proizvol~noæ (ne obØzatel~no koneqnoæ) gruppe G. Privedem dokazatel~stvo fftogo fakta.

Predloßenie 1. Esli podgruppa D slabo normal~na v gruppe G,

to ona udovletvorØet normalizatornomu uslovi¸ v G.

Dokazatel~stvo. Ot protivnogo. Predpoloßim, qto naxlas~

podgruppa H : D 6 H 6 N takaØ, qto N_G(H) ≰ N . Voz~mem fflement z ∈ N_G(H)\N . Imeem ravenstvo H^z = H, no z /∈ N . Sledovatel~no, D 6 H^z 6 N , otkuda D^z

�1 6 H. No takße H 6 N ,

pofftomu D^z

�1 6 N . Iz usloviØ slaboæ normal~nosti dlØ D v

G ots¸da vytekaet ravenstvo D^z �1 = D, t.e. z^{−1} ∈ N i z ∈ N – protivoreqie s vyborom z. Sledovatel~no, predpoloßenie neverno, i D udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸ v G. Predloßenie dokazano.

Takim obrazom, subnormalizatornoe uslovie v koneqnoæ sverhrazreximoæ gruppe ffkvivalentno slaboæ normal~nosti. Odnako ffti dva svoæstva ne ravnosil~ny uß&e v klasse koneqnyh razreximyh grupp, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer v gruppe porØdka 324 = 2^2 · 3^4. Rassmotrim gruppu G, kotoraØ zadaetsØ sledu¸wimi obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi:

G = ⟨ a, b, c, d, e, f : a^3 = b^2 = c^2 = d^3 = e^3 = f^3 = 1, [b, a] = c, [c, a] = bc, [d, a] = d^2e, [e, a] = e^2f, [f, a] = df^2, cb = bc, db = bd, [e, b] = e, [f, b] = f, [d, c] = d, [e, c] = e, fc = cf, ed = de, fd = df, fe = ef ⟩. Legko pokazat~, qto ffta gruppa ØvlØetsØ poluprØmym proizvedeniem svoego kommutanta G^′ = ⟨b, c, d, e, f⟩ porØdka 108 na ci-

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 269 kliqesku¸ gruppu 3-go porØdka ⟨a⟩. Deæstvie posledneæ na kommutante opredeleno vyteka¸wimi iz predyduwih sootnoxeniæ formulami: b^a = bc, c^a = b, d^a = e, e^a = f, f^a = d . (∗)

Krome togo, opredelØ¸wie sootnoxeniØ pokazyva¸t, qto vtoroæ kommutant G^{′′} = ⟨d, e, f⟩ ØvlØetsØ fflementarnoæ abelevoæ gruppoæ porØdka 27. Ots¸da vytekaet trivial~nost~ tret~ego kommutanta: G^{′′′} = 1. Otmetim, qto predstavlenie osnovnoæ gruppy horoxo soglasovano s ee kompozicionnym rØdom: on poluqaetsØ posledovatel~nym prisoedineniem k 1 obrazu¸wih ot f po a i imeet dlinu 7.

Rassmotrim podgruppu D = ⟨b, f⟩. ˚sno, qto ffto neabeleva gruppa 6-go porØdka. Ee normalizator N = N_G(D) = ⟨b, c, d, f⟩ imeet porØdok 36 i samonormalizuem v G, priqem interval L(D, N ) isqerpyvaetsØ D, N, tremØ samonormalizuemymi podgruppami 12-go porØdka: A = ⟨b, c, f⟩, B = ⟨b, cd^2, f⟩, C = ⟨b, cd, f⟩, a takße normal~noæ v N podgruppoæ H = ⟨b, d, f⟩ porØdka 18. Sledovatel~no, D udovletvorØet subnormalizatornomu uslovi¸ v G. S drugoæ storony, D ne slabo normal~na v G, poskol~ku, vvidu formul (∗), dlØ fflementa a ∈ G imeet mesto vkl¸qenie D^a 6 N , no D^a = ⟨bc, d⟩ ≠ D. VyqisleniØ v sisteme komp~¸ternoæ algebry GAP s ispol~- zovaniem biblioteki SmallGroups, a takße algoritmov i programm avtora [26] pokazali minimal~nost~ fftogo kontrprimera otnositel~no porØdka osnovnoæ gruppy.

Teorema 2 poluqaetsØ iz teoremy 1 primeneniem lemmy 4, prostyh svoæstv slabo normal~nyh podgrupp i togo fakta, qto subnormalizatornoe uslovie vytekaet iz svoæstva polinormal~- nosti.

4. Metki Bernsaæda i funkcii ρ, ν

Pust~ gruppa G deæstvuet na koneqnom mnoßestve M . Metkoæ Bernsaæda podgruppy U 6 G na M nazyvaem qislo ee nepodvißnyh toqek pri deæstvii G na mnoßestve M : β_M (U ) = |F ix_M(U )| = |{m ∈ M : ∀u ∈ U : mu = m}|.

270 V. I. MYSOVSKIH Voz~mem teper~ podgruppu V 6 G i rassmotrim tranzitivnoe deæstvie G na faktormnoßestve G/V po pravilu (V_i, g) → V_ig dlØ g ∈ G i pravogo smeßnogo klassa V_i ∈ G/V . �to opredelØet metki β_{G/V} (U ) dlØ l¸byh U, V 6 G. Oboznaqim qerez ρ_G(V, U ) = |{V^g : g ∈ G, U 6 V^g }| qislo podgrupp, soprØßennyh s V v G, kotorye soderßat U . Vvedem takße dvoæstvennu¸ veliqinu ν_G(V, U ) = |{U^g : g ∈ G, U^g 6 V }|. Predloßenie 2 ([28]). DlØ l¸byh podgrupp U , V 6 G imeem ra-

venstvo β_{G/V} (U ) = ρ_G(V, U ) · |N_G(V ) : V |. Predloßenie 3 ([28]). DlØ proizvol~nyh U , V 6 G spravedliva

formula ν_G(V, U ) = |V | |N_G(U )| · β_{G/V} (U ). Otmetim takße oqevidnye formuly β_{G/V} (V ) = |N_G(V ) : V | i β_{G/V} (1) = |G : V |. Takim obrazom, veliqiny ρ i ν legko vyqislØ- ¸tsØ qerez metki Bernsaæda.

Teorema 3. Polinormal~naØ podgruppa D 6 G paranormal~na v

G togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkoæ D-polnoæ promeßutoqnoæ podgruppy K i ee normalizatora L = N_G(K) imeem ravenstvo ν_G(K, D) = ν_G(L, D).

Dokazatel~stvo teoremy 3. 1^0. Neobhodimost~ poslednego us-

loviØ. Pust~ podgruppa D paranormal~na v G i K est~ D-polnaØ promeßutoqnaØ podgruppa, a L = N_G(K). Rassmotrim fflement x ∈ G so svoæstvom D^x 6 L. Poskol~ku D 6 K C L 6 G, to H = ⟨D, D^x⟩ ØvlØetsØ podgruppoæ v L. S drugoæ storony, po paranormal~nosti D v G podgruppa H ØvlØetsØ D-polnoæ, otkuda

H = D^H 6 D^L = D^K = K.

V qastnosti, D^x 6 K. Takim obrazom, vsØkaØ soprØßennaØ s D pri pomowi fflementa iz G podgruppa, leßawaØ v L, popadaet v K. Obratnoe vytekaet iz vkl¸qeniØ K 6 L. Sledovatel~no, {D^x : x ∈ G, D^x 6 L} = {D^y : y ∈ G, D^y 6 K}. (1) PerehodØ k mownostØm poslednih mnoßestv, poluqaem trebuemoe ravenstvo ν_G(K, D) = ν_G(L, D).

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 271

2^0. Dostatoqnost~. ˚sno, qto uslovie ν_G(K, D) = ν_G(L, D) vleqet ravenstvo (1). Nam nußno pokazat~ paranormal~nost~ D v G. Voz~mem proizvol~nyæ fflement x ∈ G i rassmotrim promeßutoqnu¸ podgruppu H = ⟨D, D^x⟩. Po polinormal~nosti D v G naædetsØ D-polnaØ promeßutoqnaØ podgruppa K, qto K 6 H 6 L = N_G(K). V qastnosti, D^x 6 H 6 L. Iz ravenstva (1) teper~ sleduet vkl¸qenie D^x 6 K. No H = ⟨D, D^x⟩, pofftomu H 6 K. Naliqie obratnogo vkl¸qeniØ pokazyvaet, qto H = K est~ DpolnaØ promeßutoqnaØ podgruppa. Vvidu proizvol~nosti vybora x ∈ G delaem vyvod o paranormal~nosti podgruppy D v G. Teorema 3 dokazana.

Teorema 4. Slabo pronormal~naØ podgruppa D 6 G pronormal~na

v G, esli i tol~ko esli dlØ l¸boæ D-polnoæ H ∈ L(D, G) imeem ravenstvo ν_G(H, D) = |H : N_H (D)|.

Dokazatel~stvo teoremy 4. Pervonaqal~no avtor dokazal ut-

verßdenie putem razloßeniØ osnovnoæ gruppy na dvoænye smeßnye klassy. Zdes~ my privedem drugoe, bolee korotkoe i naglØdnoe dokazatel~stvo, osnovannoe na rassmotrenii nekotorogo otobraßeniØ i usloviØ ego biektivnosti. S promeßutoqnoæ podgruppoæ H : D 6 H 6 G svØßem mnoßestvo T_H = {H^x : x ∈ G, D 6 H^x}. Oboznaqim L = N_G(H). IdeØ dokazatel~stva sostoit v postroenii otobraßeniØ θ iz mnoßestva T_H v faktormnoßestvo N/N ∩L, gde N = N_G(D). Zametim, qto vvidu predloßeniæ 2 i 3 spravedliva formula ν_G(H, D) = |N_G(H)| |N_G(D)| ρ_G(H, D). (2) Krome togo, po slaboæ pronormal~nosti D v G imeem ravenstvo: |L : H| = |L ∩ N : H ∩ N |. (3) Takim obrazom, uslovie ν_G(H, D) = |H : N_H (D)| v formulirovke teoremy 4 ffkvivalentno ravenstvu ρ_G(H, D) = |N : L ∩ N |, (4) s kotorym i budem rabotat~.

272 V. I. MYSOVSKIH

1^0. Neobhodimost~ usloviØ (4). Pust~ podgruppa D pronormal~na v G. �to oznaqaet, qto dlØ vsØkogo g ∈ G naædetsØ u ∈ ⟨D, D^g ⟩ takoæ, qto D^u = D^g . Pust~ D 6 H 6 G i D 6 H^x 6 G. Togda D^x�^1 6 H, pofftomu naædetsØ fflement y ∈ ⟨D, D^x�^1 ⟩ 6 H takoæ, qto D^y = D^x�^1 . Sledovatel~no, u = yx ∈ N = N_G(D), priqem y = ux^{−1} ∈ H. Takim obrazom, H^{ux} �1 = H, otkuda H^u = H^x dlØ u ∈ N . Sopostavim promeßutoqnoæ podgruppe H^x ∈ T_H mnoßestvo vida N ∩Lu, gde Lu – pravyæ smeßnyæ klass po L. Poskol~ku u ∈ N , to, po zakonu Dedekinda (sm. [31, p. 26]), N ∩Lu = (N ∩L)u ØvlØetsØ smeßnym klassom N po podgruppe N ∩ L. Otobraßenie θ : T_H → N/N ∩ L opredeleno korrektno, tak kak dlØ vsØkogo u_1 ∈ N : H^{u1} = H^u imeem u_1u^{−1} ∈ L = N_G(H) i u_1 ∈ N ∩ Lu.

Pokaßem, qto otobraßenie θ vzaimno-odnoznaqno. Pust~ D 6 H^x 6 G i D 6 H^y 6 G, priqem H^x ≠ H^y, t.e. x /∈ Ly. TrebuetsØ proverit~, qto klassy (N ∩ L)u i (N ∩ L)v ne sovpada¸t, gde u = l_1x, v = l_2y dlØ l_1, l_2 ∈ L, u, v ∈ N .

Ravenstvo (N ∩ L)u = (N ∩ L)v ravnosil~no vkl¸qeni¸ uv^{−1} ∈ N ∩ L. S drugoæ storony, uv^{−1} = l_1xy^{−1}l^{−1}_2 ∈ N ∩ L. Sledovatel~no, imeli by vkl¸qenie xy^{−1} ∈ L, ili x ∈ Ly. Poluqennoe protivoreqie s predpoloßeniem H^x ≠ H^y pokazyvaet in¨ektivnost~ θ.

Ne menee prosto proverØetsØ s¸r¨ektivnost~ otobraßeniØ θ. A imenno, dlØ u ∈ N smeßnyæ klass (N ∩ L)u ØvlØetsØ obrazom podgruppy H^u ∈ T_H . Deæstvitel~no, u ∈ N vleqet D^u �1 = D 6 H,

otkuda D 6 H^u.

Teper~ vspomnim, qto |T_H | = ρ_G(H, D). Biektivnost~ otobraßeniØ θ dokazyvaet, qto ρ_G(H, D) = |N : L ∩ N |. Otmetim, qto v dokazatel~stve nigde ne ispol~zovalas~ D-polnota podgruppy H, pofftomu ravenstvo (4) spravedlivo dlØ vsØkoæ promeßutoqnoæ podgruppy H i L = N_G(H).

2^0. Dostatoqnost~. My imeem ravenstvo (4) i slabu¸ pronormal~nost~ D v G (v qastnosti, ravenstvo (3)). Snaqala dokaßem, qto ∀x ∈ G : D 6 H 6 G , D 6 H^x 6 G ∃u ∈ N : u ∈ Lx. (5) Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto H est~ D-polnaØ podgruppa. V protivnom sluqae, vvidu polinormal~nosti D v G (vyteka¸weæ iz slaboæ pronormal~nosti) moßno bylo by ras-

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 273 smotret~ D-polnu¸ podgruppu F so svoæstvom D 6 F 6 H 6 NG(H) 6 NG(F ) 6 G. Predpoloßim, qto uslovie (5) naruxeno, t.e. ∃y ∈ G : D 6 H 6 G, D 6 H^y 6 G, ∀u ∈ N : u /∈ Ly. (6) S drugoæ storony, dlØ vsØkogo u ∈ N mnoßestvo N ∩ Lu = (N ∩ L)u est~ pravyæ smeßnyæ klass. Raznym klassam sootvetstvu¸t raznye H^u s usloviem D 6 H^u. Takih klassov imeetsØ |N : L ∩ N | xtuk. Pri naliqii (6) imeli by neravenstvo ρ_G(H, D) = |T_H | > |N : L ∩ N |. �to protivoreqilo by uslovi¸ (4), kotoroe ravnosil~no uslovi¸ teoremy 4.

Takim obrazom, my pokazali, qto uslovie (5) vypolneno. Teper~ voz~mem proizvol~nyæ x ∈ G i rassmotrim promeßutoqnu¸ podgruppu H = ⟨D, D^x �1 ⟩. Poskol~ku H^x = ⟨D, D^x⟩, to ffta podgruppa takße promeßutoqnaØ. Iz usloviØ (5) nahodim fflement u ∈ N : H^u = H^x. Oboznaqim z = ux^{−1} ∈ N_G(H). Togda D^z = D^{ux}�^1 = D^x�^1 . Rassmotrim promeßutoqnu¸ podgruppu L = ⟨H, z⟩. Iz vkl¸qeniØ ux^{−1} ∈ N_G(H) poluqaem D 6 H C L 6 G. Po slaboæ pronormal~nosti D v G imeem ravenstvo:

L = N_L(D) H = (L ∩ N ) H. (7)

V qastnosti, z = ux^{−1} ∈ L, pofftomu z = rh dlØ r ∈ L ∩ N i h ∈ H. Pri fftom r ∈ N , otkuda D^r = D. VyqislØem: D^z = D^{rh} = D^h dlØ h ∈ H. S uqetom D^z = D^x �1 imeem ravenstvo D^x �1 = D^h, gde h ∈ H. Okonqatel~no, dlØ vsØkogo fflementa g = x^{−1} ∈ G naxelsØ fflement h ∈ H = ⟨D, D^g ⟩ takoæ, qto D^h = D^g . �to oznaqaet pronormal~nost~ podgruppy D v G. Teorema 4 dokazana.

DlØ ustanovleniØ svØzi abnormal~nosti i slaboæ abnormal~- nosti nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat iz raboty [1, s. 34] (teoremy 6, 7 i sledstviØ k nim).

Predloßenie 4. Pronormal~naØ (slabo pronormal~naØ) podgrup-

pa D 6 G abnormal~na (sootvetstvenno, slabo abnormal~na) v G togda i tol~ko togda, kogda ona samonormalizuema tam, t.e. N_G(D) = D.

274 V. I. MYSOVSKIH

Teorema 5. Slabo abnormal~naØ podgruppa D v G abnormal~na v

G togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkoæ promeßutoqnoæ podgruppy H vypolneno ρ_G(H, D) = 1 (ili, ffkvivalentno, ν_G(H, D) = |H : D|). DlØ dokazatel~stva teoremy 5 dostatoqno vospol~zovat~sØ teoremoæ 4 i primenit~ predloßenie 4. Otmetim, qto fftot rezul~tat ffkvivalenten teoreme F. Holla, privedennoæ v [19]. Izvestno [1], qto v l¸boæ (daße beskoneqnoæ) razreximoæ gruppe pronormal~nost~ i abnormal~nost~ ffkvivalentny svoim slabym an&alogam, t.e. sootvetstvu¸wie usloviØ teorem 4 i 5 vypolneny avtomatiqeski. Dolgoe vremØ sqitalos~, qto podobnyæ fakt veren i dlØ paranormal~nosti. Seæqas pokaßem, qto uslovie teoremy 3 suwestvenno daße dlØ koneqnoæ razreximoæ gruppy.

Rassmotrim gruppu G, zadannu¸ obrazu¸wimi i sootnoxeni- Ømi: G = ⟨ a, b, x, y, z : a^4 = 1, b^2 = 1, ab = ba, x^3 = y^3 = z^3 = 1, xy = yx, x^a = xy, x^b = x, y^a = xy^2, y^b = y, z^a = xyz, z^b = y^2z^2[y, z], [x, z, x] = 1 ⟩. ˚sno, qto G ØvlØetsØ poluprØmym proizvedeniem svoih silovskih podgrupp porØdkov 8 i 243 sootvetstvenno, poslednØØ iz kotoryh – kommutant G^′ = ⟨ x, y, z ⟩ – imeet ffksponentu 3. Nesloßno proverit~, qto G^{′′} = ⟨ [x, z], [y, z] ⟩ – fflementarnaØ abeleva gruppa 9-go porØdka, otkuda G^{′′′} = 1. Rassmotrim podgruppu D = ⟨d_1, d_2, d_3⟩, gde d_1 = byx^2a^2y^2, d_2 = z[x, z]^2, d_3 = [y, z][x, z]. �ta nenil~potentnaØ podgruppa porØdka 18 imeet normalizator N = ⟨D, z⟩ porØdka 54. Pereqislenie vseh 11 promeßutoqnyh podgrupp i nahoßdenie ih normalizatorov pokazyvaet polinormal~nost~ podgruppy D v G. S drugoæ storony, dlØ D-polnoæ podgruppy F = ⟨D, xy ⟩, |F | = 54, i ee normalizatora B = ⟨F, z⟩, |B| = 162, veliqiny ν_G(F, D) = 3 i ν_G(B, D) = 6 ne ravny. Sledovatel~no, D ne paranormal~na v G po teoreme 3.

Otmetim, qto gruppa G imeet oqen~ prostoe normal~noe stroenie, v qastnosti, ØvlØetsØ transmetabelevoæ gruppoæ 2-go tipa v smysle A. I. Skopina [15] (klass nil~potentnosti kommutanta raven 2). V to ße vremØ, rexetka ee podgrupp ustroena

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 275 sloßno, imeetsØ 239 klassov soprØßennosti podgrupp. Stepen~ minimal~nogo podstanovoqnogo predstavleniØ G ravna 18.

Ukaßem na primer slabo abnormal~noæ, no ne abnormal~noæ podgruppy v nerazreximoæ gruppe. Ego dostavlØet odin iz 4 klassov soprØßennosti podgrupp, izomorfnyh A_5 v gruppe Mat~e M_{12}. Rassmotrim podstanovki

a = (2, 3, 5, 7, 11, 9, 8, 12, 10, 6, 4);

b = (3, 6)(5, 8)(9, 11)(10, 12);

c = (1, 2)(3, 4)(5, 9)(6, 8)(7, 12)(10, 11)

na 12 toqkah. Izvestno, qto M_{12} = ⟨a, b, c⟩. Rassmotrim podgruppu D = ⟨d_1, d_2⟩, gde d_1 = bcb, d_2 = ac. Ona izomorfna znakoperemennoæ gruppe A_5 i pri pomowi programm, opisannyh v [26], legko ustanavlivaetsØ, qto vse ee nadgruppy v M_{12} samonormalizuemy, t.e. D – slabo abnormal~na v M_{12}. S drugoæ storony, imeetsØ promeßutoqnaØ podgruppa H 660-go porØdka, takaØ qto ρ_G(H, D) = 2. Primenenie teoremy 5 pokazyvaet otsutstvie svoæstva abnormal~nosti dlØ D v M_{12}. Po teoreme 4 ffta ße podgruppa ØvlØetsØ primerom slabo pronormal~noæ, no ne pronormal~noæ podgruppy. �to otveqaet na vopros iz [19, p. 250]. Primer v beskoneqnoæ gruppe postroen v [7].

5. Nil~potentnye podgruppy

V fftom razdele rassmatrivaem nil~potentnye podgruppy koneqnyh grupp. Okazalos~, qto v sluqae razreximyh grupp nil~potentnye podgruppy oblada¸t svoæstvami, analogiqnymi svoæstvam p-podgrupp. Imenno, spravedliva sledu¸waØ teore- ma. Teorema 6. Pust~ G – koneqnaØ razreximaØ gruppa. Nil~potent-

naØ podgruppa D pronormal~na v G togda i tol~ko togda, kogda ona polinormal~na v G.

Naqnem izloßenie s dokazatel~stva sledu¸wego prostogo rezul~tata o svØzi paranormal~nosti i slaboæ normal~nosti.

Predloßenie 5. Esli koneqnaØ podgruppa D paranormal~na v

gruppe G, to ona i slabo normal~na v G.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 5. Pust~ x ∈ G i imeet me-

sto vkl¸qenie D^x 6 N_G(D). Poskol~ku D 6 N_G(D) vsegda, to

276 V. I. MYSOVSKIH

F = ⟨D, D^x⟩ ØvlØetsØ podgruppoæ v normalizatore N = N_G(D). Sledovatel~no, D^F 6 D^N = D. S drugoæ storony, po paranormal~nosti D v G imeem D-polnotu podgruppy F , t.e. ravenstvo D^F = F . Takim obrazom, F = ⟨D, D^x⟩ = D. Vvidu koneqnosti D iz vkl¸qeniØ D^x 6 D sleduet ravenstvo D^x = D. Poslednee i oznaqaet slabu¸ normal~nost~ podgruppy D v G, qto i trebovalos~ dokazat~.

Dokazatel~stvo teoremy 6. Neobhodimost~ oqevidna: iz pro-

normal~nosti srazu sleduet paranormal~nost~, kotoraØ, v svo¸ oqered~, vleqet polinormal~nost~. Zdes~ vovse ne ispol~zu¸tsØ ostal~nye usloviØ teoremy.

DlØ dokazatel~stva dostatoqnosti predpoloßim, qto utverßdenie ne spravedlivo i rassmotrim minimal~nyæ kontrprimer – gruppu G naimen~xego porØdka, v kotoroæ naædetsØ polinormal~naØ nil~potentnaØ podgruppa D, kotoraØ ne pronormal~na v G. Vyberem minimal~nyæ normal~nyæ delitel~ M v G. Iz razreximosti koneqnoæ gruppy G delaem vyvod, qto M est~ fflementarnaØ abeleva gruppa (sm. [20], S. 52).

Rassmotrim faktorgruppu G/M . Ee porØdok strogo men~xe, qem |G|. Pri fftom gruppa G/M takße razrexima. Podgruppa DM/M v G/M nil~potentna kak gomomorfnyæ obraz nil~potentnoæ podgruppy D. Primenenie teoremy 4 iz [1, s. 26] dokazyvaet polinormal~nost~ podgruppy DM/M v G/M . Po minimal~nosti naxego kontrprimera ots¸da zakkl¸qaem, qto DM/M pronormal~na v G/M . Ispol~zovanie teoremy 9 iz [1, s. 34] pokazyvaet, qto podgruppa DM pronormal~na v G.

Rassmotrim cepoqku promeßutoqnyh podgrupp: D 6 DM 6 NG(DM ) 6 G. (8) Kak i v dokazatel~stve teoremy 1, vozmoßny tri razliqnyh sluqaØ.

(1) DM = G. Soglasno lemme 3 podgruppa D maksimal~na v G, a potomu i pronormal~na v neæ. Protivoreqie s vyborom D. (2) N_G(DM ) < G. Iz polinormal~nosti podgruppy D v G vytekaet ee polinormal~nost~ v T = N_G(DM ) (lemma 2), pri fftom |T | < |G|. Vvidu minimal~nosti naxego kontrprimera, imeem pronormal~nost~ D v T . Seæqas pokaßem, qto v fftoæ situacii D budet pronormal~na v G. Po dokazannomu vyxe, podgruppa DM pronormal~na v G. Voz~mem proizvol~nyæ fflement

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 277

x ∈ G, togda po opredeleni¸ pronormal~nosti naædetsØ fflement y ∈ ⟨DM, (DM )^x⟩ = ⟨D, D^x⟩M , takoæ qto (DM )^x = (DM )^y . Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto y ∈ ⟨D, D^x⟩, poskol~ku

M 6 DM i dlØ vsØkogo m ∈ M imeem ravenstvo (DM )^m = DM .

Ispol~zuem pronormal~nost~ D v T = N_G(DM ). DlØ fflementa z = xy^{−1} ∈ N_G(DM ) naædetsØ takoæ w ∈ ⟨D, D^z⟩ = ⟨D, D^{xy} �1 ⟩ 6 ⟨D, D^x, y⟩ = ⟨D, D^x⟩, qto D^w = D^z ili, ravnosil~no, D^x = D^{wy}. Pri fftom oba fflementa w, y ∈ ⟨D, D^x⟩, pofftomu wy ∈ ⟨D, D^x⟩. �to oznaqaet pronormal~nost~ D v G vvidu proizvol~nosti vybora fflementa x ∈ G. Protivoreqie s vyborom pary (D, G) kak kontrprimera. (3) DM ØvlØetsØ sobstvennym normal~nym delitelem v G. Rassmotrim promeßutoqnu¸ podgruppu

C = N_{DM} (D) = N_G(D) ∩ DM = D(N ∩ M ). (9)

Oba mnoßitelØ v pravoæ qasti poslednego ravenstva nil~potentny. Krome togo, D 6 C 6 N , otkuda D C C. Takße iz usloviæ

M C G i N 6 G po vtoroæ teoreme ob izomorfizme (sm. [31], p.

42) sleduet N ∩ M C N i, v qastnosti, N ∩ M C C. Itak, oba mnoßitelØ v pravoæ qasti ravenstva (9) ØvlØ¸tsØ nil~potentnymi normal~nymi podgruppami v C. Soglasno teoreme 2.14 iz [32], p. 28, podgruppa C takße ØvlØetsØ nil~potentnoæ.

Po postroeni¸ D polinormal~na v G, a v silu lemmy 2 ona polinormal~na takße i v podgruppe DM . V qastnosti, podgruppa C = N_{DM} (D) samonormalizuema v DM . �to oznaqaet, qto C est~ karterovskaØ podgruppa koneqnoæ razreximoæ gruppy DM . Dalee, vyteka¸wee iz polinormal~nosti D v G subnormalizatornoe uslovie i vkl¸qenie D 6 C 6 N pokazyva- ¸t, qto N_G(C) 6 N . S drugoæ storony, DM C G i N – podgruppa v G, pofftomu po vtoroæ teoreme ob izomorfizme imeem C = DM ∩ N C N , ili N 6 N_G(C). Iz dvuh vkl¸qeniæ vytekaet ravenstvo N_G(C) = N .

Voz~mem proizvol~nyæ fflement x ∈ G. V rassmatrivaemom sluqae DM C G, pofftomu C^x 6 (DM )^x = DM . Takim obrazom, C^x takße ØvlØetsØ karterovskoæ podgruppoæ v DM . Sledovatel~no, C i C^x soprØßeny v DM (sm. [32], p.35), t.e. naædetsØ fflement w ∈ DM takoæ, qto C^x = C^w. No ffto oznaqaet, qto xw^{−1} ∈ N_G(C) = N . Takim obrazom, D^x = D^w. Vspomnim,

278 V. I. MYSOVSKIH qto DM – sobstvennyæ normal~nyæ delitel~ v G, v qastnosti, |DM | < |G|. Po minimal~nosti naxego kontrprimera, podgruppa D pronormal~na v DM . Pofftomu dlØ fflementa w ∈ DM naædetsØ fflement u ∈ ⟨D, D^w ⟩, takoæ qto D^w = D^u. No D^w = D^x, otkuda D^x = D^u dlØ u ∈ ⟨D, D^x⟩. �to pokazyvaet pronormal~nost~ podgruppy D v G. I v fftom sluqae prihodim k protivoreqi¸ s vyborom pary (D, G).

Vse vozmoßnye situacii razobrany, qto zaverxaet dokazatel~- stvo teoremy 6.

Pri pomowi vyqisleniæ na osnove algoritmov i programm avtora [26] v sisteme komp~¸ternoæ algebry GAP udalos~ naæti primer, pokazyva¸wiæ, qto uslovie razreximosti osnovnoæ gruppy v formulirovke teoremy 6 suwestvenno. A imenno, l¸boæ iz dvuh klassov soprØßennyh podgrupp 15-go porØdka (cikliqeskih, a potomu i nil~potentnyh) v simplektiqeskoæ gruppe Sp(4, 4) dostavlØet sootvetstvu¸wiæ kontrprimer. Pervonaqal~no vyqisleniØ vypolnØlis~ bez obraweniØ k fflementam gruppy, ispol~zovalas~ lix~ informaciØ o klassah soprØßennyh podgrupp iz biblioteki tablic metok Bernsaæda TOM. Zatem byla provedena proverka kontrprimera v podstanovoqnom predstavlenii s ispol~zovaniem prØmyh algoritmov avtora [12]. Ukazannye podgruppy okazalis~ polinormal~nymi, no daße ne slabo pronormal~nymi. DlØ postroeniØ podgruppy 15-go porØdka v estestvennom matriqnom predstavlenii dannoæ simplektiqeskoæ gruppy dostatoqno vzØt~ cikl Zingera v SL(2, 4) i zatem vloßit~ posledn¸¸ gruppu v Sp(4, 4) horoxo izvestnym sposobom iz [20].

V zakl¸qenie avtor vyraßaet priznatel~nost~ prof. A. V. ˚kovlevu za zameqennyæ probel v pervonaqal~noæ versii dokazatel~stva teoremy 1, a takße blagodarit svoego nauqnogo konsul~tanta v doktoranture prof. A. I. Skopina za vnimanie k rabote.

Literatura

1. M. S. Ba, Z. I. Boreviq, O raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp. V sbornike: Kol~ca i lineænye gruppy. Krasnodar 1988, s. 14–41.

2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommutativnym kol~com. — Trudy MIAN 165 (1984), 24–42.

SUBNORMALIZATORY I SVO`STVA VLOȷENI˚ 279

3. Z. I. Boreviq, O. N. MacedonskaØ, O rexetke podgrupp. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 103 (1980), 13–19.

4. Z. I. Boreviq, V. I. Mysovskih, Beskoneqnye cepi posledovatel~nyh normalizatorov v polnoæ lineænoæ gruppe nad polem. — Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 44–48.

5. P. V. Gavron, L. ı. Kolotilina, O podgruppah v T -gruppah. — Zap.

nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 62–65.

6. P. V. Gavron, V. I. Mysovskih, Raspoloßenie podgrupp simmetriqeskih grupp stepeni, ne prevoshodØweæ semi. V sbornike: Kol~ca i matriqnye gruppy. Ordßonikidze (1984), 35–42.

7. S. V. Ivanov, Gruppy s polinormal~noæ i slabo abnormal~noæ podgruppami. V sbornike: Strukturnye svoæstva algebraiqeskih sistem. Nal~- qik (1985), s. 50–60.

8. V. I. Mysovskih, Paranormal~nost~ simmetriqeskoæ gruppy v spleteniØh. — Vestn. Leningr. un-ta. Ser. 1, vyp. 4, No. 22 (1989), 25–28.

9. V. I. Mysovskih, O polinormal~nyh podgruppah koneqnyh sverhrazreximyh grupp. — Vestnik Leningr. un-ta. Ser. 1, vyp. 4, No. 22 (1990), s. 83–85.

10. V. I. Mysovskih, O teoretiko-gruppovom metode issledovaniØ funkciæ

k-znaqnoæ logiki. — Vestn. S.- Peterburg. un-ta. Ser. 1, vyp. 1, No. 1

(1996), 50–53.

11. V. I. Mysovskih, O rexetke podgrupp, normalizuemyh simmetriqeskoæ gruppoæ v polnoæ monomial~noæ gruppe. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 111–118.

12. V. I. Mysovskih, Testirovanie podgrupp koneqnoæ gruppy na svoæstva vloßeniØ tipa pronormal~nosti. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 119–123.

13. V. I. Mysovskih, Metki Bernsaæda i rexenie dvuh problem Z. I. Boreviqa o polinormal~nyh podgruppah. — Dokl. RAN 367, No. 4 (1999), 445–446.

14. V. I. Mysovskih, A. I. Skopin, Svoæstva vloßeniØ neprimarnyh podgrupp simmetriqeskoæ gruppy stepeni vosem~. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 236 (1997), 124–128.

15. A. I. Skopin, Toßdestvo ˚kobi i sobiratel~naØ formula F. Holla v transmetabelevyh gruppah dvuh tipov. — Zap. nauq. seminarov LOMI 175 (1989), 106–112.

16. L. A. Xemetkov, Formacii koneqnyh grupp. Nauka, M. (1978).

17. W. S. Burnside, Theory of Groups of Finite Order, 2-nd ed.. Cambridge Univ.

Press (1911).

18. R. W. Carter, Nilpotent self-normalizing subgroups and system normalizers. — Proc. London Math. Soc. 12 (1962), 535–563.

19. K. Doerk, T. Hawkes, Finite Soluble Groups. Berlin-New York (1992). 20. B. Huppert, Endliche Gruppen I. Springer-Verlag (1967).

21. R. Maier, S. Sidki, A note on subnormality in factorizable finite groups. — Arch.

Math. 42 (1984), 97–101.

22. K. Lux, H. Pahlings, Computational aspects of representation theory of finite groups II. in: Algorithmic Algebra and Number Theory. eds. B. H. Matzat,

280 V. I. MYSOVSKIH

G.-M. Greuel, G. Hiss, Springer (1999), 381–397.

23. Th. W. Merkwitz, Markentafeln endlicher Gruppen. Diplomarbeit, RWTH Aachen, März 1998.

24. K. H. Müller, Schwachnormale Untergruppen: eine gemeinsame Verallgemeinerung der normalen und normalisatorgleichen Untergruppen.. — Rend. Semin. Mat. Univ. Padova 36 (1966), 129–157.

25. V. I. Mysovskikh, A counterexample to the long-standing conjecture of Z. I. Borevich by GAP. in: Extended Abstract of the Workshop CASC’98. St. Petersburg, April 1998, pp. 101–102.

26. V. I. Mysovskikh, Investigation of subgroup embeddings by the computer algebra package GAP. in: Computer Algebra in Scientific Computing. Proc. of the Second Workshop CASC’99, eds. V. G. Ganzha, E. W. Mayr, E. V. Vorozhtsov, Springer 1999, pp. 309–315.

27. T. A. Peng, Pronormality in finite groups. – J. London Math. Soc. 3, No. 2 (1971), 301–306.

28. G. Pfeiffer, The subgroups of M24 or how to compute the table of marks of a finite group. 1995, preprint.

29. J. S. Rose, Finite soluble groups with pronormal system normalizers. — Proc.

London Math. Soc. 17, No. 3 (1967), 447–469.

30. M.Schönert et al., GAP – Groups, Algorithms and Programming. Lehrstuhl D für Mathematik. RWTH, Aachen, Germany, fifth edition (1995).

31. M. Suzuki, Group Theory I. Springer-Verlag (1982). 32. M. Suzuki, Group Theory II. Springer-Verlag (1986).

Mysovskikh V. I. Subnormalizers and embedding properties of subgroups of finite groups.

Three important problems concerned with the arrangement of intermediate subgroups are solved. All of them are related to subgroup embedding properties like pronormality. Firstly, it is shown that the subnormalizer condition is equivalent to weak normality for subgroups of a finite supersolvable group. A counterexample to the similar statement in a finite solvable group is constructed. Secondly, we find necessary and sufficient conditions for coincidence of paranormality, pronormality and abnormality with their weak analogs. The important tool for solving such problems is elaborated, it is based on Burnside tables of marks. We found out a counterexample to the long-standing conjecture of Z. I. Borevich on equivalence of polynormality and paranormality in solvable groups. The third part of the paper deals with nilpotent polynormal subgroups of a finite group. A necessary and sufficient condition of polynormality for the solvable case is given. It is shown that the solvability assumption cannot be omitted.

Postupilo 21 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet