Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

V. I.Mysovskih , A. I. Skopin

VLOȷENI˚ PODGRUPP V SIMMETRIQESKO` GRUPPE STEPENI DEV˚T^

SimmetriqeskaØ gruppa Sn byla istoriqeski pervym soderßatel~nym ob¨ektom teorii grupp, a ee podgruppy vsegda privlekali pristal~noe vnimanie issledovateleæ. Ewe v konce 19-go veka byli postroeny vse podgruppy simmetriqeskih grupp ne vyxe vos~moæ stepeni [12]. Ispol~zovanie sovremennyh kombinatornyh metodov, instrumentariØ vyqislitel~noæ teorii grupp [18] i komp~¸terov pozvolilo poluqit~ analogiqnye rezul~taty dlØ simmetriqeskih grupp do 13-oæ stepeni [17]. Dostignut znaqitel~nyæ progress v postroenii tranzitivnyh grupp podstanovok (do 23-æ stepeni) [7] i primitivnyh grupp (do stepeni 256) [17].

Vaßneæxim instrumentom opisaniØ vseh podgrupp koneqnoæ gruppy ØvlØetsØ metod tablic metok Bernsaæda [10]. NazyvaemaØ inaqe “tabliceæ superharakterov”, ona hranit informaci¸ ob otnoxenii vkl¸qeniØ meßdu klassami soprØßennyh podgrupp rassmatrivaemoæ gruppy, porØdkah ih predstaviteleæ, indeksah i porØdkah normalizatorov. V sisteme komp~¸ternoæ algebry GAP (Groups, Algorithms and Programming) [17] nedavno byla sozdana biblioteka ’TOM’, soderßawaØ tablicy metok dlØ nekotoryh lineænyh, simmetriqeskih i sporadiqeskih grupp, ih podgrupp, a takße razrabotany novye vyqislitel~nye podhody k postroeni¸ Bernsaædovskih matric [11, 15]. V fftoæ svØzi stanovitsØ aktual~noæ zadaqa ob ispol~zovanii informacii iz tablic metok Bernsaæda dlØ rexeniØ konkretnyh teoretikogruppovyh zadaq (sm., naprimer, [5]).

NastoØwaØ stat~Ø prodolßaet raboty avtorov [3, 6] po issledovani¸ tipov vseh podgrupp simmetriqeskih grupp nebol~- xoæ stepeni. Pod tipom pogruppy ponimaetsØ naibolee sil~- noe iz sledu¸wih svoæstv, kotorym obladaet rassmatrivaemaØ podgruppa v Sn: maksimal~nost~, abnormal~nost~ [9], pronormal~nost~ [8], paranormal~nost~ [1], ih slabye analogi (vpolne 281

282 V. I.MYSOVSKIH , A. I. SKOPIN samonormalizuemost~, obobwennoe svoæstvo Frattini, polinormal~nost~ [1]), slabaØ normal~nost~ po K. G. M¸lleru [13] i subnormalizatornoe uslovie. �ti svoæstva vloßeniØ podgrupp v toæ ili inoæ stepeni obobwa¸t vaßneæxee dlØ teorii grupp ponØtie normal~nogo delitelØ i otraßa¸t osobennosti stroeniØ rexetki podgrupp [16] rassmatrivaemoæ gruppy. Sdelannye ssylki pokazyva¸t ih znaqimost~ v teoretiko-gruppovoæ literature.

Osnovnym instrumentom dannoæ raboty Øvilis~ algoritmy i programmy, razrabotannye odnim iz avtorov i qastiqno opisannye v [14]. Vvidu togo, qto dlØ p-podgrupp mnogie iz upomØnutyh svoæstv vloßeniØ ffkvivalentny [2], my issledovali lix~ neprimarnye podgruppy. Rezul~taty vyqisleniæ oformleny v vide tablicy, soderßaweæ informaci¸ o porØdke podgruppy, porØdke i klasse ee normalizatora v S_9 i tipe podgruppy. Otmetim, qto ponØtie tipa podgruppy ne zavisit ot vybora predstavitelØ iz klassa soprØßennyh podgrupp. V S_9 imeetsØ 554 takih klassa, priqem 432 iz nih sootvetstvu¸t neprimarnym podgruppam.

Vvidu togo, qto opisanie vyhodnyh dannyh i samih podgrupp zanimaet znaqitel~nyæ ob¨em, my privedem zdes~ lix~ kratku¸ svodku rezul~tatov. Zainteresovannye v dopolnitel~noæ informacii mogut poluqit~ dannye neposredstvenno ot avtorov. VyqisleniØ pokazali, qto iz 432 klassov soprØßennosti neprimarnyh podgrupp (vkl¸qaØ ediniqnu¸) v S_9 104 klassa sootvetstvu- ¸t podgruppam, kotorye daße ne slabo normal~ny. S toqnost~¸ do soprØßennosti 33 podgruppy slabo normal~ny, no ne paranormal~ny. Sredi ostavxihsØ imeetsØ 50 klassov paranormal~- nyh, no ne pronormal~nyh podgrupp. Bol~xe vsego okazalos~ “qisto” pronormal~nyh podgrupp (t.e. takih, kotorye ne abnormal~ny i ne normal~ny) – 215 klassov. Sledu¸wee semeæstvo vkl¸qaet 21 klass sobstvennyh abnormal~nyh, no ne maksimal~- nyh v S_9 podgrupp. Spisok zaverxa¸t 6 klassov maksimal~nyh podgrupp, ne ØvlØ¸wihsØ normal~nymi, a takße 3 normal~nyh podgruppy.

Poskol~ku sootvetstvu¸wie programmy operiru¸t ne s gruppovymi fflementami, a s celymi qislami iz tablicy metok, vyqisleniØ prohodØt v real~nom vremeni. V zavisimosti ot porØdka podgruppy ffto zanimaet ot neskol~kih millisekund do 5-10 minut raboty processora.

VLOȷENI˚ PODGRUPP 283 DlØ proverki poluqennyh rezul~tatov byli ispol~zovany znaqitel~no bolee medlennye, no ne zavisØwie ot tablic metok Bernsaæda, algoritmy i programmy, opisannye V. I. Mysovskih v [4]. Tipy nekotoryh vaßnyh podgrupp byli dopolnitel~- no issledovany vruqnu¸, iz teoretiqeskih soobraßeniæ.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, O. N. MacedonskaØ, O rexetke podgrupp. Zap. nauqn.

semin. LOMI, 103 (1980), 13–19.

2. P. V. Gavron, L. ı. Kolotilina, O podgruppah v T -gruppah. Zap. nauqn.

semin. LOMI, 103 (1980), 62–65.

3. P. V. Gavron, V. I. Mysovskih, O podgruppah simmetriqeskih grupp stepeni ne prevoshodØweæ semi. Kol~ca i matriqnye gruppy. Sb. nauqn. trudov. Ordßonikidze (1984), 35–42.

4. V. I. Mysovskih, Testirovanie podgrupp koneqnoæ gruppy na svoæstva vloßeniØ tipa pronormal~nosti. Zap. nauqn. semin. POMI, 236 (1997), 119–123.

5. V. I. Mysovskih, Metki Bernsaæda i rexenie dvuh problem Z. I. Boreviqa o polinormal~nyh podgruppah. Doklady Akademii nauk, 367, No. 4 (1999), 445–446.

6. V. I. Mysovskih, A. I. Skopin, Svoæstva vloßeniØ neprimarnyh podgrupp simmetriqeskoæ gruppy stepeni vosem~. Zap. nauqn. semin. PO- MI, 236 (1997), 124–128.

7. J. H. Conway, A. Hulpke, and J. McKay, On transitive permutation groups. LMS J. Comput. Math., 1 (1998), 1–8.

8. K. Doerk, T. Hawkes, Finite soluble groups. Berlin–New York, 1992. 9. B. Huppert, Endliche Gruppen I. Springer-Verlag, 1967.

10. A. Kerber, Algebraic combinatorics via finite group actions. Mannheim–Wien–Zürich, 1991.

11. Th. W. Merkwitz, Merkentafeln endlicher Gruppen. Diplomarbeit, RWTH Aachen, 1998.

12. G. A. Miller, Memoir on the substitution-groups whose degree does not exceed eight. Amer. J. Math., 21 (1989), 287–338.

13. K. H. Müller, Schwachnormale Untergruppen: eine gemeinsame Verallgemeinerung der normalen und normalisatorgleichen Untergruppen. Rend. Semin. Mat. Univ. Padova, 36 (1966), 129–157.

14. V. I. Mysovskikh, Investigation of Subgroup Embeddings by the Computer Algebra Package GAP. Computer Algebra in Scientific Computing. Proc. of the 2-nd Workshop CASC’99, Springer, 1999, 309–315.

15. G. Pfeiffer, The subgroups of M24 or how to compute the table of marks of a finite group. Preprint, RWTH Aachen, 1995.

16. R. Schmidt, Subgroup lattices of groups. De Gruyter, 1994.

17. M. Schönert et al., GAP – Groups, Algorithms and Programming. Lehrstuhl D für Mathematik, RWTH Aachen, fifth edition, 1995.

18. A. Seress, An introduction to computational group theory. Notices AMS, 44, No. 6 (1997), 671–679.

284 V. I.MYSOVSKIH , A. I. SKOPIN

Mysovskikh V. I., Skopin A. I. Subgroup embeddings in the symmetric group of degree nine.

This research is devoted to the determination of embedding properties of all nonprimary subgroups of the symmetric group on nine letters and continues previous investigations of the authors. We have tested the above-mentioned subgroups for the following properties: abnormality, pronormality, paranormality, their weak analogies, weak normality and the subnormalizer condition. The technique of Burnside marks as well as the respective information on the table of mark of S_9 from the computer algebra package GAP (Groups, Algorithms and Programming) library ’TOM’ were used. Subgroups of prime-power orders have not been considered because many of the above-mentioned concepts coincide for such subgroups. The total number of subgroups in question turned out to be 432.

Postupilo 26 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN