Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

K. I. Pimenov

TEOREMA KRULL˚–XMIDTA DL˚ ARTINOVYH MODULE` NAD LOKAL^NYMI KOL^CAMI

Cel~ dannoæ stat~i – dokazat~ teoremu KrullØ–Xmidta dlØ artinovyh moduleæ nad kol~cami, ØvlØ¸wimisØ lokal~nymi algebrami nad svoim polem vyqetov. Teorema KrullØ–Xmidta vypolnena dlØ moduleæ koneqnoæ dliny, to est~ artinovyh i nœterovyh odnovremenno. Krull~ ewœ v 1932 godu postavil vopros o spravedlivosti eœ dlØ artinovyh moduleæ nad proizvol~nym kol~com. Uorfild v rabote 1969 goda obobwil klassiqesku¸ lemmu Fittinga [2, 6.4.2] na moduli, vse cikliqeskie podmoduli kotoryh ime¸t koneqnu¸ dlinu [4]. Iz fftogo obobweniØ sledovala teorema KrullØ–Xmidta dlØ artinovyh moduleæ nad kol~com, kotoroe ØvlØetsØ libo nœterovym, libo kommutativnym. V obwem sluqae k teoreme KrullØ–Xmidta dlØ artinovyh moduleæ kontrprimer byl postroen v 1994 godu [1]. V diplomnoæ rabote avtora dannoæ stat~i bylo pokazano, kak voznika¸t anomalii prØmyh razloßeniæ artinovyh moduleæ nad kol~cami dostatoqno prostogo vida. Kol~ca fftogo sorta dolßny byli imet~ hotØ by dva maksimal~nyh ideala. Takim obrazom voznik vopros ob usloviØh, pri kotoryh spravedliva teorema KrullØ– Xmidta dlØ artinovyh moduleæ nad lokal~nym kol~com. V fftom sluqae cikliqeskiæ artinov modul~ uße moßet okazat~sØ modulem skol~ ugodno bol~xoæ dliny [3], odnako nißesledu¸wiæ analog klassiqeskoæ lemmy Fittinga vsœ ße budet imet~ mesto.

�ndomorfizm f modulØ M budem nazyvat~ lokal~no nil~potentnym, esli dlØ l¸bogo x ∈ M naædœtsØ n ∈ N takoe, qto f^n(x) = 0. ˚sno, qto esli ffndomorfizm f lokal~no nil~- potenten, to 1 − f obratim. Budem govorit~, qto dlØ artinova modulØ M i ffndomorfizma f vypolnØetsØ obobwennaØ lemma Fittinga (OLF), esli imeetsØ razloßenie v prØmu¸ summu f-invariantnyh podmoduleæ (razloßenie Fittinga dlØ f)

M = U_f ⊕ N_f takih, qto ograniqenie f na U_f – ffto avtomorfizm,

a ograniqenie f na N_f – lokal~no nil~potentnyæ ffndomorfizm. Otmetim, qto razloßenie v summu podmoduleæ so svoæstvami, 300

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA 301 opisannymi vyxe, avtomatiqeski okazyvaetsØ prØmym.

Lemma 1. In¨ektivnyæ ffndomorfizm artinova modulØ obratim. Dokazatel~stvo. Sm. [2, 6.4.1].

Lemma 2. Pust~ est~ artinov modul~ M , ego ffndomorfizm f i f-

invariantnye podmoduli N_1, N_2 i U_1, U_2 takie, qto ograniqenie f na N_i lokal~no nil~potentno, a ograniqenie f na U_i obratimo pri i = 1, 2. Togda f|_{N1+N2} lokal~no nil~potenten, a f|_{U1+U2} obratim.

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie oqevidno verno dlØ pro-

izvol~nogo modulØ M . Vo vtorom v silu artinovosti dostatoqno dokazat~ in¨ektivnost~. Pust~ u = f(u_1) = f(u_2), gde u_1 ∈ U_1,

u_2 ∈ U_2. Togda u ∈ U_1 ∩ U_2. Tak kak f|_{U1∩U2} in¨ektiven, a znaqit,

obratim, to naædetsØ v ∈ U_1 ∩ U_2 takoæ, qto u = f(v). Po obratimosti f|_{U1} i f|_{U2} poluqaem, qto v = u_1 i v = u_2. Takim obrazom,

u_1 = u_2, qto i trebovalos~ dokazat~.

DlØ vsØkogo artinova modulØ M opredelim ego cokol~nyæ rØd, kaßdomu transfinitnomu qislu τ sopostaviv podmodul~

M^τ . Poloßim M^0 = 0, M^1 = Soc (M ); dlØ τ = λ + 1 vyberem M^τ tak, qtoby M^τ /M^λ = Soc (M/M^λ); dlØ predel~nogo trans-

finitnogo qisla τ poloßim M^τ = S_{λ<τ} M^λ. Takim obrazom, my

poluqili cepoqku vpolne invariantnyh podmoduleæ. Pri fftom, tak kak M artinov, to M = M^σ dlØ nekotorogo transfinitnogo qisla σ. Na fftom zameqanii osnovano dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1. Pust~ k – pole, R – lokal~naØ k-algebra s maksimal~-

nym idealom J takaØ, qto telo vyqetov R = R/J ØvlØetsØ koneqnomernoæ algebroæ nad k. Togda dlØ proizvol~nogo artinova RmodulØ M i ego ffndomorfizma f imeet mesto obobwennaØ lemma Fittinga.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provedem transfinitnoæ in-

dukcieæ po σ. Pust~ M = M^σ (sqitaem σ naimen~xim vozmoßnym), i OLF vypolnena dlØ vseh ego sobstvennyh podmoduleæ i ih vsevozmoßnyh ffndomorfizmov. Dokaßem, qto ona imeet mesto i dlØ M .

Sluqaæ 1. σ – predel~noe. Togda dlØ vseh λ < σ imeem razloße-

nie M_λ = U_λ ⊕ N_λ. Zametim, qto dlØ vseh μ < λ U_μ ⊂ U_λ i N_μ ⊂ N_λ.

302 K. I. PIMENOV V protivnom sluqae my poluqili by, qto (U_λ + U_μ) ∩ N_λ ≠ 0 ili (N_λ + N μ) ∩ U_λ ≠ 0, a ffto protivoreqit lemme 2. Netrudno videt~, qto para N = S_{λ<τ} N_λ i U = S_{λ<τ} U_λ dostavlØet trebuemoe

f-invariantnoe razloßenie.

Sluqaæ 2. σ = λ + 1. Togda JM ⊂ M^λ, poskol~ku modul~ M/M^λ

poluprost po postroeni¸. Pust~ M = M/JM , f – ffndomorfizm modulØ M , inducirovannyæ f. Poluprostoæ artinov modul~ M ØvlØetsØ koneqnomernym vektornym prostranstvom nad k. Vyberem x_1, . . . x_l ∈ M tak, qtoby x_1, . . . x_l obrazovali bazis M nad k.

JM = U_0 ⊕ N_0 – razloßenie Fittinga dlØ JM i f.

(a) Pust~ f nil~potenten (f^n(M ) ⊂ JM ). Pust~ f^n(x_i) = u_i+n_i, gde u_i ∈ U_0, n_i ∈ N_0. Zameniv x_i na x_i − f^{−n}(u_i), moßno sqitat~, qto u_i = 0. Poloßim N = N_0 + Rx_1 + . . . + Rx_l. Togda M = N ⊕ U_0 – trebumoe razloßenie dlØ M . Deæstvitel~no, f|_{Rxi} lokal~no nil~potenten po postroeni¸, otkuda po lemme 2 f|_N lokal~no nil~potenten. Podmoduli N i U_0 poroßda¸t M v silu togo, qto

N_0 i U_0 poroßda¸t JM , a x_i obrazu¸t bazis M .

(b) Pust~ f obratim. Togda po teoreme Gamil~tona–Kffli naædetsØ polinom p(x) ∈ k[x] s nulevym svobodnym qlenom takoæ, qto p(f ) = id_M . Oboznaqim g = p(f). Zametim, qto ffndomorfizmy f, g, 1 − g kommutiru¸t. Tak kak 1 − g podpadaet pod usloviØ p. (a), poluqaem (1 − g)-invariantnoe razloßenie M = N_{1−g} ⊕ U_{1−g}. Poskol~ku f i 1 − g kommutiru¸t, modul~ N_{1−g} = {x ∈ M |∃k ∈ N : (1 − g)^k(x) = 0} ØvlØetsØ takße i f-invariantnym. Poskol~ku g|_{N1}�_g obratim, to f|_{N1}�_g takße obratim. Razloßenie Fittinga dlØ modulØ M da¸t podmoduli U = U_0 + N_{1−g} i N = N_0. Deæstvitel~no: JM soderßitsØ v

U + N po postroeni¸; U poroßdaet M po modul¸ JM , poskol~ku N_{1−g} poroßdaet M po modul¸ JM . Ograniqenie f na N lokal~no

nil~potentno, a f|_U obratim v silu lemmy 2.

(v) Pust~ f neobratim i nenil~potenten. Rassmotrim g = p(f), gde p – mnogoqlen s nulevym svobodnym qlenom, a g – netrivial~nyæ idempotentnyæ ffndomorfizm M . Modul~ gM finvarianten, pust~ gM = U_f ⊕N_f – sootvetstvu¸wee razloßenie Fittinga. (1−g)M = U_g ⊕N_g – razloßenie Fittinga dlØ (1−g)M i g, pri fftom N_g +JM = (1−g)M +JM . Tak kak N_g f-invarianten, to dlØ nego i f toße est~ fittingovskoe razloßenie N_g = U_1⊕N_1. Netrudno videt~, qto U = U_f + U_1 + U_0 i N = N_f + N_1 + N_0 da¸t

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA 303 nam iskomoe razloßenie.

Zameqanie. Iz dokazatel~stva legko videt~, qto algebraiqno-

sti R nad k dostatoqno dlØ spravedlivosti teoremy.

Sledstvie. Kol~co ffndomorfizmov nerazloßimogo artinova mo-

dulØ M nad kol~com R, udovletvorØ¸wim usloviØm teoremy 1, lokal~no.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 1 l¸boæ ffndomorfizm f nerazlo-

ßimogo artinova modulØ libo obratim, libo lokal~no nil~potenten. Pofftomu, esli f neobratim, to 1 − f obratim, otkuda po [2, 7.1.1] End_RM lokal~no.

Tak kak lokal~nost~ kol~ca ffndomorfizmov vleqet edinstvennost~ razloßeniØ v prØmu¸ summu, to nami dokazana

Teorema 2. Pust~ k – pole, R – lokal~naØ k-algebra takaØ, qto

R/Rad(R) – algebraiqeskaØ algebra nad k. Togda dlØ proizvol~nogo artinova R-modulØ M verna teorema KrullØ–Xmidta.

V zakl¸qenie my privedem dva primera lokal~nyh k-algebr, kotorye ne ØvlØ¸tsØ ni nœterovymi, ni kommutativnymi i dlØ kotoryh rassußdeniØ, privedœnnye pri dokazatel~stve teorem 1 i 2, ne ime¸t mesta. Osnovnoæ dvißuweæ ideeæ vyxeizloßennogo dokazatel~stva ØvlØlsØ sledu¸wiæ fakt: esli f obratim, to f|_{JM} ne moßet byt~ lokal~no nil~potentnym. V fftom razdele my postroim cikliqeskiæ artinov modul~ nad nekotoroæ kalgebroæ s polem vyqetov k(x), oblada¸wiæ takim anomal~nym ffndomorfizmom.

Primer 1. Pust~ F = k(x), A – lokalizaciØ k[x] po idealu, po-

roßdennomu x, R = F [[t]] – kol~co formal~nyh stepennyh rØdov. Rassmotrim k-algebru Λ, poroßdœnnu¸ kol~com R i fflementom a, v kotoroæ vypolneny sootnoxeniØ aRa = 0, at = 0, ta = ax. VsØkiæ odnoqlen iz Λ, soderßawiæ a, privoditsØ k vidu rax^nf, gde r ∈ R^∗, f ∈ A^∗, n ∈ Zi n opredeleno odnoznaqno. Oboznaqim qerez I_k, k ¿ 0 podprostranstvo, natØnutoe na takie odnoqleny

s n ¿ −k i tF [[t]]. Oqevidno, vse Ik ØvlØ¸tsØ levymi idealami

v kol~ce Λ, priqem I_∞ = S_k¿_0 I_k okazyvaetsØ edinstvennym maksimal~nym idealom, poskol~ku vse fflementy iz Λ \ I_∞ obratimy kak stepennye rØdy s nenulevym svobodnym qlenom. Itak, kol~- co Λ lokal~no, ego telo vyqetov Λ izomorfno pol¸ k(x) kak k-

304 K. I. PIMENOV algebra. Krome togo, vse faktormoduli I_k/I_{k−1} prosty, poskol~- ku kaßdyæ iz nih izomorfen k(x).

Cikliqeskiæ modul~ M = Λ/I_0 ØvlØetsØ cepnym artinovym modulem beskoneqnoæ dliny, v radikale kotorogo I_∞/I_0 vse podmoduli ime¸t koneqnu¸ dlinu. Rassmotrim ffndomorfizm g, inducirovannyæ umnoßeniem na x sprava. Sootvetstvu¸wiæ ffndomorfizm g modulØ M = M/JM obratim, no g|_{JM} lokal~no nil~- potenten iz-za togo, qto I_kx = I_{k−1}. DlØ fftogo ffndomorfizma OLF ne moßet vypolnØt~sØ. Tem ne menee, kol~co ffndomorfizmov postroennogo cikliqeskogo modulØ lokal~no. DlØ postroeniØ artinova modulØ s nelokal~nym kol~com ffndomorfizmov slegka moderniziruem fftot primer.

Primer 2. Pust~ R1 = F [[t]], R2 = F [[s]], F = k(x), A – lo-

kalizaciØ k[x] po idealu, poroßdennomu x, a B – lokalizaciØ

k[x] po idealu, poroßdœnnomu 1 + x. Kak v predyduwem prime-

re rassmotrim kol~co Λ_1, poroßdœnnoe R_1 i a s sootnoxeniØmi

aR_1a = 0, at = 0, ta = ax, i kol~co Λ_2, poroßdœnnoe R_2 i b s soot-

noxeniiØmi bR_2b = 0, bs = 0, sb = b(1 + x). �ti kol~ca lokal~ny, ih maksimal~nye idealy, kotorye my oboznaqaem J_1 i J_2, byli opisany vyxe. SleduØ primeru 1, moßno opredelit~ levye idealy I_{1,k} i I_{2,k} pri k ¿ 0. Pust~ Λ – kol~co, poroßdœnnoe

Λ_1 i Λ_2 s sootnoxeniØmi J_1J_2 = J_2J_1 = 0. Togda J = J_1 + J_2 –

edinstvennyæ maksimal~nyæ ideal v Λ. I_{1,k} i I_{2,k} okazyva¸tsØ levymi idealami Λ. Pust~ H_1 = J_2 + I_{1,0}, H_2 = J_1 + I_{2,0}. Togda Λ/H_i i Λ_i/I_{i,0} izomorfny kak Λ_i-moduli, i = 1, 2. Pofftomu Λ-moduli J/H_1, H_1/(H_1 ∩ H_2) = J/H_2 artinovy. Sledovatel~- no, M = Λ/(H_1 ∩ H_2) artinov. On nerazloßim, poskol~ku M/JM prost, odnako ffndomorfizmy, inducirovannye umnoßeniem sprava na x i na 1 + x, oba neobratimy.

�ti dva primera zastavlØ¸t nas vydvinut~ gipotezu, qto v obwem sluqae dlØ artinovyh moduleæ nad lokal~nym kol~com edinstvennost~ razloßeniØ v prØmu¸ summu nerazloßimyh slagaemyh moßet naruxat~sØ.

Avtor blagodarit AnatoliØ Vladimiroviqa ˚kovleva za postanovku zadaqi i Aleksandra Ivanoviqa Generalova za proqtenie teksta i cennye zameqaniØ, vyskazannye po hodu raboty nad nim.

TEOREMA KRULL˚––XMIDTA 305

Literatura

1. A. Facchini, D. Herbera, P. Vamos, and L. S. Levy, Krull-Schmidt fails for Artinian modules. — Proc. Am. Math. Soc. 123 (1995), 3587–3592.

2. F. Kax, Moduli i kol~ca. Mir, M. (1981).

3. P. M. Cohn, Cyclic artinian modules without a composition series. — Bull. Lond.

Math. Soc. (2) 55 (1997), 231–235.

4. R. B. Warfield, A Krull-Schmidt theorem for infinite sums of modules. — Proc.

Am. Math. Soc. 22 (1969), 460–465.

Pimenov K. I. A Krull–Schmidt Theorem for Artinian modules over local rings.

The article contains a generalization of Fitting’s Lemma for Artinian modules of arbitrary length over some non-noetherian local rings. A counter-example to a strong form of Krull-Schmidt Theorem for Artinian modules over a local ring is constructed.

Postupilo 10 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet