Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. A. ˚kovleva

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚

Mnogie avtory (sm., naprimer, [2] i privedennu¸ tam literaturu) issledovali vozmoßnost~ pogrußeniØ rasxireniØ Galua polØ racional~nyh qisel s simmetriqeskoæ gruppoæ stepeni 4 v rasxirenie s nerasweplØemoæ gruppoæ Galua porØdka 48. Pri fftom vyØsnilos~, qto nevozmoßnost~ pogrußeniØ nakladyvaet arifmetiqeskie ograniqeniØ na ishodnoe rasxirenie. Osnovnym apparatom v fftih rabotah bylo izuqenie fflliptiqeskih krivyh, svØzannyh s rasxireniem. Vmeste s tem, ewe v 1944 godu D. K. Faddeev sformuliroval uslovie soglasnosti, kotoroe v dannom sluqae neobhodimo i dostatoqno dlØ razreximosti zadaqi pogrußeniØ. Cel~¸ raboty ØvlØetsØ issledovanie upomØnutyh zadaq pogrußeniØ v special~nom sluqae s pomow~¸ usloviØ soglasnosti. �tot special~nyæ sluqaæ takße izuqalsØ F. Kassu-Nogesom, no poluqennye nami ograniqeniØ na arifmetiqeskie parametry opredelØ¸wego mnogoqlena bolee sil~nye.

Vse svedeniØ o zadaqe pogrußeniØ, ispol~zuemye v nastoØweæ rabote, moßno naæti v [1].

Pust~ K/k – rasxirenie Galua i pust~ φ – ffpimorfizm koneqnoæ gruppy G na gruppu Galua Gal (K/k) rasxireniØ K/k. Zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, φ) sostoit v postroenii polØ L, soderßawego K, i takogo, qto rasxirenie L/k predstavlØet soboæ rasxirenie Galua s gruppoæ Galua G, priqem dlØ l¸bogo avtomorfizma g ∈ G polØ L ograniqenie g na podpole K sovpadaet s φ(g).

Teorema. Pust~ n – neqetnoe celoe qislo i pust~ K – pole razlo-

ßeniØ mnogoqlena f(x) = x^4 − 2nx − 1 nad polem racional~nyh qi-

sel Q. Gruppa Galua F rasxireniØ K/Q ØvlØetsØ simmetriqeskoæ

gruppoæ S_4. Pust~, dalee, G – gruppa, poroßdennaØ fflementami s, t, i, svØzannymi sootnoxeniØmi

s^4 = t^8 = u^3 = 1, s^{−1}ts = t^{−1}, su = u^2s, tu = u^2t^2s,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 96-15-96200. 314

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 315

a φ – ffpimorfizm φ gruppy G na F = S_4, zadannyæ formulami

φ(s) = (1, 3), φ(t) = (1, 2, 3, 4), φ(u) = (1, 2, 3).

Esli vse prostye qisla, kratnost~ vhoßdeniØ kotoryh v kanoniqeskoe razloßenie qisla 16 + 27n^2 neqetna, sravnimy s 1, 3 ili 5 po modul¸ 8, to zadaqa pogrußeniØ (K/Q, G, φ) razrexima.

Dokazatel~stvo. Pust~ a1, a2, a3, a4 – korni mnogoqlena f(x) v

algebraiqeskom zamykanii polØ Q. Pole razloßeniØ K mnogoqlena f(x) poluqaetsØ prisoedineniem k pol¸ Q korneæ a_1, a_2,

a_3, a_4. Naædem gruppu Galua F polØ razloßeniØ K mnogoqlena f(x) = x^4 − 2nx − 1 nad polem racional~nyh qisel Q. Poskol~ku

n neqetno, mnogoqlen f(y + 1) = y^4 + 4y^3 + 6y^2 + (4 − 2n)y − 2n udovletvorØet trebovaniØm kriteriØ �æzenxteæna i potomu neprivodim nad Q; sledovatel~no, neprivodim i mnogoqlen f(x), a ffto oznaqaet, qto gruppa Galua F polØ razloßeniØ K/Q mnogoqlena f(x) deæstvuet na mnoßestve korneæ a_1, a_2, a_3, a_4 fftogo mnogoqlena tranzitivno.

Pust~

g(z) = 4z(1 + z^2/4) − (2n)^2 = z^3 + 4z − 4n^2

– kubiqeskaØ rezol~venta mnogoqlena f(x) = x^4 − 2nx − 1. Esli z – koren~ g(z), prinadleßawiæ pol¸ Q, to iz sootnoxeniØ

z^3 = 4(n^2 − z) sleduet, qto z^3 delitsØ na 4, no ne delitsØ na 8,

ibo n^2 −z neqetno pri qetnom z (napomnim, qto qislo n neqetno). Takim obrazom, kubiqeskiæ mnogoqlen g(z) ne imeet korneæ v po-

le Q i potomu neprivodim nad Q. Korni kubiqeskoæ rezol~ven-

ty g(z) ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi korneæ mnogoqlena

f(x) (a imenno, poskol~ku kofffficienty pri kube i kvadrate

neizvestnoæ v mnogoqlene f(x) ravny 0, ffti korni – kvadraty fflementov

(a_1 + a_2 − a_3 − a_4)/2, (a_1 − a_2 − a_3 + a_4)/2, (a_1 − a_2 + a_3 − a_4)/2),

i potomu oni soderßatsØ v K. Sledovatel~no, stepen~ rasxireniØ K/Q delitsØ na stepen~ neprivodimogo mnogoqlena g(z), ravnu¸ 3, a znaqit, i porØdok gruppy Galua F delitsØ na 3.

Diskriminant D = ∏ 16i<j64^{(ai − aj )} 2

316 A. A. ˚KOVLEVA mnogoqlena f(x) sovpadaet s diskriminantom kubiqeskoæ rezol~- venty g(z) i raven

−108 (( 4 3 )_3 + ( −4n^2 2 )_2)

= −3(12n^2)^2 ( 1 + 16/(27n^4) ) . Sravnimoe s 1 po modul¸ 8 (i daße 16) celoe 2-adiqeskoe qislo

1 + 16/(27n^4) ØvlØetsØ kvadratom v Q_2, a −3 – ne kvadrat v Q_2;

pofftomu D – ne kvadrat v Q_2, i tem bolee ne kvadrat v Q. Znaqit,

Q(^√D) ≠ Q, otkuda sleduet, qto gruppa Galua F ne soderßitsØ

v znakoperemennoæ podgruppe A_4 simmetriqeskoæ gruppy S_4.

Itak, podgruppa F gruppy S_4 tranzitivna, ne soderßitsØ v

A_4 i ee porØdok delitsØ na 3; ffto vozmoßno lix~ pri F = S_4.

VernemsØ teper~ k naxeæ zadaqe pogrußeniØ. Ee Ødro A =

Ker φ – cikliqeskaØ gruppa porØdka 2, sostoØwaØ iz dvuh ffle-

mentov e, t^4. Horoxo izvestno, qto soglasnost~ dostatoqna dlØ razreximosti takoæ zadaqi. Napomnim, v qem sostoit uslovie soglasnosti. Pust~ c ∈ H^2(F, A) – fundamental~nyæ klass rasxireniØ grupp 1 → A → G^φ→ F → 1, i pust~ χ : A → K^∗ – edinstvennyæ netrivial~nyæ gomomorfizm Ødra A v mul~tiplikativnu¸ gruppu polØ K, a χ^∗ : H^2(F, A) → H^2(F, K^∗) – gomomorfizm grupp kogomologiæ, inducirovannyæ χ. Uslovie soglasnosti dlØ zadaqi pogrußeniØ (K/Q, G, φ) sostoit v obrawenii v 0 fflementa χ^∗(c).

DlØ poleæ algebraiqeskih qisel ffto uslovie lokalizuetsØ. Utoqnim poslednee utverßdenie v primenenii k naxeæ zadaqe. DlØ prostogo qisla p oboznaqim qerez ~K_p tenzornoe proizvedenie K ⊗QQ_p, gde Q_p – pole p-adiqeskih qisel. Toqno tak ße, oboznaqim qerez ~K_∞ tenzornoe proizvedenie nad Q polØ K i polØ vewestvennyh qisel R. Oboznaqim qerez P mnoßestvo, sostoØwee iz vseh prostyh qisel i simvola ∞. Pust~ C – gruppa klassov ideleæ polØ K, i pust~

α_p : K^∗ → ~K^∗_p , β_p : ~K^∗_p → C

– estestvennye gomomorfizmy, a

α^∗_p : H^2(F, K^∗) → H^2(F, ~K^∗_p ), β^∗_p : H^2(F, ~K^∗_p ) → H^2(F, C)

– inducirovannye imi gomomorfizmy grupp kogomologiæ (p ∈ P ). Iz teorii poleæ klassov izvestno, qto

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 317 – vse gomomorfizmy β^∗_p in¨ektivny;

– dlØ l¸bogo fflementa u ∈ H^2(F, K^∗) tol~ko koneqnoe qislo iz fflementov α^∗_p(u) netrivial~ny, priqem summa (koneqnaØ!) vseh fflementov β^∗_p α^∗_p(u) ravna 0 (zakon vzaimnosti Artina);

– fflement u ∈ H^2(F, K^∗) raven 0 togda i tol~ko togda, kogda α^∗_p(u) = 0 dlØ vseh p ∈ P .

Iz fftih svoæstv srazu sleduet, qto dlØ ravenstva 0 fflementa

u ∈ H^2(F, K^∗) neobhodimo, qtoby dlØ vseh p ∈ P vypolnØlos~

ravenstvo α^∗_p(u) = 0, i dostatoqno, qtoby ffto ravenstvo vypolnØlos~ dlØ vseh p ∈ P , krome odnogo (naprimer, p_0): iz zakona vzaimnosti Artina budet sledovat~ togda, qto β^∗_{p0} α^∗_{p0} (u) = 0 i, poskol~ku β^∗_{p0} – monomorfizm, qto i α^∗_{p0} (u) = 0.

Takim obrazom, zadaqa pogrußeniØ (K/Q, G, φ) razrexima togda i tol~ko togda, kogda α^∗_p(χ^∗(c)) = 0 dlØ vseh p ∈ P , krome odnogo, priqem fftot iskl¸qitel~nyæ divizor p_0 ∈ P moßet byt~ vybran proizvol~no.

Dadim teper~ drugu¸ interpretaci¸ usloviØ α^∗_p(χ^∗(c)) = 0. DlØ prostogo qisla p ∈ P oboznaqim qerez K_p pole razloßeniØ mnogoqlena f(x) nad polem p-adiqeskih qisel Q_p. Gruppa Galua F_p rasxireniØ K_p/Q ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy Galua F rasxireniØ K/Q; oboznaqim qerez G_p polnyæ proobraz φ^{−1}(F_p) i qerez φ_p : G_p → F_p ograniqenie φ na G_p. Analogiqno, oboznaqim qerez K_∞ pole razloßeniØ mnogoqlena f(x) nad polem vewestvennyh qisel R. Gruppa Galua F_∞ rasxireniØ K_∞/R predstavlØet soboæ podgruppu gruppy F ; oboznaqim qerez G_∞ polnyæ proobraz φ^{−1}(F_∞) i qerez φ_∞ : G_∞ → F_∞ ograniqenie φ na G_∞. Uslovie α^∗_p(χ^∗(c)) = 0, kak horoxo izvestno, ravnosil~no razreximosti zadaqi pogrußeniØ (K_p/Q_p, G_p, φ_p) (koneqno, pri p = ∞ zdes~ qerez Q_∞ oboznaqeno pole vewestvennyh qisel R).

Rez¸miruØ skazannoe vyxe, poluqaem, qto zadaqa pogrußeniØ (K/Q, G_p, φ) razrexima togda i tol~ko togda, kogda ime¸t rexeniØ zadaqi pogrußeniØ (K_p/Q_p, G_p, φ_p) dlØ vseh p ∈ P , krome odnogo divizora p_0 ∈ P . V kaqestve fftoæ iskl¸qitel~noæ toqki voz~mem p_0 = 2 i rassmotrim otdel~no kaßdu¸ iz ostal~nyh lokal~nyh zadaq pogrußeniØ.

(1) p = ∞. ProizvodnaØ f^′(x) = 4x^3 − 2n mnogoqlena f(x) imeet lix~ odin vewestvennyæ koren~. Poskol~ku meßdu dvumØ vewe-

318 A. A. ˚KOVLEVA stvennymi kornØmi nepreryvno differenciruemoæ funkcii f(x) suwestvuet hotØ by odin koren~ ee proizvodnoæ, mnogoqlen f(x) imeet ne bolee dvuh vewestvennyh korneæ. S drugoæ storony,

f(−∞) > 0, f(0) = −1 < 0, f(∞) > 0, i potomu nepreryvnaØ

funkciØ f(x) imeet po kraæneæ mere odin poloßitel~nyæ i odin otricatel~nyæ koren~. Itak, u mnogoqlena f(x) rovno dva vewestvennyh kornØ i dva kompleksno soprØßennyh nevewestvennyh kornØ. �to znaqit, qto pole K_∞ sovpadaet s C i qto edinstvennyæ neediniqnyæ fflement gruppy F_∞ ⊂ F perestavlØet dva kornØ (naprimer, a_1 i a_2), ostavlØØ nepodvißnymi dva drugih kornØ. Itak (1,2) – edinstvennaØ netrivial~naØ podstanovka korneæ, vhodØwaØ v gruppu Galua F_∞ rasxireniØ K_∞/R. Takim obrazom, F_∞ = {e, (1, 2)} = {e, φ(s)}, i gruppa G_∞ = φ^{−1}(F_∞) raskladyvaetsØ v prØmoe proizvedenie Ødra gomomorfizma φ i cikliqeskoæ gruppy porØdka 2, poroßdennoæ fflementom s. Itak, rasxirenie 1 → Ker φ_∞ → G_∞ → F_∞ → 1 rasweplØetsØ, i zadaqa pogrußeniØ (K_∞/R, G_∞, φ_∞) razrexima, kak vsØkaØ rasweplØ¸- waØsØ zadaqa pogrußeniØ.

V ostal~nyh sluqaØh p – neqetnoe prostoe qislo; qerez f (x) my budem oboznaqat~ mnogoqlen f(x) (mod p) nad koneqnym polem

Fp = Z/pZ. DlØ celogo qisla m budem oboznaqat~ qerez m klass

vyqetov m po modul¸ p.

(2) Mnogoqlen f (x) ne imeet kratnyh korneæ ni v kakom rasxirenii polØ F_p. V fftom sluqae

f (x) = (x − a_1)(x − a_2)(x − a_3)(x − a_4),

gde a_1, a_2, a_3, a_4 – razliqnye fflementy nekotorogo rasxireniØ

Fq polØ Fp. Pust~ Q^{nr}_p – nerazvetvlennoe rasxirenie polØ Qp s

polem vyqetov F_q . Po lemme GenzelØ mnogoqlen f(x) raskladyvaetsØ nad Q^{nr}_p v proizvedenie lineænyh mnogoqlenov

f(x) = (x − a_1)(x − a_2)(x − a_3)(x − a_4).

Takim obrazom, vse korni mnogoqlena f(x) soderßatsØ v pole

Q^{nr}_p i potomu Kp = Qp(a1, a2, a3, a4) ⊂ Q^{nr}_p – nerazvetvlennoe ras-

xireniØ polØ Q_p. No horoxo izvestno, qto l¸baØ zadaqa pogrußeniØ dlØ nerazvetvlennogo rasxireniØ lokal~nogo polØ vsegda razrexima.

(3) U mnogoqlena f (x) est~ kratnyæ koren~ v nekotorom rasxirenii polØ F_p . Pust~ a_1 = a_2 budet fftim kratnym kornem. On

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 319 ØvlØetsØ takße kornem proizvodnoæ f^′(x) = 4x^3 − 2n, a znaqit, i mnogoqlena 4f (x) − xf^′(x) = −6nx − 4. Ots¸da srazu sleduet, qto v rassmatrivaemom sluqae p ≠ 3 i n ≠ 0, priqem a_1 = a_2 = −2/3n. VtoraØ proizvodnaØ f^{′′}(x) = 12x^2 imeet lix~ koren~ 0, kotoryæ ne ØvlØetsØ kornem mnogoqlena f(x) = x^4 − 2nx − 1; pofftomu kratnost~ kornØ a_1 = a_2 ravna v toqnosti 2. Poskol~ku kratnyæ koren~ a_1 = −2/3n mnogoqlena f(x) ØvlØetsØ i kornem proizvodnoæ

f^′(x), imeem:

0 = f^′(a_1) = 4a^3_1 − 2n = −2 27n^3 ( 16 + 27n^4 ) ; pofftomu v pole F_p vypolnØetsØ sootnoxenie 16 + 27n^4 = 0, t.e. p delit qislo 16 + 27n^4. Po teoreme Vieta summa vseh korneæ mnogoqlena f (x) = x^4 − 2nx − 1 ravna 0, a ih proizvedenie ravno −1. Pust~ a_3, a_4 – ostavxiesØ (ne kratnye) korni mnogoqlena

f (x) v nekotorom rasxirenii F_q polØ F_p. Togda

a_3 + a_4 = −(a_1 + a_2) = 4/3n i a_3a_4 = −1/a_1a_2 = −9n^2/4;

pofftomu mnogoqlen f(x) sledu¸wim obrazom raskladyvaetsØ na mnoßiteli nad polem F_p:

f (x) = g(x) h(x) = ( (x − a_1)(x − a_2) )( (x − a_3)(x − a_4) ) = = (x + 2/3n)^2 ( x^2 − 4 3n x − 9n^2 4 ) . Vyxe my uße otmeqali, qto kratnost~ kornØ −2/3n v toqnosti ravna 2; pofftomu mnogoqleny g(x) = ( x + 2 3n )_2

i h(x) = x^2 − 4x 3n − 9n^2 4 vzaimno prosty, i po lemme GenzelØ mnogoqlen f(x) raskladyvaetsØ nad polem Q_p v proizvedenie f(x) = g(x)h(x), gde

g(x) (mod p) = g(x), h(x) (mod p) = h(x).

Lemma. Korni a3, a4 mnogoqlena h(x) soderßatsØ v nekotorom ne-

razvetvlennom rasxirenii polØ Q_p. Esli a_3, a_4 ∈ F_p, to a_3, a_4 ∈ Q_p.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, h(x) = (x−a3)(x−a4), gde a3, a4

– razliqnye fflementy rasxireniØ F_q polØ F_p (esli a_3, a_4 ∈ F_p ,

320 A. A. ˚KOVLEVA

to Fq = Fp), potomu qto edinstvennym kratnym kornem mnogo-

qlena f (x) ØvlØetsØ koren~ −2/3n mnogoqlena g(x). Pust~ Q^′_p – nerazvetvlennoe rasxirenie polØ Q_p s polem vyqetov F_q (esli

a_3, a_4 ∈ F_p , to Q^′_p = Q_p). Po lemme GenzelØ mnogoqlen h(x) ras-

kladyvaetsØ nad Q^′_p v proizvedenie h(x) = (x − a_3)(x − a_4). Takim obrazom, korni a_3, a_4 mnogoqlena h(x) prinadleßat nerazvetvlennomu rasxireni¸ Q^′_p polØ Q_p.

Dal~neæxie rassmotreniØ razbiva¸tsØ na 3 sluqaØ:

(a) korni h(x) soderßatsØ v F_p;

(b) korni h(x) ne soderßatsØ v F_p , no korni mnogoqlena g(x) soderßatsØ v nerazvetvlennom rasxirenii polØ Q_p;

(c) korni h(x) ne soderßatsØ v F_p i korni mnogoqlena

g(x) ne soderßatsØ v nerazvetvlennom rasxirenii

polØ Q_p.

(a) �tot sluqaæ analogiqen sluqa¸ p = ∞. Korni a_3, a_4 prinadleßat pol¸ Q_p po lemme. Esli korni a_1, a_2 mnogoqlena g(x) toße soderßatsØ v Q_p, to K_p = Q_p(a_1, a_2, a_3, a_4) = Q_p, F_p – ediniqnaØ gruppa, i zadaqa pogrußeniØ stanovitsØ trivial~noæ. Esli ße a_1, a_2 /∈ Q_p, to (1, 2) – edinstvennaØ netrivial~naØ podstanovka korneæ, vhodØwaØ v gruppu Galua F_p rasxireniØ K_p/Q_p. Takim obrazom, F_p = {e, (1, 2)} = {e, φ(s)}, i gruppa G_p = φ^{−1}(F_p) raskladyvaetsØ v prØmoe proizvedenie Ødra gomomorfizma φ i cikliqeskoæ gruppy porØdka 2, poroßdennoæ fflementom s. Itak, rasxirenie 1 → Ker φ_p → G_p → F_p → 1 rasweplØetsØ, i zadaqa pogrußeniØ (K_p/Q_p, G_p, φ_p) razrexima, kak vsØkaØ rasweplØ¸- waØsØ zadaqa pogrußeniØ.

(b) �tot sluqaæ analogiqen sluqa¸ (2). Vse korni a_1, a_2, a_3,

a_4 mnogoqlena f(x) prinadleßat nerazvetvlennomu rasxireni¸

polØ Q_p. Pofftomu K_p = Q_p(a_1, a_2, a_3, a_4) – nerazvetvlennoe rasxirenie Q_p; no l¸baØ zadaqa pogrußeniØ dlØ nerazvetvlennogo rasxireniØ razrexima.

(c) �to edinstvennyæ sluqaæ, kogda zadaqa pogrußeniØ

(K_p/Q_p, G_p, φ_p) ne obØzatel~no razrexima. Pust~ g(x) = x^2+ux+v;

korni trehqlena g(x) sqita¸tsØ po formule a_{1,2} = (−u ± √ D_1)/2,

gde D_1 = u^2−4v. �lement D_1, kak i l¸boæ fflement lokal~nogo po-

lØ Qp, predstavlØetsØ v vide D1 = εp^l, gde ε – p-adiqeskaØ edini-

OB ODNO` ZADAQE POGRUȷENI˚ 321 ca. Esli qislo l qetno, l = 2l_1, to Q_p(a_1, a_2) = Q_p( √ D_1) = Q_p( √ ε); no pri p ≠ 2 pole, poluqennoe prisoedineniem k pol¸ Q_p kvadratnogo kornØ iz p-adiqeskoæ edinicy, ØvlØetsØ nerazvetvlennym rasxireniem Q_p, a ffto protivoreqit predpoloßeni¸ (s). Sledovatel~no, l neqetno. Poskol~ku klassy vyqetov a_1 = a_2,

a_3, a_4 korneæ mnogoqlena f(x) po modul¸ p ØvlØ¸tsØ tremØ raz-

liqnymi fflementami polØ F_q , raznosti a_1 − a_3, a_1 − a_4, a_2 − a_3,

a_2 − a_4, a_3 − a_4 predstavlØ¸t soboæ edinicy lokal~nogo polØ K_p;

pofftomu diskriminant Δ = (∏ i<j (a_i − a_j )

)_2

mnogoqlena f(x) raskladyvaetsØ v proizvedenie (a_1 −a_2)^2 = D_1 =

p^lε i edinicy ε_1, t.e. Δ = p^lε_2, gde ε_2 – p-adiqeskaØ edinica. No,

kak horoxo izvestno,

Δ = 108 (( 4 3 )_3 + ( −4n^2 2 )_2) = 16 27 ( 16 + 27n^4 ) . Takim obrazom, v rassmatrivaemom sluqae prostoe qislo p vhodit v razloßenie qisla 16 + 27n^4 v neqetnoæ stepeni l. Po predpoloßeni¸ (s) korni mnogoqlena

h(x) = x^2 − 4 3n x − 9n^2 4 ne prinadleßat pol¸ F_p ; ffto oznaqaet, qto diskriminant ( 4 3n )_2 + 4 9n^2 4 = ( 16 + 81n^4 )/ (3n)^2

mnogoqlena h(x) ne ØvlØetsØ v F_p kvadratom. No my uße otmeqali, qto 16 + 27n^4 = 0; pofftomu −32 = 16 + 81n^4 − 3(16 + 27n^4) – ne kvadrat v F_p , ili, qto to ße, −2 – ne kvadrat v F_p. Takim obrazom, (_{−2} p ) = −1. No iz zakona vzaimnosti Gaussa sleduet,

qto ( −2 p ) = ( −1 p )( 2 p ) = (−1)^{(p−1)/2}(−1)^{(p2−1)/8}.

Legko proverit~, qto

(−1)^{(p−1)/2}(−1)^{(p2−1)/8} = −1

322 A. A. ˚KOVLEVA togda i tol~ko togda, kogda neqetnoe prostoe qislo p imeem vid

8m + 5 ili 8m + 7.

Itak, my dokazali, qto sluqaæ (3s) vozmoßen lix~ togda, kogda p imeet vid 8m + 5 ili 8m + 7 i vhodit v diskriminant v neqetnoæ stepni. OstaetsØ zametit~, qto pri p = 8m + 5 zadaqa pogrußeniØ (K_p/Q_p, G_p, φ_p) razrexima. �to legko sleduet iz opisaniØ gruppy Galua maksimal~nogo 2-rasxireniØ polØ Q_p: ona poroßdaetsØ dvumØ fflementami g, h, svØzannymi sootnoxeniem g^{−1}hg = h^{p−1}. ˚sno, qto ffpimorfizm fftoæ gruppy na fflementarnu¸ abelevu gruppu porØdka 4 F_p prodolßaetsØ do ffpimorfizma na diffdral~nu¸ gruppu G_p.

Literatura 1. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii

Galua. Nauka, M. (1990).

2. P. Cassou-Nogues, A. Jehanne, Parité du nombre de classes des s4-extensions de

Qet courbes elliptiques. Pré-publication No. 95-10, Université Bordeaux-1 (1995).

Yakovleva A. A. On an embedding problem.

The following theorem is proved. Let n be an odd integer; if all primes which enter in the canonical decomposition of the integer 16 + 27n^4 with odd multiplicities have the form 8m + 1, 8m + 3, or 8m + 5, then the decomposition field of the polynomial f(x) = x^4 − 2nx − 1 is embeddable into a nonsplit Galois extension of degree 48.

Postupilo 15 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ gornyæ institut im. G. V. Plehanova