Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

K. Broto, V. V. Verxinin

OB OBOBWENNYH GOMOLOGI˚H ARTINOVYH GRUPP

Cel~¸ nastoØweæ zametki ØvlØetsØ summirovanie informacii ob obobwennyh gomologiØh grupp, rassmatrivaemyh kak obobweniØ klassiqeskih grupp kos. Pod takimi obobweniØmi my ponimaem tak nazyvaemye Artinovy gruppy i gruppy kos v telah s ruqkami.

Kogomologii klassiqeskih grupp kos vpervye poØvilis~ v rabotah V. I. Arnol~da [1, 2] i s teh por izuqalis~ intensivno (sm. [5], naprimer).

G. Segal ustanovil sledu¸wu¸ interesnu¸ svØz~ meßdu gruppoæ kos iz beskoneqnogo qisla niteæ i iterirovannymi prostranstvami petel~ [11]. Pust~ Ω^2_0S^2 est~ svØznaØ komponenta trivial~noæ petli v dvukratnom prostranstve petel~ Ω^2S^2 i pust~ K(Br_m, 1) oboznaqaet klassificiru¸wee prostranstvo gruppy kos Br_m.

Teorema A. Suwestvuet otobraßenie K(Br∞, 1) → Ω^2_0S^2, koto-

roe induciruet izomorfizm v gomologiØh dlØ l¸boæ gruppy kofffficientov G (s trivial~nym deæstviem Br_∞ na G):

H_∗(Br_∞, G) ∼= H_∗(Ω^2_0S^2, G).

V terminah approksimacii MffØ C_2S^0 [8] ffto moßet byt~ vyraßeno v sledu¸wem vide.

Teorema A^′. (i) C2S^0 =^∐_{i≥0} K(Bri, 1).

(ii) Estestvennoe otobraßenie C_2S^0 → Ω^2S^2 ØvlØetsØ gruppovym popolneniem.

Kogomologii grupp kos Br(C_m) i Br(D_m) tipov C i D byli vyqisleny V. V. Gor¸novym [6, 7]. D. B. Fuks naxel v [9] analogi teoremy G. Segala dlØ grupp kos tipov C i D: pl¸skonstrukciØ Kvillena prostranstva K(Br(C_∞), 1) ffkvivalentna

Rabota qastiqno podderßana INTAS. Vtoroæ avtor podderßan takße RF- FI (grant ˝ 99-01-00574). 7

8 K. BROTO, V. V. VERXININ

Ω^2S^3 ×ΩS^2, a pl¸s-konstrukciØ prostranstva K(Br(D_∞), 1) ffkvi-

valentna Ω^2S^3 × S^3{2}, gde S^3{2} est~ gomotopiqeskiæ sloæ otobraßeniØ stepeni 2 iz S^3 v S^3.

Gruppa kos tipa C moßet rassmatrivat~sØ kak gruppa kos v polnotorii. Bolee obwie ob¨ekty: gruppy kos v telah s ruqkami – izuqalis~ A. B. Sosinskim [12] i V. V. Verxininym [3–5], kotoryæ dokazal, v qastnosti, analog teoremy G. Segala dlØ takih grupp. A imenno, pl¸s-konstrukciØ Kvillena klassificiru- ¸wego prostranstva gruppy kos iz beskoneqnogo qisla niteæ v tele s ruqkami roda g ffkvivalentna sledu¸wemu proizvedeni¸ prostranstv petel~ nad sferami

BBr^g_∞^+ ≃ Ω^2S^3 × ΩS^2 × · · · × ΩS^2,

gde qislo mnoßiteleæ v proizvedenii ravno rodu g. Diagramma

BBr_∞^{+ ∼}−−−−→ Ω^2S^3 ↓ ↓ BBr^g_∞^{+ ∼}−−−−→ Ω^2S^3 × ΩS^2 × · · · × ΩS^2,

v kotoroæ levaØ strelka inducirovana kanoniqeskim vloßeniem klassiqeskoæ gruppy kos v gruppu kos v tele s ruqkami, a pravaØ strelka ØvlØetsØ vloßeniem mnoßitelØ, kommutativna.

Pust~ K(n)_∗( ), n = 1, 2, . . ., sut~ periodiqeskie K-teorii Moravy. A. ˚maguqi [13] izuqal ffti teorii dlØ prostranstv

Ω^2S^{2r+1} pri p ≠ 2 (esli p = 2, to K-teorii Moravy ne kommuta-

tivny). Pust~ E(a, b, . . .) oboznaqaet vnexn¸¸ algebru nad F_p ot obrazu¸wih a, b, . . . i pust~ T_m(x, y, . . . ) oboznaqaet srezannu¸ algebru mnogoqlenov vysoty p^m nad F_p ot obrazu¸wih x, y, . . . . Togda rezul~taty A. ˚maguqi dlØ K(n)_∗( ) prostranstv Ω^2S^3 i

C_2S^0 moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Teorema B. DlØ prostyh p > 2

K(n)_∗(Ω^2S^3) ∼= K(n)_∗ ⊗ E(x_0, . . . , x_n) ⊗ T_n(y_1, y_2, . . . ),

K(n)_∗(C_2S^0) ∼= K(n)_∗ ⊗ F_p [u] ⊗ E(x_0, . . . , x_n) ⊗ T_n(y_1, y_2, . . . ) (1) kak K(n)_∗-algebry, gde deg x_i = 2p^i − 1, deg y_i = 2p^i − 2, deg u = 0.

D. Ravenel [10] opisal analogiqnym obrazom (s nekotoroæ nebol~xoæ neopredelennost~¸) gomologii Brauna–Petersona pro-

OB OBOBWENNYH GOMOLOGI˚H ARTINOVYH GRUPP 9 stranstv Ω^2S^{2r+1}. V sluqae prostranstva Ω^2S^3 ffto opisanie imeet vid:

Teorema C. DlØ vseh prostyh p

BP_∗(Ω^2S^3) ∼= BP_∗ ⊗E(x_{(0)}) ⊗ F_p[y_{(1)}, y_{(2)}, . . . ]/(ϱ_1, ϱ_2, . . . )

kak BP_∗-algebra, gde deg x_{(0)} = 1, deg y_{(i)} = 2p^i − 2 i ϱ_i ≡ ∑ 0≤j≤i v_j y^{pj}_{(i−j)} mod I^2,

gde v_j sut~ standartnye obrazu¸wie kol~ca BP_∗, v_0=p i I = (p, v_1, v_2, . . . ).

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo analogiqnyh faktov dlØ obobweniæ grupp kos.

Teorema 1. K-teoriØ Moravy obobwennoæ gruppy kos Br(D∞) izo-

morfna K-teorii Moravy klassiqeskoæ gruppy kos iz beskoneqnogo qisla niteæ, i, takim obrazom, zadaetsØ formuloæ (1). K-teoriØ Moravy gruppy kos iz beskoneqnogo qisla niteæ v polnotorii roda g zadaetsØ formuloæ

K(n)_∗(Br^g_∞) ∼= K(n)_∗ ⊗ F_p[z_1, . . . , z_g] ⊗ E(x_0, . . ., x_n) ⊗ T_n(y_1, y_2, . . . )

kak K(n)_∗-algebra, gde deg x_i = 2p^i − 1, deg y_i = 2p^i − 2, deg z_i = 1. Diagramma K(n)∗(Br∞ )^∼−−−−−→ K(n)∗ ⊗ E(x0, . . . , xn) ⊗ Tn(y1, y2, . . . ) ↓ ↓ (2) K(n)∗(Br^g_∞ )^∼−−−−−→ K(n)∗ ⊗ Fp[z1, . . . , zg ] ⊗ E(x0, . . . , xn) ⊗ Tn(y1, y2, . . . ), v kotoroæ levaØ strelka inducirovana kanoniqeskim vloßeniem klassiqeskoæ gruppy kos v gruppu kos v tele s ruqkami, a pravaØ strelka ØvlØetsØ oqevidnym algebraiqeskim vloßeniem, kommutativna.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie legko sleduet iz formuly K¸n-

neta dlØ K-teorii Moravy i togo fakta, qto ]K(n)_∗(S^3{2}) = 0 pri p > 2. �

Pereædem teper~ k gomologiØm Brauna–Petersona.

10 K. BROTO, V. V. VERXININ

Teorema 2. TeoriØ gomologiæ Brauna–Petersona obobwennoæ grup-

py kos Br(D_∞) pri p > 2 izomorfna teorii gomologiæ Brauna– Petersona klassiqeskoæ gruppy kos iz beskoneqnogo qisla niteæ, i, takim obrazom, zadaetsØ formuloæ iz teoremy C. TeoriØ gomologiæ Brauna–Petersona gruppy kos iz beskoneqnogo qisla niteæ v polnotorii roda g zadaetsØ sledu¸wim izomorfizmom

BP ∗(Br^g_∞) ∼= BP_∗ ⊗F_p[z_1, . . . , z_g]⊗E(x_{(0)})⊗F_p [y_{(1)}, y_{(2)}, . . . ]/(ϱ_1, ϱ_2, . . . )

BP_∗-algebr, gde deg x_{(0)} = 1, deg y_{(i)} = 2p^i − 2, a ϱ_i takie ße, kak v teoreme C. Spravedliv takße analog diagrammy (2).

Dokazatel~stvo. My sleduem ideØm dokazatel~stva D. Ravene-

la [10]. Rassmotrim klassiqesku¸ spektral~nu¸ posledovatel~- nost~ Adamsa, shodØwu¸sØ k

π_∗(BP ∧((ΩS^2)^{×g} × Ω^2S^3)).

Ee qlen E_2 izomorfen

Ext_A(H^∗(BP ∧((ΩS^2)^{×g} × Ω^2S^3)), F_p ),

gde A est~ algebra Stinroda mod p, a gomologii rassmatriva- ¸tsØ s kofffficientami v F_p . Rassmotrim gomotopiqeskoe razloßenie v prØmoe proizvedenie

ΩS^2 ≃ S^1 × ΩS^3,

a takße stabil~noe rasweplenie

ΩS^3 ≃ ∞⋁ j=1 S^{2j} . �ti raswepleniØ vedut k utverßdeni¸, qto rassmatrivaemaØ spektral~naØ posledovatel~nost~ Adamsa, naqinaØ s qlena E_2, rasweplØetsØ v buket spektral~nyh posledovatel~nosteæ Adamsa, shodØwihsØ k

π_∗(BP ∧(Ω^2S^3)).

�ta spektral~naØ posledovatel~nost~ byla issledovana D. Ravenelom [10], kotoryæ dokazal, ispol~zuØ rasweplenie Snffæta prostranstva Ω^2S^3, qto ee differencialy trivial~ny, i poluqil strukturu BP_∗-modulØ BP_∗(Ω^2S^3), opisannu¸ v teoreme C. Nax rezul~tat teper~ sleduet iz fftih rassmotreniæ. �

OB OBOBWENNYH GOMOLOGI˚H ARTINOVYH GRUPP 11 Opredelim vesovu¸ funkci¸ w na module K(n)_∗(C_2S^0), opisannom v teoreme B. Sopostavim sledu¸wie vesa monomam ot u, x_i i y_j po formulam w(u) = 1, w(x_i) = 2p^i, w(y_j ) = 2p^j i w(v^k_nab) = w(a) + w(b). Teorema 3. PrivedennaØ K-teoriØ Moravy ]K(n)_∗(Br(Cm)) obob-

wennoæ gruppy kos tipa C_m izomorfna K(n)_∗-podmodul¸ modulØ K(n)_∗(C_2S^0), poroßdennomu monomami ot u, x_i i y_j vesa men~xego ili ravnogo m.

Dokazatel~stvo. Rezul~tat nemedlenno sleduet iz analogiqno-

go fakta dlØ klassiqeskih kos [13] i konstrukcii klassificiru¸wego prostranstva dlØ gruppy kos tipa C, dannoæ v [6, 7]. � Literatura

1. V. I. Arnol~d, O nekotoryh topologiqeskih invariantah algebraiqeskih funkciæ. — Tr. Mosk. Mat. Obw. 21 (1970), 27–46.

2. V. I. Arnol~d, Topologiqeskie invarianty algebraiqeskih funkciæ II.

— Funkc. anal. i ego pril. 4, ˝ 2 (1970), 1–9.

3. V. V. Verxinin, ObobweniØ kos s gomologiqeskoæ toqki zreniØ. — V kn.:

Algebra, GeometriØ, Analiz i Matem. Fizika. 10-Ø SibirskaØ xkola. Novosibirsk: IM. s. 40–62.

4. V. V. Verxinin, O gruppah kos v telah s ruqkami. — Sib. mat. ßurn.

39, ˝ 4 (1998), 755–764.

5. V. V. Verxinin, Gruppy kos i prostranstva petel~. — Uspehi mat.

nauk 54, ˝ 2 (1998), 3–84.

6. V. V. Gor¸nov, Kogomologii grupp kos seriæ C i D i nekotorye stratifikacii. — Funkc. anal. i ego pril. 12, ˝ 2 (1978), 76–77.

7. V. V. Gor¸nov, Kogomologii grupp kos seriæ C i D. — Tr. Mosk. Mat.

Obw. 42 (1981), 234–242.

8. Dß. P. Mffæ, GeometriØ iterirovannyh prostranstv petel~. — V kn.:

Dopolnenie k knige: Dß. Bordman, R. Fogt Gomotopiqeski invariantnye algebraiqeskie struktury na topologiqeskih prostranstvah. Mir, M. (1977).

9. D. B. Fuks, KvillenizaciØ i bordizmy. — Funkc. anal. i ego pril. 8, ˝ 1 (1974), 36–42.

10. D. Ravenel, The homology and Morava K-theory of Ω2SU (n). — Forum Math. 5 no. 1 (1993), 1–21.

11. G. B. Segal, Configuration spaces and iterated loop spaces. — Invent. Math. 21 (1973), 213–221.

12. A. B. Sossinsky, Preparation theorems for isotopy invariants of links in 3-manifolds. — Quantum Groups, Proceedings, Lect. Notes in Math. 1510 (1992), 354–362, Berlin, Springer-Verlag.

12 K. BROTO, V. V. VERXININ

13. A. Yamaguchi, Morava K-theory of double loop spaces of spheres. — Math. Z.

199 no. 4 (1988), 511–523.

Broto K., Vershinin V. V. On Generalized homology of Artin groups. The Morava K-theory and the Brown–Peterson homology of groups related to classical braid groups are calculated. Such groups are the Artin groups and braid groups in handlebodies.

Postupilo 10 oktØbrØ 1999 g.

Departament de Matematiques, Universitat Autonoma de Barcelona, Campus UAB, Edifici Cc, Bellaterra, 08193, Spain Email broto@mat.uab.es

Institut matematiki im. S. L. Soboleva SO RAN, Novosibirsk, 630090, RossiØ

Email versh@math.nsk.su