Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

A. I. Bufetov

KOSYE PROIZVEDENI˚ I �RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI`

1. Vvedenie

Pust~ (X, B_X , ν) – veroØtnostnoe prostranstvo, i pust~ izmerimye otobraßeniØ T_1, . . . , T_m : X → X sohranØ¸t meru ν. Inymi slovami, zadano deæstvie svobodnoæ polugruppy s m obrazu¸wimi na prostranstve (X, B_X , ν) sohranØ¸wimi meru otobraßeniØmi. DlØ takih deæstviæ v fftoæ rabote poluqeny novye ffrgodiqeskie teoremy.

Esli dlØ deæstviØ svobodnoæ gruppy usrednØt~ sdvigi funkcii fflementami gruppy po xaram vozrasta¸wego radiusa v gruppe, to poluqennaØ posledovatel~nost~, voobwe govorØ, ne budet shodit~sØ ni potoqeqno, ni v srednem (sm. [5]). Kakutani [3] predloßil drugoæ sposob usredneniØ, osnovannyæ na ffrgodiqeskoæ teoreme v kosyh proizvedeniØh Pitta [4], i na fftom puti v 1965 godu V. I. Oseledec [2] poluqil pervye ffrgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ proizvol~nyh sqetnyh grupp.

Metod Kakutani i Oseledca vkratce takov. Na gruppe vvoditsØ veroØtnostnoe raspredelenie, zatem rassmatrivaetsØ posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, prinima¸- wih znaqeniØ v gruppe i ime¸wih dannoe raspredelenie. Gruppovomu deæstvi¸ na prostranstve Lebega sohranØ¸wimi meru preobrazovaniØmi sopostavlØetsØ kosoe proizvedenie nad prostranstvom traektoriæ fftogo sluqaænogo processa s deæstvu¸- wim na nem sdvigom po vremeni. Dalee, ffrgodiqeskaØ teorema Birkgofa–Hinqina integriruetsØ vdol~ bazy kosogo proizvedeniØ – i poluqaetsØ ffrgodiqeskaØ teorema dlØ ishodnogo gruppovogo deæstviØ.

V nastoØweæ rabote ispol~zuetsØ neskol~ko inoæ podhod. V polugruppe ili gruppe vydelØetsØ koneqnaØ sistema obrazu¸-

Rabota byla qastiqno podderßana grantom RFFI 98-01-00455, a takße grantom INTAS 93-570-ext. 13

14 A. I. BUFETOV wih i rassmatrivaetsØ prostranstvo odnostoronnih beskoneqnyh posledovatel~nosteæ iz fftih obrazu¸wih s tihonovskoæ topologieæ. Boreleva veroØtnostnaØ invariantnaØ otnositel~- no sdviga mera μ na fftom prostranstve vybiraetsØ proizvol~- no. Deæstvi¸ polugruppy stavitsØ v sootvetstvie kosoe proizvedenie nad sdvigom na naxem prostranstve posledovatel~nosteæ, snabßennom meroæ μ. Potom opØt~ ffrgodiqeskie teoremy Birkgofa–Hinqina integriru¸tsØ vdol~ bazy kosogo proizvedeniØ – i poluqa¸tsØ ffrgodiqeskie teoremy dlØ ishodnogo polugruppovogo ili gruppovogo deæstviØ. Vremennye srednie otobraßeniæ T_1, . . . , T_m, poluqennye pri usrednenii s pomow~¸ mery μ, oboznaqa¸tsØ C^μ_n (T ).

Esli mera μ proizvol~na, to avtoru neizvestny usloviØ togo, qto predel vremennyh srednih invarianten otnositel~no polugruppovogo deæstviØ.

Odnako esli mera μ – markovskaØ, to v rabote dany dostatoqnye usloviØ, pri vypolnenii kotoryh dlØ proizvol~noæ funkcii φ vremennye srednie C^μ_n (T )φ shodØtsØ k invariantnoæ funkcii (teorema 3).

Rabota postroena sledu¸wim obrazom. V §2 opisan sposob sostavleniØ vremennyh srednih C^μ_n (T ) i sformulirovana ffrgodiqeskaØ teorema 1 dlØ takih srednih, v §3 vvedeny kosye proizvedeniØ, sootvetstvu¸wie polugruppovym deæstviØm, i dokazana teorema 1. V §4 obsußda¸tsØ dva sposoba sostavleniØ vremennyh srednih, i kak oni svodØtsØ drug k drugu “obraweniem vremeni”. V §5 obsußdaetsØ usrednenie s pomow~¸ markovskih mer i formuliruetsØ ffrgodiqeskaØ teorema 2. V §6 daetsØ kriteriæ ffrgodiqnosti kosyh proizvedeniæ, vvedennyh v §3, s markovskoæ meroæ v baze.

V §7 ffrgodiqeskaØ teorema 2 primenØetsØ dlØ poluqeniØ ffrgodiqeskih teorem dlØ deæstviæ lokal~no svobodnyh polugrupp i grupp.

˚ gluboko priznatelen D. V. Anosovu, A. M. Verxiku, R. I. Grigorquku, M. L. Gromovu, B. M. Gureviqu, ı. S. Il~Øxenko, V. I. Oseledcu, ˚. G. Sina¸, V. A. Timorinu, ȷ.-P. Tuveno, Dß. Fel~dmanu i A. ı. Fixkinu za poleznye obsußdeniØ.

2. Vremennye srednie dlØ deæstviæ svobodnyh polugrupp

Oboznaqim qerez Ω_m prostranstvo vseh odnostoronnih besko-

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 15 neqnyh posledovatel~nosteæ iz simvolov 1, . . ., m: Ω_m = {ω = ω_1ω_2 . . . ω_n . . . |ω_i = 1, . . . , m}. Vvedem na Ω_m standartnu¸ tihonovsku¸ topologi¸. V fftoæ topologii naxe prostranstvo kompaktno i metrizuemo. Metrika moßet byt~ zadana, naprimer, formuloæ d(ω, ω^′) = 2^{−k}, gde k =

inf{n | ω_n ≠ ω^′_n}. Oboznaqim qerez σ_m sdvig na Ω_m : (σ_mω)_i = ω_{i+1}.

Nam ponadobitsØ takße mnoßestvo W_m vseh koneqnyh slov, sostavlennyh iz simvolov 1, . . ., m: W_m = {w = w_1w_2 . . . w_n | w_i = 1, . . ., m}. Zametim, qto otnositel~no operacii pripisyvaniØ slov drug k drugu mnoßestvo W_m obrazuet svobodnu¸ polugruppu s obrazu- ¸wimi 1, . . ., m. Qerez |w| budem oboznaqat~ dlinu slova w.

Oboznaqim qerez C(w) mnoßestvo vseh posledovatel~nosteæ, naqina¸wihsØ slovom w.

Pust~ μ – proizvol~naØ boreleva veroØtnostnaØ σ_m-invarian-tnaØ mera na Ω_m. DlØ vsØkogo w ∈ W_m oboznaqim μ(w) = μ(C(w)).

DlØ vsØkogo w ∈ W_m, w = w_1 . . . w_n, opredelim otobraßenie

T_w : X → X formuloæ T_w = T_{wn} . . . T_{w1} . Pust~ φ : X → R – izmerimaØ funkciØ. Oboznaqim

S^μ_j (T )φ = ∑ |w|=j μ(w)φ ∘ T_w. (1) Teper~ usrednim S^μ_j (T ) po j = 0, . . . , n − 1:

C^μ_n (T )φ = 1 n n−1∑ j=0 S^μ_j (T )φ. (2)

Veliqiny C^μ_n (T )φ – analogi vremennyh srednih funkcii φ v sluqae neskol~kih otobraßeniæ. DlØ nih imeet mesto analog ffrgodiqeskoæ teoremy Birkgofa–Hinqina, k izloßeni¸ kotorogo my i perehodim. Napomnim, qto zapis~ φ ∈ L log L(X, ν) oznaqaet, qto |φ| log |φ| ∈ L_1(X, ν).

16 A. I. BUFETOV

Teorema 1. Pust~ φ ∈ L1(X, ν). NaædetsØ funkciØ φ ∈ L1(X, ν),

takaØ qto C^μ_n (T )φ → φ v L_1(X, ν), priqem ∫ X φ = ∫ X φ. Esli φ ∈ L log L(X, ν), to C^μ_n (T )φ → φ ν-poqti vs¸du.

Avtoru kaßetsØ, qto uslovie φ ∈ L log L izbytoqno v teoreme 1, i qto potoqeqnaØ shodimost~ vremennyh srednih imeet mesto dlØ l¸boæ φ ∈ L_1(X, ν). Odnako privodimoe niße dokazatel~stvo ispol~zuet teoremu Vinera o maßoriruemoæ shodimosti vremennyh srednih i deæstvuet, tem samym, tol~ko dlØ φ ∈ L log L.

3. Kosye proizvedeniØ i dokazatel~stvo teoremy 1

Sopostavim dinamiqeskoæ sisteme (X, B_X , ν, T_1, . . . , T_m) otobraßenie T : Ω_m × X → Ω_m × X, zadannoe formuloæ

T (ω, x) = (σ_mω, T_{ω1} x) (3)

(zdes~ T_{ω1} = T_1, esli ω_1 = 1, . . . , T_{ω1} = T_m, esli ω_1 = m).

Pust~ B_Ω oznaqaet borelevsku¸ σ-algebru na Ω_m. Legko videt~, qto otobraßenie T izmerimo otnositel~no σ-algebry

B_Ω × B_X na prostranstve Ω_m × X. Dalee, pust~ μ – proizvol~naØ

boreleva veroØtnostnaØ σ_m-invariantnaØ mera na Ω_m. Legko videt~, qto otobraßenie T sohranØet veroØtnostnu¸ meru μ × ν na prostranstve Ω_m × X.

Oboznaqim qerez F_n σ-algebru na prostranstve Ω_m, poroßdennu¸ mnoßestvami C(w), |w| = n (v qastnosti, F_0 – trivial~naØ σ-algebra); pust~ A_n = F_n × B_X . Legko videt~, qto

∪^∞_{n=1}A_n = B_Ω × B_X .

DlØ proizvol~noæ φ : X → R qerez φ^e budem oboznaqat~ funkci¸ na prostranstve (Ω_m × X, μ × ν), opredelennu¸ formuloæ φ^e(ω, x) = φ(x). Legko videt~, qto esli φ ∈ L_1(X, ν), to

φ^e ∈ L_1(Ω_m × X, μ × ν).

Predloßenie 1. Pust~ w ∈ Wm, |w| = j, ω ∈ C(w), x ∈ X. Togda T^j (ω, x) = (σ^j_mω, T_wx) i, sledovatel~no, φ^e ∘ T^j (ω, x) = φ(T_w x).

Sledstvie 1. Pri poqti vsØkom x ∈ X ∫ Ωm φ^e ∘ T^j(ω, x)dμ(ω) = ∑ |w|=j μ(w)φ ∘ T_w(x).

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 17 Pust~ φ^e_n =^1_n ∑_{n−1} j=0 φ^e ∘T^j – n-e vremennoe srednee funkcii φ^e.

Predloßenie 2. Pri poqti vsØkom x ∈ X ∫ Ωm φ^e_n(ω, x)dμ(ω) = 1 n n−1∑ j=0 ∑ |w|=j μ(w)φ ∘ T_w(x). Itak,

C^μ_n (T )φ(x) = ∫ Ωm φ^e_n(ω, x)dμ(ω). Inymi slovami, (C^μ_n (T )φ)^e = E(φ^e_n|A_0). Soglasno ffrgodiqeskoæ teoreme Birkgofa–Hinqina, posledovatel~nost~ funkciæ

φ^e_n shoditsØ μ × ν-poqti vs¸du i v L_1(Ω_m × X, μ × ν) pri n → ∞.

V silu standartnyh svoæstv uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ (sm., naprimer, [16], str. 232), posledovatel~nost~ funkciæ C^μ_n (T )φ shoditsØ v L_1(X, ν) pri n → ∞ k nekotoroæ predel~noæ funkcii φ. Iz ravenstva ∫ X C^μ_n (T )φdν = ∫ X φdν te- per~ sleduet ravenstvo ∫ X φdν = ∫ X φdν. Dalee, esli sup_n |φ^e_n| ∈ L_1(Ω_m × X, μ × ν), to, po teoreme o maßoriruemoæ shodimosti

uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ, C^μ_n (T )φ → φ takße i νpoqti vs¸du pri n → ∞. Po teoreme Vinera o maßoriruemoæ shodimosti vremennyh srednih, sup_n |φ^e_n| ∈ L_1(Ω_m × X, μ × ν) esli i tol~ko esli φ^e ∈ L log L(Ω_m × X, μ × ν), a ffto imeet mesto v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda φ ∈ L log L(X, ν). Teorema dokazana.

4. Dva sposoba sostavleniØ vremennyh srednih

Kaßdomu otobraßeni¸ T_i postavim v sootvetstvie operator

U_i : L_1(X, ν) → L_1(X, ν), zadannyæ formuloæ U_iφ = φ ∘ T_i.

Pust~ w ∈ W_m, w = w_1 . . . w_n. Vvedem operator U_w =

U_{wn} . . . U_{w1} . Rassmotrim slovo w^∗ = w_n . . . w_1. Legko videt~,

qto U^wφ = φ ∘ T_w�.

NarØdu so srednimi C^μ_n (T ), opredelennymi formuloæ (2), moßno rassmotret~ srednie

c^μ_n(T ) = 1 n n−1∑ j=0 ∑ |w|=j μ(w)U_wφ. Pokaßem, kak srednie C^μ_n (T ) i c^μ_n(T ) svodØtsØ drug k drugu.

18 A. I. BUFETOV

Predloßenie 3. Pust~ μ – boreleva veroØtnostnaØ σm-invari-

antnaØ mera na Ω_m. Suwestvuet i edinstvenna boreleva σ_m-in-variantnaØ mera μ^∗ na Ω_m, takaØ qto pri vseh w ∈ W_m vypolneno μ^∗(w) = μ(w^∗).

Dokazatel~stvo. Edinstvennost~ oqevidna, dokaßem suwestvo-

vanie. Rassmotrim prostranstvo Ξ_m beskoneqnyh dvustoronnih posledovatel~nosteæ iz simvolov {1, . . ., m}: Ξ_m = {ξ = . . . ξ_{−n} . . . ξ_{−1}ξ_0ξ_1 . . . ξ_n . . . , ξ_i ∈ {1, . . ., m}}. Sdvig na Ξ_m oboznaqim qerez σ. Opredelim otobraßeniØ

π^+ , π^− : Ξ_m → Ω_m formulami

π^+ (ξ) = ξ_0ξ_1 . . . ξ_n . . . ; π^−(ξ) = ξ_0ξ_{−1} . . . ξ_{−n} . . . .

Legko videt~, qto dlØ vsØkoæ borelevoæ veroØtnostnoæ σ_minvariantnoæ mery na Ω_m suwestvuet edinstvennaØ boreleva veroØtnostnaØ σ-invariantnaØ mera η na Ξ, π^+_∗ η = μ. Legko videt~, qto mera π^−_∗ η i est~ iskomaØ μ^∗, i predloßenie dokazano.

Iz opredeleniØ mery μ^∗ legko videt~, qto μ^{∗∗} = μ, a μ^∗(w^∗) = μ(w). Predloßenie 4. C^μ_n (T ) = c^{μ�}_n (T ).

Deæstvitel~no, v silu formuly T_wφ = φ ∘ T_w�, ∑ |w|=n μ(w)T_wφ = ∑ |w|=n μ(w)φ ∘ T_w� = = ∑ |w|=n μ^∗(w^∗)T_w� = ∑ |w|=n μ^∗(w)φ ∘ T_w. 5. Usrednenie s pomow~¸ markovskih mer Pust~ μ – σ_m-invariantnaØ markovskaØ mera na Ω_m s naqal~- nym raspredeleniem (p_1, . . . , p_m) i matriceæ perehodnyh veroØtnosteæ A = (a_{ij} ), otveqa¸waØ kotoroæ cep~ neprivodima, v qastnosti, p_i > 0 pri vseh i = 1, . . ., m.

Predloßenie 5. Mera μ^∗ – markovskaØ s tem ße naqal~nym ras-

predeleniem (p_1, . . . , p_m) i s matriceæ perehodnyh veroØtnosteæ A^∗ = (a^∗_{ij}), opredelØemoæ formuloæ a^∗_{ij} = p_j a_{ji} p_i .

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 19

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pri vsØkom w = w1 . . . wn ime- em μ(w^∗) = μ(w_n . . . w_{n−1}) = p_{wn} a_{wn wn}�_1 . . . a_{w2w1} =

= p_{w1} ( p_{w1} a_{w1w2} p_{w2} ) . . . (p_{wn}�_{1awn}�_{1 wn} p_{wn} ) = p_{w1} a^∗_{w1w2} . . . a^∗_{wn}�_{1wn} ,

qto i trebovalos~.

Sopostavim naxeæ mere μ neorientirovannyæ graf Γ_μ c mnoßestvom verxin {1, . . ., m}, v kotorom verxiny i i j soedineny rebrom, esli naædetsØ takoe k ∈ {1, . . . , m}, qto a_{ik} > 0, a_{jk} > 0.

Opredelenie. Markovsku¸ meru μ na Ωm budem nazyvat~ sil~no

svØznoæ, esli otveqa¸waØ eæ cep~ neprivodima, a graf Γ_μ svØzen. Meru μ budem nazyvat~ sil~no svØznoæ^∗, esli mera μ^∗ sil~no svØz- na. Napomnim, qto cep~ Markova s perehodnoæ matriceæ A nazyvaetsØ ffrgodiqnoæ, esli pri nekotorom n_0 vse fflementy matricy

A^{n0} poloßitel~ny.

Predloßenie 6. Cep~ Markova, otveqa¸waØ sil~no svØznoæ mar-

kovskoæ mere, ffrgodiqna.

Dokazatel~stvo. Razob~em mnoßestvo sostoØniæ {1, . . . , m} na-

xeæ neprivodimoæ markovskoæ cepi na regulØrnye klassy

C_1, . . . , C_l. Togda dlØ l¸byh i, j ∈ {1, . . ., m} esli i ∈ C_r i a_{ij} > 0,

to j ∈ C_{r+1} (zdes~ C_{l+1} = C_1). Iz opredeleniØ grafa Γ_μ i klassov

C_r vidno, qto esli sostoØniØ i, j soedineny rebrom v grafe Γ_μ,

to oni leßat v odnom i tom ße klasse. Esli graf Γ_μ svØzen, to

l = 1, a ffto i oznaqaet, qto cep~ ffrgodiqna.

Predloßenie 7. Pust~ matrica A takova, qto dlØ l¸byh i, j ∈

{1, . . ., m} iz togo, qto a_{ij} > 0, sleduet, qto a_{ji} > 0. Togda mera μ sil~no svØzna esli i tol~ko esli ona ffrgodiqna.

Dokazatel~stvo. V silu predyduwego predloßeniØ, dostatoq-

no iz ffrgodiqnosti vyvesti sil~nu¸ svØznost~. Itak, pust~ n takovo, qto vse fflementy matricy A^n poloßitel~ny. Togda to ße verno i dlØ matricy A^{2n}, a ffto znaqit, qto dlØ l¸byh i, j ∈ {1, . . ., m} naædutsØ takie i_1, i_2, . . . , i_{2n−1} ∈ {1, . . ., m}, qto a_{ii1} a_{i1i2} . . . a_{i2n}�_{1j} > 0, to est~ vse a_{ii1}, a_{i1i2} , . . ., a_{i2n}�_{1j} > 0, otkuda a_{i1i}, a_{i2i1} , . . . , a_{ji2n}�_1 > 0. Ots¸da vidno, qto v grafe Γ_μ soedineny

20 A. I. BUFETOV rebrom verxiny i i i_2, i_2 i i_4, . . . , i_{2n−2} i j, to est~ suwestvuet put~ v fftom grafe, soedinØ¸wiæ i i j. Itak, graf Γ_μ svØzen, i predloßenie dokazano.

Pust~, kak i ran~xe, (X, B_X , ν) – veroØtnostnoe prostranstvo, a izmerimye otobraßeniØ T_1, . . . , T_m : X → X sohranØ- ¸t meru ν. OtobraßeniØm T_1, . . . , T_m i markovskoæ mere μ na prostranstve posledovatel~nosteæ postavim v sootvetstvie operator T_μ : L_1(X, ν)^m → L_1(X, ν)^m, deæstvu¸wiæ po formule

T_μ(φ_1, . . . , φ_m) = (φ̃_1, . . . , φ̃_m), gde

φ̃_j = m∑ i=1 p_ia_{ij} p_j φ_i ∘ T_j . (4)

Rassmotrim, krome togo, operator A_μ : L_1(X, ν)^m → L_1(X, ν)^m, deæstvu¸wiæ po formule A_μ(φ_1, . . . , φ_m) = (φ̃_1, . . . , φ̃_m), gde

φ̃_j = m∑ i=1 a_{ij}φ_i ∘ T_j . (5)

V silu predloßeniØ 5, poluqaem oqevidnoe

Predloßenie 8. Tμ = Aμ�. Aμ = Tμ�.

Teorema 2. Pust~ μ – σm-invariantnaØ markovskaØ mera na Ωm.

Pust~ (X, B_X , ν) – veroØtnostnoe prostranstvo, T_1, . . ., T_m : X → X – izmerimye otobraßeniØ, sohranØ¸wie meru μ. Togda dlØ vsØkoæ φ ∈ L_1(X, ν) naædetsØ funkciØ φ ∈ L_1(X, ν), takaØ qto c^μ_n(T )φ → φ ν-poqti vs¸du i v L_1(X, ν).

Esli mera μ sil~no svØzna, to φ = φ ∘ T_i, i = 1, . . ., m. Esli p > 1 i φ ∈ L_p(X, ν), to c^μ_n(T )φ → φ takße i v L_p.

�ta teorema obobwaet ffrgodiqeskie teoremy Grigorquka [8, 9] i Nevo–Staæna [10] dlØ deæstviæ svobodnyh polugrupp i grupp. Teorema 2 byla v slegka inom vide anonsirovana v rabote avtora [17]; ee dokazatel~stvo planiruetsØ vskore opublikovat~ v Funkcional~nom Analize i PriloßeniØh. Kl¸qevu¸ rol~ v dokazatel~stve igraet sledu¸waØ

Lemma 1. Pust~ μ – σm-invariantnaØ markovskaØ mera na Ωm.

Pust~ φ_1, . . ., φ_m ∈ L_1(X, ν) takovy, qto T_μ(φ_1, . . . , φ_m) = (φ_1, . . ., φ_m).

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 21 Esli mera μ sil~no svØzna, to φ_1 = · · · = φ_m = φ i φ = φ ∘ T_i pri vseh i = 1, . . ., m.

ZamenØØ v teoreme 2 meru μ na μ^∗, poluqaem analogiqnu¸ ffrgodiqesku¸ teoremu dlØ srednih C^μ_n (T ).

Teorema 3. Pust~ μ – σm-invariantnaØ markovskaØ mera na Ωm.

Pust~ (X, B_X , ν) – veroØtnostnoe prostranstvo, T_1, . . ., T_m : X → X – izmerimye otobraßeniØ, sohranØ¸wie meru μ. Togda dlØ vsØkoæ φ ∈ L_1(X, ν) naædetsØ funkciØ φ ∈ L_1(X, ν), takaØ qto C^μ_n (T )φ → φ ν-poqti vs¸du i v L_1(X, ν).

Esli mera μ sil~no svØzna^∗, to φ = φ ∘ T_i, i = 1, . . ., m. Esli p > 1 i φ ∈ L_p(X, ν), to C^μ_n(T )φ → φ takße i v L_p.

6. �rgodiqnost~ kosyh proizvedeniæ V fftom paragrafe dan kriteriæ ffrgodiqnosti kosyh proizvedeniæ vida (3) s markovskoæ meroæ v baze. Analogiqnyæ rezul~tat dlØ mer Bernulli prinadleßit Kakutani [3] i izloßen, naprimer, v [12].

Operator A_μ, vvedennyæ v predyduwem paragrafe, budem nazyvat~ ffrgodiqnym, esli dlØ vsØkih φ_1, . . . , φ_m ∈ L_1(X, ν) iz togo, qto A_μ(φ_1, . . . , φ_m) = (φ_1, . . . , φ_m), sleduet, qto φ_1 = φ_2 = · · · =

φ_m = const poqti vs¸du.

Teorema 4. Otobraßenie (3) s markovskoæ meroæ μ v baze ffrgo-

diqno esli i tol~ko esli operator A_μ ffrgodiqen.

Lemma 2. Pust~ φ ∈ L1(Ωm × X, μ × ν). Poloßim

φ_i(x) = 1 p_i ∫ C(i) φ(ω, x)dμ, ψ_i(x) = 1 p_i ∫ C(i) φ∘T (ω, x)dμ, i = 1, . . . , m.

Togda (ψ_1, . . . , ψ_m) = A_μ(φ_1, . . . , φ_m).

Dokazatel~stvo. DlØ vsØkogo i = 1, . . . , m, opredelim meru μi na

Ω_m ravenstvom μ_i(w) = μ(iw) pri vseh w ∈ W_m.

Predloßenie 9. DlØ l¸bogo w ∈ C(j) imeem μi(w) =^{piaij}_{pj} μ(w). Dokazatel~stvo. Pust~ w ∈ C(j), w = jw2 . . . wn. Togda μ_i(w) = μ(ijw_2 . . . w_n) = p_ia_{ij}a_{jw2} . . . a_{wn}�_{1wn} = p_ia_{ij} p_j μ(w),

22 A. I. BUFETOV i predloßenie dokazano.

VernemsØ k dokazatel~stvu lemmy 2. Imeem

ψ_i(x) = 1 p_i ∫ C(i) φ ∘ T (ω, x)dμ =

= 1 p_i ∫ C(i) φ(σ_mω, T_ix)dμ =

= 1 p_i ∫ Ωm φ(ω, T_ix)dμ_i = 1 p_i m∑ j=1 ∫ C(j) φ(ω, T_ix)dμ_i =

= 1 p_i m∑ j=1 ∫ C(j) p_ia_{ij} p_j φ(ω, T_ix)dμ = m∑ j=1 a_{ij}φ_j ∘ T_i.

Itak, (ψ_1, . . . , ψ_m) = A_μ(φ_1, . . . , φ_m), i lemma 2 dokazana.

VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy 4. Dokaßem sperva, qto esli otobraßenie T , opredelennoe formuloæ (3), ffrgodiqno, to i operator A_μ ffrgodiqen. Pust~ φ_1, . . . , φ_m ∈ L_1(X, ν) takovy, qto

A_μ(φ_1, . . . , φ_m) = (φ_1, . . . , φ_m). Opredelim funkci¸ φ ∈ L_1(Ω_m × X, μ × ν) formuloæ φ(ω, x) = φ_{ω1} (x). Iz lemmy 2 legko sleduet,

qto φ ∘ T = φ, a znaqit, φ postoØnno poqti vs¸du, otkuda φ_1 =

φ_2 = · · · = φ_m = const, to est~ operator A_μ ffrgodiqen.

Teper~, obratno, predpoloßim, qto operator A_μ ffrgodiqen, i pokaßem, qto otobraßenie T ffrgodiqno. Pust~ funkciØ φ ∈

L_1(Ω_m × X, μ × ν) takova, qto φ ∘ T = φ. Poloßim φ_i =^1_{pi} ∫ C(i) φdμ. Predloßenie 10. φ1 = φ2 = · · · = φm =^∫_{Ωm×X} φdμdν.

Deæstvitel~no, soglasno lemme 2, imeem A_μ(φ_1, . . . , φ_m) =

(φ_1, . . . , φ_m), otkuda, v silu ffrgodiqnosti operatora A_μ, sleduet

predloßenie.

Teper~ pust~ i_1, . . . , i_k ∈ {1, . . . , m}. Poloßim φ_{i1...ik} = 1 μ(i_1 . . . i_k) ∫ C(i1...i_k) φdμ.

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 23

Lemma 3. Pust~ k ≥ 2. Togda φi_1...i_k = Ti_1 φi_2...i_k . Dokazatel~stvo. V silu ravenstva φ = φ ∘ T , imeem φ_{i1...ik} (x) = 1 μ(i_1 . . . i_k) ∫ C(i1...i_k) φ(σ_mω, T_{i1} x)dμ =

= 1 μ(i_1 . . . i_k) ∫ C(i2...i_k) φ(ω, T_{i1} x)dμ_{i1} =

= 1 μ(i_1 . . . i_k) ∫ C(i2...i_k) φ(ω, T_{i1} x)dμ_{i1} =

= 1 μ(i_1 . . . i_k) ∫ C(i2...i_k) p_{i1} a_{i1i2} p_{i2} φ(ω, T_{i1} x)dμ =

= 1 μ(i_2 . . . i_k) ∫ C(i2...i_k) φ(ω, T_{i1} x)dμ = T_{i1} φ_{i2...ik} . Lemma dokazana.

Iz predloßeniØ 10 i lemmy 3 vidno, qto esli A_n – σ-algebry, vvedennye v §3, to E(φ|A_n) = ∫ Ωm×X φdμdν, i, tak kak E(φ|An) → φ pri n → ∞, poluqaem, qto φ = ∫ Ωm×X φdμdν, qto i trebovalos~

dokazat~.

Deæstvie polugruppy, poroßdennoæ otobraßeniØmi T_1, . . . , T_m, budem nazyvat~ ffrgodiqnym po otnoxeni¸ k mere ν, esli vsØkaØ φ ∈ L_1(X, ν), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ φ = φ ∘ T_i pri vseh

i = 1, . . ., m, postoØnna ν-poqti vs¸du.

Iz teoremy 4 i lemmy 1 sleduet

Teorema 5. Pust~ μ – sil~no svØznaØ^∗ markovskaØ mera.

Pust~ (X, B_X , ν) – veroØtnostnoe prostranstvo, T_1, . . ., T_m : X → X – izmerimye otobraßeniØ, sohranØ¸wie meru μ.

Togda mera μ×ν ffrgodiqna dlØ otobraßeniØ kosogo proizvedeniØ T , opredelennogo formuloæ (3), esli i tol~ko esli polugruppovoe deæstvie (T_1, . . . , T_m) ffrgodiqno po otnoxeni¸ k mere ν.

7. �rgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ lokal~no svobodnyh polugrupp i grupp Teorema 2 moßet byt~ primenena k deæstviØm nekotoryh polugrupp s sootnoxeniØmi. V fftom paragrafe ffto proill¸stri-

24 A. I. BUFETOV rovano na primere lokal~no svobodnyh polugrupp i grupp. Lokal~no svobodnye polugruppy i gruppy (a takße bolee obwie lokal~nye gruppy) vvedeny Verxikom v [7] i izuqeny v rabotah [7, 6].

Napomnim (cm. [6, 7]), qto lokal~no svobodnoæ gruppoæ LF_{m+1} s m obrazu¸wimi {g_1, . . . , g_m} nazyvaetsØ gruppa, opredelennaØ sootnoxeniØmi g_ig_j = g_jg_i pri vseh i, j ∈ {1, . . ., m}, takih qto

|i−j| > 1. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ i lokal~no svobodnaØ polugruppa LFS_{m+1} s m obrazu¸wimi. Nemnogo neobyqnoe oboznaqenie – gruppa s m obrazu¸wimi zanumerovana indeksom

m + 1 – diktuetsØ analogieæ s gruppami kos, dlØ kotoryh pri-

nØty takie ße oboznaqeniØ; lokal~no svobodnye gruppy, kak pokazali A. M. Verxik, S. Neqaev i R. Bikbov [6], tesno svØzany s gruppami kos: s odnoæ storony, gruppy kos, oqevidno, faktory sootvetstvu¸wih lokal~no svobodnyh, a s drugoæ storony, vsØkaØ lokal~no svobodnaØ gruppa est~ podgruppa gruppy kos s tem ße qislom obrazu¸wih.

Rassmotrim takße cikliqeski lokal~no svobodnu¸ gruppu

CLF_{m+1} s m obrazu¸wimi {g_1, . . . , g_m}, opredelennu¸ sootnoxe-

niØmi g_ig_j = g_jg_i pri vseh i, j ∈ {1, . . . , m}, takih qto |i − j| ≠ 1

(mod m). Analogiqno opredelØetsØ i cikliqeski lokal~no svobodnaØ polugruppa CLFS_{m+1} s m obrazu¸wimi.

Razliqie meßdu gruppami LF_{m+1} i CLF_{m+1} sostoit v tom, qto v gruppe LF_{m+1} obrazu¸wie g_1 i g_m obrazu¸t svobodnu¸ gruppu, a v gruppe CLF_{m+1} ffti obrazu¸wie kommutiru¸t. Tem samym, gruppa CLF_{m+1} est~ faktor LF_{m+1} . Gruppa CLF_{m+1} udobnee svoeæ b&ol~xeæ simmetrieæ: vsØkaØ cikliqeskaØ perestanovka ee obrazu¸wih prodolßaetsØ do avtomorfizma gruppy.

Postavim polugruppe LFS_{m+1} v sootvetstvie topologiqesku¸ cep~ Markova s mnoßestvom sostoØniæ {1, . . . , m} i matriceæ perehodov M = (m_{ij} ), gde m_{ij} = 1, esli |i − j| ≤ 1 ili esli i ≤ j, i m_{ij} = 0 v protivnom sluqae. Mnoßestvo dopustimyh slov naxeæ cepi oboznaqim W_M ; mnoßestvo dopustimyh odnostoronnih beskoneqnyh posledovatel~nosteæ – Ω_M ; sdvig na Ω_M oboznaqim σ_M . DlØ vsØkogo dopustimogo slova w = w_1 . . . w_n oboznaqim g_w = g_{w1} . . . g_{wn} . Legko videt~, qto sootvetstvie w → g_w opredelØet biekci¸ meßdu W_M i polugruppoæ LFS_{m+1} . Dalee, legko videt~, qto u matricy M^m vse fflementy poloßitel~ny, a znaqit, dinamiqeskaØ sistema (Ω_M , σ_M ) obladaet topologiqe-

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 25 skim peremexivaniem. Ots¸da sleduet suwestvovanie borelevoæ veroØtnostnoæ σ_M -invariantnoæ markovskoæ mery μ, takoæ qto μ(w) > 0 dlØ vseh w ∈ W_M i tol~ko dlØ nih (naprimer, takova mera Parri). Kaskad (Ω_M , σ_M , μ) togda obladaet metriqeskim peremexivaniem, bolee togo, legko videt~, qto mera μ sil~no svØzna (dlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto graf Γ_μ polnost~¸ opredelØetsØ matriceæ M ). Teper~ predpoloßim, qto polugruppa LFS_{m+1} deæstvuet na veroØtnostnom prostranstve

(X, B_X , ν) sohranØ¸wimi meru otobraßeniØmi. Pust~ obrazu¸-

wemu g_i sootvetstvuet otobraßenie T_i. PrimenØØ teoremu 2 k otobraßeniØm T_1, . . . , T_m i mere μ, poluqaem ffrgodiqesku¸ teoremu dlØ deæstviØ polugruppy LFS_{m+1}.

AnalogiqnaØ konstrukciØ pozvolØet poluqit~ ffrgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ gruppy LF_{m+1} , a imenno, mnoßestvo sostoØniæ topologiqeskoæ cepi Markova, eæ sootvetstvu¸weæ, est~ {1, . . ., 2m}, gde sostoØniØ 1, . . . , m sootvetstvu¸t obrazu¸- wim g_1, . . . , g_m, a sostoØniØ m + 1, . . . , 2m – ih obratnym g^{−1}_1 , . . . ,

g^{−1}_m . Matrica perehoda N = (n_{ij}), i, j ∈ {1, . . . , 2m}, opredelØet-

sØ tak: n_{ij} = 1, esli |i − j| = 1 ili m + 1, a takße esli i < j, no |i − j| ≠ m; n_{ij} = 0 v protivnom sluqae. OpØt~ sootvetstvie

w → g_w zadaet biekci¸ meßdu mnoßestvom dopustimyh slov v

naxeæ cepi i gruppoæ LF_{m+1}. TopologiqeskaØ cep~ Markova s matriceæ N obladaet topologiqeskim peremexivaniem, pofftomu na mnoßestve dopustimyh posledovatel~nosteæ moßno opredelit~ stacionarnu¸ markovsku¸ meru, po otnoxeni¸ k kotoroæ vse dopustimye slova ime¸t poloßitel~nu¸ veroØtnost~, i kotoraØ pofftomu budet sil~no svØznoæ. ObrazuØ vremennye srednie s pomow~¸ fftoæ mery, poluqaem ffrgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ lokal~no svobodnyh grupp.

Sluqaæ cikliqeski lokal~no svobodnyh polugrupp i grupp malo qem otliqaetsØ.

DlØ polugruppy CLFS_{m+1} mnoßestvo sostoØniæ sootvetstvu- ¸weæ cepi Markova est~ {1, . . ., m}, a matrica perehodov Q =

(q_{ij}) opredelØetsØ tak: q_{ij} = 1, esli |i − j| = 1 (mod m) ili esli i ≤ j, i q_{ij} = 0 v protivnom sluqae. DlØ gruppy CLF_{m+1} mno-

ßestvo sostoØniæ cepi est~ {1, . . ., 2m}, a matrica R = (r_{ij}),

i, j ∈ {1, . . ., 2m}, opredelØetsØ tak: r_{ij} = 1, esli |i − j| = 1 (mod m), a takße esli i < j, no |i − j| ≠ m; n_{ij} = 0 v protiv-

nom sluqae. V oboih sluqaØh sootvetstvie w → g_w opredelØet

26 A. I. BUFETOV biekci¸ meßdu mnoßestvom dopustimyh slov markovskoæ cepi i (polu)gruppoæ; v oboih sluqaØh na dopustimyh posledovatel~- nostØh cepi moßet byt~ vvedena stacionarnaØ sil~no svØznaØ mera, obrazuØ vremennye srednie s pomow~¸ kotoroæ, poluqaem ffrgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ cikliqeski lokal~no svobodnyh polugrupp i grupp.

DlØ cikliqeski lokal~no svobodnyh polugrupp i grupp s neqetnym qislom obrazu¸wih moßno poluqit~ naibolee simmetriqnye teoremy.

Rassmotrim sperva sluqaæ polugruppy CLFS_{2m+2} s obrazu- ¸wimi {g_1, . . . , g_{2m+1}}. DlØ vsØkogo g ∈ CLFS_{2m+2} oboznaqim qerez |g| dlinu ego kratqaæxeæ zapisi kak slova v alfavite

{g_1, . . . , g_{2m+1}}. Pust~ N_j – qislo fflementov dliny j v CLFS_{2m+2}.

Teorema 6. Pust~ polugruppa CLFS 2m+2 deæstvuet na veroØt-

nostnom prostranstve (X, B_X , ν} otobraßeniØmi, sohranØ¸wimi meru ν. Pust~ T_g – otobraßenie, sootvetstvu¸wee fflementu g ∈ CLFS_{2m+2}. Togda dlØ vsØkoæ φ ∈ L_1(X, ν) naædetsØ funkciØ φ ∈ L_1(X, ν), takaØ qto 1 n n∑ j=1 1 N_j ∑ |g|=j φ ∘ T_g → φ ν-poqti vs¸du i v L_1(X, ν).

Esli p > 1 i φ ∈ L_p(X, ν), to shodimost~ imeet mesto takße i v L_p.

Esli mera μ sil~no svØzna, to φ = φ ∘ T_i, i = 1, . . ., m.

Deæstvitel~no, rassmotrim topologiqesku¸ cep~ Markova s sostoØniØmi {1, . . . , 2m + 1} i matriceæ perehodov S = (s_{ij} ), gde

s_{ij} = 1, esli |i − j| = 0, 1, . . ., m (mod 2m + 1), i s_{ij} = 0 v protivnom

sluqae. Oboznaqim, kak i ran~xe, mnoßestvo dopustimyh slov naxeæ cepi qerez W_S , prostranstvo dopustimyh posledovatel~- nosteæ qerez Ω_S . Legko videt~, qto opØt~ sootvetstvie w → g_w opredelØet biekci¸ meßdu mnoßestvom dopustimyh slov cepi s matriceæ S i polugruppoæ CLFS_{2m+2}, priqem slovo dliny n perehodit v fflement toæ ße dliny. Legko videt~, qto koliqestvo sostoØniæ, dostißimyh za odin xag iz nekotorogo sostoØniØ i, ne zavisit ot i. Pofftomu moßno tak vvesti stacionarnu¸ markovsku¸ meru μ na prostranstve Ω_S , qto vse dopustimye slova dannoæ dliny ravnoveroØtny, to est~, esli w ∈ W_S i |w| = n,

�RGODIQESKIE TEOREMY DL˚ GRUPPOVYH DE`STVI` 27 to μ(w) =^1_{Nj} . Pri fftom mera μ sil~no svØzna i sil~no svØzna^∗ (bolee togo, μ^∗ = μ).

Oboznaqim qerez T_i otobraßenie prostranstva X v sebØ, sootvetstvu¸wee obrazu¸wemu g_i, i primenim ffrgodiqesku¸ teoremu 2 k otobraßeniØm T_1, . . ., T_m i mere μ. Legko videt~, qto

C^μ_n (T )φ =^1_n^n ∑ j=1 1 N_j ∑ |g|=j φ ∘ T_g dlØ vsØkoæ φ ∈ L_1(X, ν), qto i zaver-

xaet dokazatel~stvo.

Analogiqnym obrazom moßno poluqit~ takoæ ße rezul~tat dlØ cikliqeski lokal~no svobodnyh grupp s neqetnym qislom obrazu¸wih.

A imenno, rassmotrim gruppu CLF_{2m+2} s obrazu¸wimi

{g_1, . . . , g_{2m+1}}. DlØ vsØkogo g ∈ CLF_{2m+2} oboznaqim qerez |g|

dlinu ego kratqaæxeæ zapisi kak slova v alfavite {g_1, . . . ,

g_{2m+1}, g^{−1}_1 . . . , g^{−1}_{2m+1}}. Pust~ N_j – qislo fflementov dliny j v CLF_{2m+2}.

Teorema 7. Pust~ gruppa CLF 2m+2 deæstvuet na veroØtnost-

nom prostranstve (X, B_X , ν} otobraßeniØmi, sohranØ¸wimi meru ν. Pust~ T_g – otobraßenie, sootvetstvu¸wee fflementu g ∈ CLFS_{2m+2}. Togda dlØ vsØkoæ φ ∈ L_1(X, ν) naædetsØ funkciØ φ ∈ L_1(X, ν), takaØ qto 1 n n∑ j=1 1 N_j ∑ |g|=j φ ∘ T_g → φ

ν-poqti vs¸du i v L_1(X, ν).

Esli p > 1 i φ ∈ L_p(X, ν), to shodimost~ imeet mesto takße i v L_p.

Esli mera μ sil~no svØzna, to φ ∘ T_i = φ, i = 1, . . ., m.

Literatura

1. M. Gromov, Hyperbolic groups. in: S. M. Gersten, Essays in Group Theory.

Springer-Verlag, 1987.

2. V. I. Oseledec, Markovskie cepi kosye proizvedeniØ i ffrgodiqeskie te-

oremy dlØ “obwih” dinamiqeskih sistem. — Teor. ver. i ee prim. 10,

˝ 3 (1965), 551–557.

3. S. Kakutani, Random ergodic theorems and Markoff processes with a stable distribution. — Proc. 2nd Berkeley Symp. Math. Stat. and Prob. (1951), 247–261.

4. H. R. Pitt, Some generalizations of the ergodic theorem. — Proc. Cambridge Phil.

Soc. 38 no. 4 (1942), 325–334.

28 A. I. BUFETOV

5. T. Bewley, Sur l’application des théorèmes ergodiques aux groupes libres: un contre example. — C. R. Acad. Sci. 270 no. 23 (1970), A1533–1534.

6. A. M. Vershik, S. Nechaev, R. Bikbov, Statistical properties of braid groups in locally free approxination. Preprint IHES/M/99/45 June 1999.

7. A. M. Verxik, Qislennye harakteristiki grupp i sootnoxeniØ meßdu

nimi. — Zap. nauqn. sem. POMI 256 (1999).

8. R. I. Grigorquk, Individual~naØ ffrgodiqeskaØ teorema dlØ deæstviæ

svobodnyh grupp. — Tezisy Tambovskoæ xkoly po teorii funkciæ

(1986).

9. R. I. Grigorquk, �rgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ svobodnyh grupp i

polugrupp. — Mat. zametki 5 (1999), 779–783.

10. A. Nevo, E. M. Stein, A generalization of Birkhoff’s pointwise ergodic theorem.

— Acta Math. 173 (1994), 135–154.

11. U. Krengel, Ergodic Theorems. Walter de Gruyter, 1985. 12. Yu. Kifer, Ergodic theory of random transformations. Birkhauser, 1986. 13. E. Hopf, The general temporally discrete Markov process. — J. Rat. Mech. Anal.

3 (1954), 13–45.

14. N. Dunford, J. T. Schwartz, Convergence almost everywhere of operator averages.

— J. Rat. Mech. Anal. 5 (1956), 129–178.

15. N. Dunford, J. T. Schwartz, Linear Operators I, II. Interscience Publ., 1958/1963.

16. A. N. XirØev, VeroØtnost~. Nauka, M., 1980.

17. A. I. Bufetov, �rgodiqeskie teoremy dlØ deæstviæ neskol~kih otobra-

ßeniæ. — Uspehi mat. nauk 54, ˝ 4 (1999).

Bufetov A. I. Skew products and ergodic theorems for group actions. We obtain new ergodic theorems for an action of the free semi-group on a probability space by measure-preserving maps. Our method consists in associating with the original semi-group action a skew product over the shift on the space of infinite one-sided sequences of generators of the semi-group, and then integrating Birkhoff–Khinchin ergodic theorems along the base of the skew product.

Postupilo 10 oktØbrØ 1999 g. Nezavisimyæ Moskovskiæ universitet