Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

A. M. Verxik

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP I LOKAL^NO SVOBODNA˚ APPROKSIMACI˚ GRUPPY KOS

1. Fundamental~noe neravenstvo

Pust~ G – sqetnaØ koneqno-poroßdennaØ gruppa, S = (g_1, . . . g_k,

g^{−1}_1 ,. . . g^{−1}_k ) – simmetriqnaØ sistema obrazu¸wih gruppy G, a μ

– simmetriqnaØ mera s nositelem S (t. e. μ[g_i] = μ[(g_i)^{−1}]) > 0). Opredelim tri konstanty, svØzannye s troækoæ (G, S, μ):

1. Logarifmiqeskiæ ob¨em. Pust~ Wn – mnoßestvo slov v

gruppe G dliny n v obrazu¸wih S (sfera radiusa n), a | · | – qislo fflementov v mnoßestve.

Opredelenie 1. Logarifmiqeskim ob¨emom gruppy G v zadannoæ

sisteme obrazu¸wih S nazovem qislo

v_S = lim_{n→∞} log |W_n| n . �ta konstanta izmerØet ffksponencial~nyæ rost qisla slov.

Ona horoxo izvestna i izuqalas~ vo mnogih rabotah.

Pust~ μ simmetriqnaØ mera na gruppe G c koneqnym nositelem i pust~ μ^n – ee n-Ø svertka.

2. Snos. Rassmotrim L(g) – dlinu fflementa (= minimal~noe qi-

slo simvolov v obrazu¸wih S v zapisi dannogo fflementa gruppy g). Opredelenie 2. Snosom dlØ dannoæ mery μ na gruppe nazyvaetsØ

qislo

l_μ = lim_{n→∞} E_μn L(g) n , gde E_ν – znak matematiqeskogo oßidaniØ otnositel~no mery ν.

Suwestvovanie snosa sleduet iz subadditivnoæ ffrgodiqeskoæ teoremy (sm. [2]), bolee togo, on suwestvuet dlØ poqti vseh

Pri qastiqnoæ podderßke RFFI, grant 99-01-00098. 51

52 A. M. VERXIK sluqaænyh posledovatel~nosteæ sootvetstvu¸wego markovskogo processa blußdaniØ s upravlØ¸weæ meroæ μ: (e, ḡ_{i1} , ḡ_{i1} · ḡ_{i2} , . . . ḡ_{i1} · ḡ_{i2} . . . ḡ_{in} , . . .). Zdes~ ḡ_i est~ libo g_i, libo g^{−1}_i i vse fflementy g_i vybira¸tsØ nezavisimo v sootvetstvii s meroæ μ.

3. �ntropiØ (sm. [1, 4]). Opredelim ffntropi¸ pary (G, μ). Opredelenie 3. �ntropieæ mery μ na gruppe G nazyvaetsØ qislo

h_μ = lim_{n→∞} H(μ^n) n , gde H(·) – obyqnaØ ffntropiØ atomiqeskoæ mery.

I vnov~ predel suwestvuet iz soobraßeniæ vypuklosti.

Teorema 1 (Fundamental~noe neravenstvo). V ukazannyh obozna-

qeniØh imeet mesto neravenstvo h_μ ≤ l_μ · v_S . �to neravenstvo bylo dokazano v toæ ße rabote [2]. Tam ße ime¸tsØ ssylki na ego qastnye sluqai, rassmotrennye ranee po drugim povodam (sm. takße [8]). V fftoæ rabote my usilim ego i dadim inu¸ interpretaci¸.

My budem rassmatrivat~ sil~no ffksponencial~nye gruppy, t. e. takie, dlØ kotoryh suwestvuet sistema obrazu¸wih S i simmetriqnaØ mera μ na neæ s poloßitel~noæ ffntropieæ h_μ > 0; iz fundamental~nogo neravestva v fftom sluqae sleduet, qto l > 0 i v > 0, t. e. qislo slov rastet ffksponencial~no. Poloßitel~- nost~ ffntropii vleqet ffksponencial~nost~, no ne vleqet amenabel~nost~ (sm. [4]), a ffksponencial~nost~ ne vleqet poloßitel~nost~ ffntropii. No poloßitel~nost~ ffntropii okazyvaetsØ ravnosil~noæ poloßitel~nosti l_μ > 0 – t. e. lineænosti srednego rosta dliny slova, ffto my uvidim dalee.

Udobno vvesti normirovannu¸ ffntropi¸ ili udel~nu¸ ffntropi¸ na odnu (“tipiqnu¸”) obrazu¸wu¸:

ĥ_μ = h^μ l_μ .

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP 53 Fundamental~noe neravenstvo prevratitsØ v sledu¸wee: ĥ_μ ≤ v_S . �ta forma fundamental~nogo neravenstva podqerkivaet shodstvo v_S s topologiqeskoæ ffntropieæ i interpretaci¸ fundamental~nogo neravenstva kak neravenstva meßdu metriqeskoæ i topologiqeskoæ ffntropiØmi. Niße my uvidim, v kakom smysle ffto verno.

Rassmotrim veliqinu

sup_μ h_μ ≡ h_S ,

gde supremum beretsØ po vsem simmetriqnym meram s nositelem S. Analogiqno opredelØetsØ veliqina l_S .

Lemma 1. Suwestvuet mera s nositelem S, dlØ kotoroæ reali-

zuetsØ supremum h_S veliqiny h_μ.

Deæstvitel~no, tak kak mnoßestvo S koneqno, to mnoßestvo simmetriqnyh mer na nem – kompaktno. �ntropiØ h_μ, kak moßno ubedit~sØ iz prostyh ocenok, privedennyh v [2], nepreryvno zavisit ot mery μ.

Poskol~ku razliqnye mery μ opredelØ¸t poparno vzaimnosingulØrnye bernullievskie mery na prostranstve beskoneqnyh slov (sm. sledu¸wiæ punkt), to nepreryvnost~ matematiqeskih oßidaniæ funkcionalov, zavisØwih ot n (takih kak normirovannaØ dlina slova), voobwe govorØ, ne imeet mesta. Pofftomu, poka neØsno, suwestvuet li mera, realizu¸waØ supremum l_S veliqin

l_μ, no dlØ dal~neæxego ffto nevaßno, tak kak iz predyduwego vid-

no, qto imeet mesto neravenstvo h_S ≤ l_S · v_S . Mera, kotoraØ realizuet supremum h_μ, nazyvaetsØ meroæ s maksimal~noæ ffntropieæ na dannoæ sisteme obrazu¸wih.

Stoit otmetit~, qto ravnomernaØ mera na S ne obØzatel~no ØvlØetsØ meroæ s maksimal~noæ ffntropieæ, tak kak obrazu¸wie mogut byt~ neravnopravny s toqki zreniØ opredelØ¸wih sootnoxeniæ. Esli ße tranzitivno deæstvu¸waØ na obrazu¸wih gruppa podstanovok prodolßaetsØ do avtomorfizma gruppy, to estestvenno predpoloßit~, qto ffto tak.

54 A. M. VERXIK

Nakonec, vvedem veliqinu q_S ≡ h_S l_S · v_S . Veliqina q_S zavisit tol~ko ot sistemy obrazu¸wih S i, kak my uvidim, ØvlØetsØ ee vaßnoæ harakteristikoæ.

Opredelenie 4. Sistema obrazu¸wih S v sil~no ffksponencial~-

noæ gruppe G nazyvaetsØ ffkstremal~noæ, esli veliqina q_S est~ maksimal~no vozmoßnoe znaqenie Q = sup q_S (supremum beretsØ po vsem koneqnym sistemam obrazu¸wih).

Iz neravenstva sleduet, qto Q ≤ 1. Voznikaet vozmoßnost~ sravneniØ sistem obrazu¸wih s pomow~¸ parametra q_S . Neizvestno, v kaßdoæ li koneqno-poroß-dennoæ gruppe suwestvuet ffkstremal~naØ sistema obrazu¸wih. Odnako vvedennoe vyxe qislo Q ØvlØetsØ netrivial~nym invariantom koneqno-poroßdennoæ sil~no ffksponencial~noæ gruppy.

Opredelenie 5. Gruppa nazyvaetsØ svobodno-podobnoæ, esli

Q = 1.

Smysl termina raz¨ØsnØetsØ iz sledu¸wego prostogo vyqisleniØ (sm. [4]).

V svobodnoæ gruppe s koneqnym qislom obrazu¸wih sistema svobodnyh obrazu¸wih ffkstremal~na, ravnomernaØ mera na obrazu¸wih imeet maksimal~nu¸ ffntropi¸, a Q = 1. ˚vnye znaqeniØ vseh treh konstant dlØ fftoæ mery takovy:

v = log(2k − 1), l = k − 1 k , h = (k − 1) · log(2k − 1) k . �ti podsqety horoxo izvestny. Netrudno ubedit~sØ v tom, qto koneqnye rasxireniØ svobodno-podobnyh grupp svobodnopodobny, pofftomu virtual~no svobodnye gruppy (koneqnye rasxireniØ svobodnyh grupp), i v qastnosti, svobodnoe proizvedenie cikliqeskih grupp, takße svobodno-podobno (napomnim, qto tol~ko svobodnoe proizvedenie dvuh grupp vtorogo porØdka ne ØvlØetsØ virtual~no-svobodnoæ gruppoæ).

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP 55 2. Prostranstvo beskoneqnyh slov-puteæ v grafe Kffli

My izuqaem statistiku slov v gruppe, granicy i dr. s pomow~¸ modeli beskoneqnyh slov. S toqki zreniØ sluqaænyh blußdaniæ ffta model~ rassmatrivaet priraweniØ markovskogo processa vmesto nego samogo. Takoæ podhod bliße k ffrgodiqeskoæ teorii i teorii mery.

Pust~ X^∞ – prostranstvo beskoneqnyh slov v alfavite S =

(g_1, . . .g_k, g^{−1}_1 , . . . g^{−1}_k ) – obrazu¸wih gruppy G. V terminah grafa

Kffli, sootvetstvu¸wego sisteme obrazu¸wih S, prostranstvo

X^∞ est~ prostranstvo beskoneqnyh svØznyh puteæ, naqina¸wih-

sØ iz edinicy gruppy, kaßdoe rebro fftogo puti est~ fflement S.

Esli μ – simmetriqnaØ mera na obrazu¸wih, to μ^∞ – bernullievskaØ (prodakt) mera na X^∞. Rassmotrim na (X^∞, μ^∞) posledovatel~nost~ izmerimyh razbieniæ [ξ_n] i [η_n], gde fflementy razbieniØ ξ_n est~ koneqnye mnoßestva, sostoØwie iz toqek

x ∈ X^∞, koordinaty kotoryh naqinaØ s nomera n + 1 sovpada¸t,

a fflementy razbieniØ η_n podrazbiva¸t kaßdyæ fflement razbieniØ ξ_n na podmnoßestva s odinakovym proizvedeniem pervyh n koordinat kak fflementov gruppy.

Oqevidno, qto kaßdoe razbienie ξ_n maßoriruet razbienie

η_n i qto posledovatel~nosti razbieniæ [ξ_n] i [η_n] – ubyva¸t,

t. e. vsØkiæ fflement razbieniØ ξ_{n+1} (sootv. η_{n+1}) est~ ob¨edinenie neskol~kih fflementov razbieniØ ξ_n (sootv. η_n). Inogda udobnee govorit~ o razbieniØh kak ob otnoxeniØh ffkvivalentnosti. V fftom smysle my imeem monotonnye posledovatel~nosti otnoxeniæ ffkvivalentnosti, shodØwiesØ k nekotoromu predel~nomu otnoxeni¸, odnako neobhodimo rassmatrivat~ ne samo predel~- noe otnoxenie, a ego izmerimu¸ oboloqku. DlØ posledovatel~- nosti [ξ_n] ona trivial~na, qto est~ klassiqeskiæ zakon nulØ– edinicy, a predel~noe razbienie (teoretiko-mnoßestvennoe pereseqenie razbieniæ) dlØ posledovatel~nosti [ξ_n] est~ “hvostovoe” razbienie – razbienie na klassy fflementov, ne sovpada¸- wih na proizvol~nom koneqnom qisle mest. Izmerimoe ße pereseqenie posledovatel~nosti [η_n] est~ osnovnoæ ob¨ekt rassmotreniØ. On, koneqno, zavisit ot gruppy i, voobwe govorØ, ot mery. �to pereseqenie, voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ invariantnym otnositel~no sdviga.

56 A. M. VERXIK

Opredelenie 6. Nazovem izmerimoe pereseqenie ∧_nη_n = π(G, μ) prostranstva (X^∞, μ^∞) graniqnym razbieniem, otveqa¸wim mere μ, a faktor-prostranstvo po nemu X^∞/π – metriqeskim absol¸- tom pary (G, μ). Obraz mery μ^∞ na faktor-prostranstve oboznaqim μ_π .

Termin svØzan s tem, qto dlØ gruppy dvißeniæ prostranstva Lobaqevskogo ffto absol¸t ploskosti. Bolee tradicionnoe nazvanie fftoæ granicy (v veroØtnostnoæ traktovke) – granicavyhod.

Drugoe vaßnoe semeæstvo razbieniæ stroitsØ sledu¸wim obrazom. Zafiksiruem dva natural~nyh qisla n, k i skaßem, qto dve toqki x, y ∈ X^∞ (n, k)-ffkvivalentny, esli proizvedenie pervyh n koordinat toqki x sovpadaet s proizvedeniem pervyh k koordinat toqki y, i dlØ vseh i, x_{n+i} = y_{k+i}. Tem samym opredeleno razbienie η_{n,k}. Pri n = k poluqaem razbieniØ η_n.

Izmerimoe pereseqenie vseh razbieniæ ∧_{n,k}η_{n,k} est~ po opredeleni¸ razbienie σ(G, μ), nazyvaemoe stacionarnym razbieniem, a faktor-prostranstvo po nemu nazovem stacionarnoæ graniceæ pary (G, μ) i oboznaqim Γ(G, μ). StacionarnaØ granica estestvenno otobraßaetsØ na absol¸t, tak kak stacionarnoe razbienie maßoriruetsØ graniqnym, niße my uvidim, qto ffto otobraßenie est~ izomorfizm.

Zametim ewe, qto teoretiko-mnoßestvennoe pereseqenie ∩_nη_n (to est~ predel~noe otnoxenie ffkvivalentnosti) est~ podrazbienie hvostovogo razbieniØ, postroennye razbieniØ π, σ analogiqny razbieniØm, sootvetstvenno, na traektorii gruppy finitnyh zamen koordinat i na traektorii polugruppy sdvigov (po Rohlinu).

StacionarnaØ granica Γ(G, μ) sovpadaet s graniceæ Puassona toæ ße pary (G, μ).

V teorii markovskih processov i operatorov tradicionno opredelenie granicy Puassona s pomow~¸ ponØtiØ μ-garmoni-qeskih funkciæ. A imenno, kaßdaØ toqka τ ∈ Γ(G, μ) granicy (v vyxeprivedennom smysle) opredelØet uslovnu¸ meru μ_τ na X^∞; funkciØ f_τ na gruppe G, znaqenie kotoroæ na fflemente g ∈ G

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP 57 ravno znaqeni¸ μ_τ (g) – t. e. mere cilindriqeskogo mnoßestva v

X^∞, sostoØwego iz toqek, proizvedenie pervyh koordinat koto-

ryh ravno g.

Privedennye opredeleniØ razbieniæ estestvenno obobwa¸tsØ. Pust~ S – proizvol~nyæ alfavit. DlØ kaßdogo n rassmotrim proizvol~noe razbienie θ^1_n prostranstva (X^∞, μ^∞), nezavisimoe s ξ_n, t. e. faktiqeski razbienie mnoßestva slov dliny n v abstraktnom alfavite S, pri fftom pri raznyh n oni soglasovany sledu¸wim obrazom: na slovah dliny n + k s odinakovymi naqalami (ili koncami) dliny k razbienie θ^1_{n+k} induciruet na ostavxeæsØ qasti slov razbienie θ^1_n. Teper~ postroim razbienie

θ_n kak proizvedenie θ^1_n i ξ_n. Iz privedennogo usloviØ vytekaet,

qto posledovatel~nost~ [θ_n] – ubyva¸waØ i qto θ_n maßoriruet ξ_n. V takoe obobwenie popada¸t polugruppy, associativnye sistemy i nekotorye formal~nye grammatiki.

Pereædem k interpretacii vvedennyh qislennyh konstant v terminah naxeæ modeli.

Preßde vsego, kaßdoe iz razbieniæ η_n est~ prØmoe proizvedenie razbieniØ η^1_n naqal~nyh otrezkov (do n) na klassy po proizvedeniØm pervyh n koordinat i razbieniØ ξ_n. Pofftomu qislo slov dliny n est~ qislo fflementov razbieniØ η^1_n, a ffntropiØ fftogo razbieniØ i est~ ffntropiØ H(μ^n), sm. p. 1. Razbienie η^1 est~ cilindriqeskoe razbienie po pervoæ koordinate. Qto kasaetsØ interpretacii snosa, to v kaßdom fflemente razbieniØ

η^1_n est~ slovo minimal~noæ dliny, sledovatel~no, ffto oprede-

lØet funkci¸ dliny L_n na X^∞, i ee matematiqeskoe oßidanie est~ srednØØ dlina slova, a ee normirovannyæ na n predel i est~ snos. �ta interpretaciØ delaet soverxenno ponØtnym fundamental~noe neravenstvo, faktiqeski, ffto povtorenie dokazatel~stva iz [4].

Teorema 2 [4]. Sledu¸wie predloßeniØ ffkvivalentny:

1. Metriqeskiæ absol¸t Γ(μ) sostoit iz odnoæ toqki; inaqe govorØ, razbienie π(μ) prostranstva (X^∞, μ^∞) trivial~no.

2. �ntropiØ obrawaetsØ v nul~: h_μ = 0.

3. Matematiqeskoe oßidanie logarifma veroØtnosti slova po mere μ^n rastet medlennee n (sublineæno).

4. Snos raven nul¸: l_μ = 0, t. e. srednØØ po meram μ^n dlina slov rastet sublineæno.

5. StacionarnaØ granica trivial~na.

58 A. M. VERXIK

Dokazatel~stvo. �kvivalentnost~ 1 ←→ 2 dokazana v [4].

Osnovnoæ zdes~ ØvlØetsØ sledu¸waØ formula:

h_μ = H(ξ^1 ) − H(ξ^1|π),

vyteka¸waØ iz svoæstv h_μ.

�kvivalentnost~ 2 ←→ 3 est~ analog teoremy Xennona, dokazannyæ tam ße: ffntropi¸ moßno vyqislØt~ na traektoriØh kak predel normirovannyh logarifmov veroØtnosteæ.

ImplikaciØ 4 −→ 2 est~ prØmoe sledstvie fundamental~nogo neravenstva.

Vyvod utverßdeniØ 2 −→ 4 my otloßim do bolee podrobnoæ publikacii (sm. takße [9]). Qto ße kasaetsØ ffkvivalentnosti svoæstv 1 i 5, to imeet mesto bolee obwee utverßdenie:

Metriqeskiæ absol¸t i stacionarnaØ granica – sovpada¸t. Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ povtorØet horoxo izvestnoe rassußdenie iz teorii stacionarnyh markovskih cepeæ: vsØkaØ aperiodiqeskaØ markovskaØ cep~ s koneqnym mnoßestvom sostoØniæ regulØrna, t. e. granica-vyhod trivial~na. Aperiodiqnost~ oznaqaet otsutstvie razbieniØ mnoßestva sostoØniæ na podklassy, kotorye sdvig determinirovanno perestavlØet. �to utverßdenie ostaetsØ vernym dlØ sqetnogo mnoßestva sostoØniæ i sigma-koneqnoæ invariantnoæ naqal~noæ mery, kak v naxem sluqae. Aperiodiqnost~ est~ ffrgodiqnost~, t. e. trivial~- nost~ stacionarnoæ granicy, i sledovatel~no, ffto vleqet trivial~nost~ granicy-vyhod, t. e. metriqeskogo absol¸ta. Zametim, qto dlØ kontinual~nogo prostranstva sostoØniæ ffta svØz~ ne imeet mesta, izvestny primery ffrgodiqeskih neregulØrnyh markovskih cepeæ s nepreryvnym mnoßestvom sostoØniæ.

Zameqanie. Po povodu ffkvivalentnosti 1 ←→ 2 zametim sledu-

¸wee: tot fakt, qto ffntropiØ ravna nul¸, esli i tol~ko esli faktor-prostranstvo trivial~no, obobwaet svoæstvo polnoæ poloßitel~nosti ffntropii avtomorfizma Bernulli. Deæstvitel~- no, esli by razbienie π bylo by invariantnym otnositel~no sdviga, to naxe utverßdenie bylo by prØmym sledstviem polnoæ poloßitel~nosti ffntropii. �to delaet interesnym obwiæ vopros o tom, dlØ kakih klassov neinvariantnyh otnositel~no sdviga razbieniæ ravenstvo nul¸ predela normirovannyh ffntropiæ razbieniæ, approksimiru¸wih dannoe razbienie iz fftogo klassa, ravnosil~no ego trivial~nosti.

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP 59 3. Lokal~no svobodnye gruppy

V rabote [5] vyqisleny, toqnee, dany ocenki vseh treh konstant v, l, h dlØ lokal~no svobodnoæ gruppy i ravnomernoæ mery na estestvennyh obrazu¸wih. Privedem ffti otvety. Napomnim, qto lokal~no svobodnaØ gruppa LF_n est~ gruppa s n −1 obrazu¸- wimi i sootnoxeniØmi: sosednie obrazu¸wie obrazu¸t svobodnu¸ gruppu, a ostal~nye pary kommutiru¸t. �ta gruppa nakryvaet gruppu kos oqevidnym obrazom i soderßitsØ v gruppe kos kak gruppa, poroßdennaØ kvadratami standartnyh obrazu¸wih gruppy kos.

Teorema 3. DlØ lokal~no svobodnoæ gruppy s dvumØ i bolee obrazu-

¸wimi fundamental~noe neravenstvo ØvlØetsØ strogim (t. e. ne ØvlØetsØ ravenstvom).

Osobennost~ postanovki voprosov dlØ lokal~no svobodnoæ gruppy i bolee obwo – lokal~nyh grupp [6], v qastnosti, gruppy kos, v special~nom interese k asimptotike po qislu obrazu¸wih. OkazyvaetsØ, takoæ koneqnyæ predel suwestvuet dlØ kaßdoæ iz treh konstant. My privedem sootvetstvu¸wie ocenki. Zametim snaqala, qto kaßdaØ iz grupp imeet svo¸ “poloßitel~nu¸” polugruppu LF^+_n , poroßdennu¸ poloßitel~nymi stepenØmi obrazu¸wih, kotoraØ slußit bazoæ dlØ predvaritel~- nyh ocenok.

Teorema 4. V predele po qislu obrazu¸wih n → ∞

1. Logarifmiqeskiæ ob¨em raven dlØ LF^+_n

v = log 4 + O(n^{−1}), dlØ LF_n v = log 7 + O(n^{−1}).

2. Snos dlØ LF_n raven l = 2 − α 3 − α , gde konstanta |α| < 1/2, t. e. 3/5 < l < 5/7. (Snos dlØ polugruppy raven l = 1, tak kak v LF^+_n net sokraweniæ).

60 A. M. VERXIK

3. �ntropiØ ravna dlØ LF^+_n –

h = log 3 + O(n^{−1}),

a dlØ LF_n – h = log(3 − α) + O(n^{−1}).

Takim obrazom, fundamental~nye neravenstva v oboih sluqa- Øh strogie pri dostatoqno bol~xih n: dlØ LF^+_n

log 3 < log 4,

a dlØ LF_n

log(3 − α) < 2 − α 3 − α · log 7

dlØ |α| < 1/2. Takim obrazom, konstanta q iz punkta 1 ravna q = (3 − α) log(3 − α) (2 − α) log 7 < 1. �ti podsqety ves~ma netrivial~ny i ispol~zu¸t teoremy, citirovannye v predyduwem punkte – analog teoremy Xennona i dr., a takße vaßnu¸ geometriqesku¸ model~ slov lokal~no svobodnoæ gruppy, tak nazyvaemye grudy (heap), i estestvennu¸ normal~nu¸ formu v fftoæ gruppe. S pomow~¸ beskoneqnyh grud moßno opisat~ granicu (absol¸t) lokal~no svobodnoæ gruppy.

Opredelenie 7. DlØ grupp kos takße imeet mesto strogoe fun-

damental~noe neravenstvo.

�to sleduet iz sootnoxeniæ meßdu gruppami kos i lokal~- no svobodnymi gruppami, ukazannymi vyxe. Odnako, opisanie granicy dlØ lokal~no svobodnoæ gruppy ne pomogaet Øvnomu nahoßdeni¸ granicy dlØ gruppy kos – v otliqie ot nee, v gruppe kos ni dlØ odnoæ izvestnoæ normal~noæ formy net stabilizacii simvolov v zapisi sluqaænyh slov.

Sledstviem togo, qto neravenstvo strogoe, ØvlØetsØ sledu¸- wee dovol~no neoßidannoe obstoØtel~stvo: sluqaænaØ generaciØ fflementov gruppy s pomow~¸ posledovatel~nyh proizvedeniæ n nezavisimyh obrazu¸wih daet (s rostom n) lix~ ffksponencial~- no malu¸ qast~ vseh fflementov gruppy sootvetstvu¸weæ dliny l · n. �tot praktiqeskiæ vyvod pokazyvaet, qto vybor obrazu-

¸wih s naibol~xeæ konstantoæ q iz punkta 1 ØvlØetsØ ves~ma

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP 61 aktual~nym dlØ praktiki. No daße dlØ dostatoqno horoxo izuqennoæ lokal~no svobodnoæ gruppy my do sih por ne znaem, est~ li v neæ obrazu¸wie, dlØ kotoryh ffta konstanta luqxe, qem dlØ estestvennyh obrazu¸wih, i tem bolee neizvestno, ØvlØetsØ li ffta gruppa svobodno-podobnoæ, t. e. est~ li obrazu¸wie, dlØ kotoryh Q = q = 1.

4. SvobodnaØ razreximaØ gruppa

Po rØdu priqin interesno rassmotret~ s toæ ße toqki zreniØ svobodnye razreximye gruppy. �ti gruppy podrobno izuqalis~ algebraistami v 60–70-h gg. (v rabotah Holla, Magnusa, Xmel~- kina i dr.), odnako, oni ewe ne stali predmetom issledovaniØ s toqki zreniØ sluqaænyh blußdaniæ. No oqen~ blizkie k nim gruppy-spleteniØ voxli v krug primerov dovol~no davno, povidimomu, posle raboty [3] i raboty [4] (hotØ tam oni ne nazvany spleteniØmi), v posledneæ rassmatrivalis~ spleteniØ Z^d,

d ≥ 3, i Z, kotorye da¸t primer razreximyh grupp s netrivi-

al~noæ graniceæ – metriqeskim absol¸tom. Nedavno spleteniØ dali primer promeßutoqnogo rosta snosa (meßdu lineænym i kvadratnym kornem, A. D¸bina).

Teper~ stanovitsØ Øsnym, qto svobodnye razreximye gruppy ØvlØ¸tsØ bolee estestvennym klassom primerov.

Zdes~ my dadim novu¸, naskol~ko izvestno, geometriqesku¸ traktovku svobodnoæ razreximoæ gruppy. RØd drugih voprosov, svØzannyh s fftoæ gruppoæ, rassmotren sovmestno so studentom S. Dobryninym i budet opisan v drugoæ rabote.

Rassmotrim svobodnu¸ razreximu¸ gruppu stupeni 2 –

Sol_{r,2} = Sol_r s r obrazu¸wimi. Ee kommutant est~ abeleva grup-

pa s beskoneqnym qislom obrazu¸wih, kotorye moßno zanumerovat~ fflementami d-mernoæ rexetki, a imenno – ffto obrazy kommutatorov [x_i, x_j], i, j = 1 . . . r, i ≠ j, ishodnyh obrazu¸wih pod deæstviem vnutrennih avtomorfizmov, opredelØemyh monomami x^{k1}_1 ẋ^{k2}_2 . . . x^{kr}_r (porØdok somnoßiteleæ nesuwestvennen, tak kak vnutrenniæ avtomorfizm, kak netrudno proverit~, opredelØetsØ lix~ stepenØmi peremennyh i ne zavisit ot ih porØdka).

Pofftomu gruppa Sol_r izomorfna rasxireni¸ fftoæ abelevoæ gruppy s pomow~¸ gruppy Z^r i nekotorogo 2-kocikla. DlØ r = 2 kommutant polnost~¸ opredelen, tak kak meßdu opisannymi obrazu¸wimi kommutanta net nikakih sootnoxeniæ (krome kom-

62 A. M. VERXIK mutirovaniØ), no pri bol~xem qisle obrazu¸wih opisanie stanovitsØ sloßnym, tak kak meßdu kommutatorami poØvlØ¸tsØ sootnoxeniØ. Odnako, est~ prØmoæ sposob opisaniØ kommutanta, zaimstvovannyæ iz teorii kubiqeskih gomologiæ [7]. On ße pozvolØet legko opisat~ kocikl.

Budem ponimat~ rexetku kak topologiqeskoe prostranstvo, a imenno, sovokupnost~ vseh sdvigov koordinatnyh oseæ na celoqislennye vektory. Rassmotrim additivnu¸ gruppu B_r zamknutyh 1-ciklov na rexetke Z^r (sm. niße) kak na odnomernom komplekse. Ee obrazu¸wimi ØvlØ¸tsØ fflementarnye cikly (plakety po fiziqeskoæ terminologii ili standartnye 1-cikly v smysle teorii kubiqeskih gomologiæ [7]) t. e. cikly, obhodØwie odin kvadrat rexetki. Obhod kvadrata s verxinami (0, e_i, e_i + e_j , e_j) v ukazannom porØdke, gde e_i, e_j – koordinatnye orty, nazovem fflementarnym (i, j)-koordinatnym ciklom. Na gruppe ciklov B_r estestvenno deæstvuet sdvigami gruppa Z^r. VsØkiæ fflementarnyæ cikl est~ sdvig odnogo iz koordinatnyh fflementarnyh ciklov.

Opredelim 2-kocikl α(·, ·) gruppy Z^r so znaqeniØmi v gruppe ciklov B_r. Toqnee, my srazu opredelØem klass kogomologiæ kociklov. DlØ kaßdogo fflementa v ∈ Z^r opredelim proizvol~nyæ svØznyæ put~ τ_v, soedinØ¸wiæ nul~ s fflementom v (“put~”, kak i “rexetka”, ponimaetsØ bukval~no: put~ – nepreryvnoe otobraßenie poluprØmoæ v rexetku, perevodØwee celye toqki v celoqislennye vektora). Togda para (v, w) fflementov opredelØet cikl

α(v, w) ∈ B_r, sostavlennyæ iz treh puteæ: (τ_v, v + τ_w, −τ_{v+w}). �tot cikl, rassmatrivaemyæ kak fflement B_r, i est~ znaqenie 2-kocikla α(v, w).

Lemma 2. Razliqnye vybory sistemy puteæ v → τv privodØt k

kogomologiqnym kociklam.

Oboznaqim klass kogomologiæ postroennogo kocikla qerez ᾱ.

Teorema 5. Rasxirenie gruppy ciklov Br pri pomowi gruppy

sdvigov Z^r i klassa kogomologiæ ᾱ kanoniqeski izomorfna svobodnoæ razreximoæ gruppe stupeni 2 s r obrazu¸wimi Sol_r . Pri fftom izomorfizme kommutant izomorfno perehodit v kommutant, pri-

QISLENNYE INVARIANTY �KSPONENCIAL^NYH GRUPP 63 qem obraz fflementarnogo (i, j)-koordinatnogo cikla est~ kommutator obrazu¸wih [x_i, x_j].

Takim obrazom, svobodnaØ razreximaØ gruppa vtoroæ stupeni est~ prosto rasxirenie gruppy ciklov rexetki s pomow~¸ gruppy sdvigov rexetki i estestvennogo klassa kogomologiæ. Po-vidimomu, H^2(Z^r; B_r) = Z, qto oznaqalo by, qto nax kocikl edinstvennyæ s toqnost~¸ do mnoßitelØ.

Zametim, qto ffta konstrukciØ dopuskaet dalekie obobweniØ. Voprosy, svØzannye s vyqisleniem konstant dlØ svobodnyh razreximyh grupp, takße budut rassmotreny v otdel~noæ rabo- te. Literatura

1. A. Avez, Entropie des groupes de type fini. — C. R. Acad. Sci. Paris 275A (1972), 1363–1366.

2. A. Verxik, Qislennye harakteristiki grupp i sootnoxeniØ meßdu nimi. — Zap. nauq. sem. POMI 256 (1999), 5–18.

3. A. Verxik, Sqetnye gruppy, blizkie k koneqnym. — V kn.: V kn.:

F. Grinlif, Invariantnye srednie na gruppah. M., Mir, 1973.

4. V. Kaimanovich, A. Vershik, Random Walks on Discrete Groups: Boundary and Entropy. — Ann. Prob. 11 no. 3 (1983), 457–490.

5. R. Bikbov, S. Nechaev, A. Vershik, Statistical properties of braid groups in locally free approximation. — Preprint IHES/M/99/45, Juin 1999. 1–31.

6. A. Vershik, Local algebras and new version of Young’s orthogonal form. — Banach Center Publ. PWN-Polish Sci. Publ. 26, part 2 (1990), 467–473.

7. P. Hilton, S. Uaæli, TeoriØ gomologiæ. M., 1966.

8. V. Kaimanovich, Hausdorf dimension of the harmonic measure an frees. — Erg.

Th. Dyn. Syst. 18 no. 3 (1998), 60–63.

9. N. Varopoulos, Long range estimates for Markov chains. — Bull. Sci. Math.

2(109) (1985).

Vershik A. M. Numerical invariants of exponential groups and locally free approximation of the braid group.

We continue the studying of the numerical constants of the countable groups, like entropy, escape and logariphmic volume. We give examples of the groups for which fundamental inequality is strict.

Postupilo 9 sentØbrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN