Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

D. V. Karpov, A. V. Pastor

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA

1. Vvedenie. Osnovnye opredeleniØ

PonØtie verxinnoæ k-svØznosti moßno rassmotret~ kak obobwenie ponØtiØ svØznosti. Deæstvitel~no, k-svØznyæ graf – ffto graf, soderßawiæ kak minimum k + 1 verxinu, v kotorom pri udalenii l¸byh k − 1 verxin sohranØetsØ put~ meßdu l¸bymi dvumØ ostavximisØ verxinami. Pri k = 1 my poluqaem opredelenie svØznogo grafa. Mnogie utverßdeniØ, vernye dlØ svØznyh grafov, moßno obobwit~ na k-svØznye grafy. Odnako analog trivial~nogo dlØ svØznosti utverßdeniØ qasto okazyvaetsØ soderßatel~nym. Prosteæxim primerom moßet byt~ teorema Mengera, utverßda¸waØ, qto v k-svØznom grafe meßdu l¸bymi dvumØ verxinami suwestvuet k ne pereseka¸wihsØ po verxinam puteæ. V qastnom sluqae k = 1 ffta soderßatel~naØ teorema stanovitsØ trivial~noæ.

Rassmotrim drugoæ primer. Legko videt~, qto iz l¸bogo svØznogo grafa moßno udalit~ verxinu bez poteri svØznosti. Bolee togo, dlØ l¸bogo svØznogo grafa moßno opisat~ vse verxiny, udalenie kotoryh ne vedet k potere svØznosti – ffto verxiny, ne ØvlØ¸wiesØ toqkami soqleneniØ.

Vopros ob udalenii verxiny iz k-svØznogo grafa bez poteri k-svØznosti ØvlØetsØ namnogo bolee soderßatel~nym. Suwestvu¸t k-svØznye grafy, kotorye pri udalenii l¸boæ verxiny peresta¸t byt~ k-svØznymi (takie grafy nazyva¸tsØ kritiqeskimi k-svØznymi). V 1972 godu G. Chartrand, A. Kaugars i D. R. Lick [3] dokazali, qto v l¸bom k-svØznom grafe, vse stepeni verxin kotorogo ne menee, qem^{3k−1}_2 , suwestvuet verxina, pri udalenii kotoroæ sohranØetsØ k-svØznost~. NastoØwu¸ rabotu moßno rassmatrivat~ kak prodolßenie issledovaniæ, naqatyh v [3].

Avtory vyraßa¸t priznatel~nost~ RFFI za podderßku issledovaniæ. 76

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 77 PonØtie bloka dlØ svØznogo grafa ØvlØetsØ horoxo izvestnym. Svoæstva blokov moßno naæti v [1, str. 41–46] i [2, str. 105–121]. V razdele 3 budet opredeleno ponØtie bloka dlØ k-svØznogo grafa i postroeno derevo blokov k-svØznogo grafa. �ti konstrukcii ØvlØ¸tsØ obobweniem klassiqeskih konstrukciæ na sluqaæ k > 1 i oblada¸t interesnymi svoæstvami. V qastnosti, s pomow~¸ ponØtiØ bloka budet dano opisanie vseh verxin k-svØznogo grafa, pri udalenii kotoryh sohranØetsØ ksvØznost~.

V nastoØweæ rabote takße issleduetsØ vopros ob odnovremennom udalenii neskol~kih verxin bez poteri k-svØznosti.

1.1. Komponenty i razdelØ¸wie mnoßestva. Rassmotrim ksvØznyæ graf G = (V, E).

Opredelenie 1. Nazovem mnoßestvo R verxin grafa G razdelØ¸wim, esli pri udalenii fftih verxin iz grafa terØetsØ svØznost~. V sluqaØh, kogda neobhodimo ukazat~ koliqestvo fflementov razdelØ¸wego mnoßestva, my budem nazyvat~ razdelØ¸wee mnoßestvo iz x verxin x-razdelØ¸wim. Operaci¸ udaleniØ iz grafa razdelØ¸wego mnoßestva R (v rezul~tate kotoroæ poluqaetsØ neskol~ko komponent) my budem nazyvat~ razrezom po mnoßestvu R.

Budem govorit~, qto razdelØ¸wee mnoßestvo R grafa G razdelØet nabor verxin X, esli pri udalenii mnoßestva R ne vse neudalennye verxiny nabora X okaßutsØ v odnoæ komponente svØznosti.

Po opredeleni¸, v k-svØznom grafe net (k − 1)-razdelØ¸wego mnoßestva. Esli v grafe G net k-razdelØ¸wego mnoßestva, to pri udalenii l¸boæ iz verxin sohranitsØ k-svØznost~. Pust~ v rassmatrivaemom grafe est~ k-razdelØ¸wie mnoßestva. Togda dlØ kaßdogo k-razdelØ¸wego mnoßestva rassmotrim vse komponenty svØznosti, kotorye obrazu¸tsØ pri razreze po dannomu k-razdelØ¸wemu mnoßestvu. DlØ udobstva budem nazyvat~ takie komponenty svØznosti prosto komponentami. Netrudno zametit~, qto dlØ l¸boæ komponenty odnoznaqno opredeleno krazdelØ¸wee mnoßestvo, pri razreze po kotoromu ffta komponenta obrazuetsØ.

Opredelenie 2. Nazovem komponentu minimal~noæ, esli ona ne

78 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR soderßit nikakoæ drugoæ komponenty (obrazovavxeæsØ v rezul~- tate razreza po kakomu-libo razdelØ¸wemu mnoßestvu).

Opredelenie 3. 1) Budem nazyvat~ k-svØznyæ graf G neraswepimym, esli kaßdaØ ego komponenta sostoit ne menee, qem iz^{k+1}_2 verxin.

2) Budem nazyvat~ k-svØznyæ graf G slabo neraswepimym, esli u grafa G ne suwestvuet komponenty H, sostoØweæ menee, qem iz^{k+1}_2 verxin, i k-razdelØ¸wego mnoßestva R, takih qto H ⊂ R.

Netrudno zametit~, qto vsØkiæ k-svØznyæ graf, stepeni verxin kotorogo ne menee^{3k−1}_2 , ØvlØetsØ neraswepimym, a vsØkiæ neraswepimyæ k-svØznyæ graf ØvlØetsØ slabo neraswepimym.

Oqevidno, qto v l¸bom k-svØznom grafe suwestvu¸t minimal~nye komponenty i, bolee togo, vnutri kaßdoæ komponenty est~ minimal~naØ. Niße budet dokazano, qto v slabo neraswepimom k-svØznom grafe nikakie dve minimal~nye komponenty ne pereseka¸tsØ.

V [3] dokazano, qto iz neraswepimogo k-svØznogo grafa, moßno udalit~ bez poteri k-svØznosti l¸bu¸ verxinu iz naimen~xeæ po koliqestvu verxin komponenty (ffto naibolee sil~naØ formulirovka dokazannogo v [3] rezul~tata). V teoreme 1 my dokaßem, qto iz slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa, moßno udalit~ bez poteri k-svØznosti l¸bu¸ verxinu l¸boæ minimal~noæ komponenty. V teoreme 5 my dokaßem ewe bolee sil~nyæ rezul~tat. Tem samym, my usilim rezul~taty iz [3].

Pust~ k-razdelØ¸wee mnoßestvo R delit k-svØznyæ graf G na n komponent G_1, G_2, . . . , G_n. V razdele 2.2 rassmatrivaetsØ vopros ob odnovremennom udalenii verxin iz fftih komponent bez poteri k-svØznosti (teoremy 2 i 3). �tot vopros analogiqen voprosu ob odnovremennom udalenii reber iz raznyh komponent bez poteri k-svØznosti, kotoryæ postavil R. Halin v [4]. V teoreme 4 dokazano, qto dlØ slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh odnovremennoe udalenie po odnoæ verxine iz raznyh minimal~nyh komponent ne vedet k potere k-svØznosti. V teoreme 7 my usilim fftot rezul~tat.

V razdele 3 stroitsØ derevo blokov k-svØznogo grafa. Postroenie dereva blokov, voobwe govorØ, neodnoznaqno, odnako, v sluqae slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa meßdu blokami, vhodØwimi v raznye derev~Ø blokov, moßno ustanovit~ vzaimno-

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 79 odnoznaqnoe sootvetstvie tak, qto sootvetstvu¸wie bloki budut izomorfny, a mnoßestva ih vnutrennih verxin budut sovpadat~.

2. Udalenie verxin iz minimal~nyh komponent

2.1. Udalenie odnoæ verxiny. Pust~ G – k-svØznyæ graf. Naqnem s izuqeniØ svoæstv ego razdelØ¸wih mnoßestv i minimal~- nyh komponent.

Opredelenie 4. Rassmotrim komponentu Gi i k-razdelØ¸wee mnoßestvo R, kotoroe ee otdelØet. Dobavim k G_i vse verxiny mnoßestva R i rebra, vyhodØwie ot nih k verxinam G_i v grafe G, a takße vse rebra meßdu verxinami mnoßestva R (daße esli takih reber net v grafe G). Oboznaqim poluqennyæ graf qerez G^∗_i .

Lemma 1. Pust~ R – k-razdelØ¸wee mnoßestvo v k-svØznom grafe G, a G_0 – odna iz komponent, obrazovannaØ pri razreze G po R. Pust~ T – razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe G^∗_0. Togda T ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom i v grafe G.

Dokazatel~stvo. Pust~ A i B – dve verxiny, popavxie pri razreze G^∗_0 po mnoßestvu T v raznye komponenty. Odnako, v grafe G posle udaleniØ T sohranilsØ put~ S meßdu A i B. Esli ves~ fftot put~ prohodit po verxinam mnoßestva G^∗_0, to posle udaleniØ T v G^∗_0 est~ put~ meßdu A i B, qto protivoreqit predpoloßeni¸. Sledovatel~no, u puti S est~ uqastok, prohodØwiæ vne G^∗_0. Rassmotrim takoæ uqastok meßdu verxinami C i D. Zametim, qto verxiny grafa G, ne prinadleßawie G^∗_0, ne mogut byt~ smeßny s verxinami G_0, poskol~ku pri razrezanii po mnoßestvu R oni okazyva¸tsØ v raznyh komponentah. Sledovatel~no verxiny C i D dolßny prinadleßat~ mnoßestvu R, a znaqit v grafe G^∗_0 oni soedineny rebrom, na kotoroe moßno zamenit~ uqastok puti meßdu verxinami C i D. Postupiv analogiqno s drugimi uqastkami puti, vyhodØwimi za predely G^∗_0, my poluqim put~ meßdu A i B, prohodØwiæ vnutri G^∗_0 (posle udaleniØ mnoßestva T ), qto protivoreqit uslovi¸. Sledovatel~no, T ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom i v grafe G. �

Lemma 2. Rassmotrim proizvol~nyæ k-svØznyæ graf G. VypolnØ- ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

1) DlØ l¸boæ komponenty G_0 graf G^∗_0 ØvlØetsØ k-svØznym.

80 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR

2) Komponenta G_0 minimal~na togda i tol~ko togda, kogda graf G^∗_0 ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym.

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ G^∗_0 ne ØvlØetsØ k-svØznym grafom. Togda v nem est~ (k − 1)-razdelØ¸wee mnoßestvo T , kotoroe po lemme 1 ØvlØetsØ (k − 1)-razdelØ¸wim i v grafe G, qto nevozmoßno iz k-svØznosti fftogo grafa.

2) Pust~ dlØ nekotoroæ minimal~noæ komponenty G_0 graf G^∗_i ne ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym. Sledovatel~no, v G^∗_0 suwestvuet krazdelØ¸wee mnoßestvo T . Pust~ pri udalenii fftogo mnoßestva obrazovalis~ komponenty H_1, H_2, . . . , H_m (gde m ≥ 2). Poskol~- ku vse verxiny iz R v grafe G^∗_0 soedineny rebrami, suwestvuet komponenta H_i, v kotoru¸ ni odna iz nih ne popala. No togda H_i ØvlØetsØ komponentoæ grafa G, leßaweæ vnutri G_0, qto protivoreqit minimal~nosti G_0. Sledovatel~no, graf G^∗_0 ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym.

Naoborot, pust~ graf G^∗_0 ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym, no komponenta G_0 soderßit komponentu H. Poskol~ku k-razdelØ¸wee mnoßestvo, otdelØ¸wee G_0, otdelØet i vse verxiny komponenty H, to k-razdelØ¸wee mnoßestvo komponenty H soderßitsØ v G^∗_0, qto protivoreqit (k + 1)-svØznosti grafa G^∗_0. �

Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf. Pristupim k dokazatel~stvu togo, qto pri udalenii l¸boæ iz ego verxin, vhodØwih v odnu iz minimal~nyh komponent, ne naruxaetsØ ksvØznost~.

Lemma 3. Pust~ G – k-svØznyæ graf, v kotorom otmeqeny k verxin. Udalim iz nego m neotmeqennyh verxin i t otmeqennyh verxin, gde m + t ≤ k − 1. Togda iz l¸boæ ostavxeæsØ neotmeqennoæ verxiny B moßno doæti ne menee, qem do k − m − t neudalennyh otmeqennyh verxin, ne prohodØ qerez udalennye i otmeqennye verxiny.

Dokazatel~stvo. Udalim dopolnitel~no k−1−t−m proizvol~- nye otmeqennye verxiny. Poskol~ku ishodnyæ graf byl ksvØznym, poluqitsØ svØznyæ graf. Sledovatel~no, ot l¸boæ neotmeqennoæ verxiny B poluqennogo grafa moßno doæti hotØ by do odnoæ iz ostavxihsØ neudalennymi m + 1 otmeqennoæ verxiny naprØmu¸, ne prohodØ qerez drugie otmeqennye verxiny. Takim obrazom, verxina B soedinena naprØmu¸ hotØ by s odnoæ

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 81 iz l¸byh m+1 neudalennyh otmeqennyh verxin, otkuda sleduet utverßdenie lemmy. �

Lemma 4. Rassmotrim graf G i ego k-razdelØ¸wee mnoßestvo R, kotoroe delit ego na komponenty G_1, G_2, . . . , G_n, priqem grafy G^∗_1, G^∗_2, . . . , G^∗_n ØvlØ¸tsØ k-svØznymi. Rassmotrim proizvol~noe (k − 1)-fflementnoe mnoßestvo T verxin grafa.

1) Pust~ hotØ by v dvuh komponentah G_i i G_j est~ verxiny, ne soderßawiesØ v T . Togda pri udalenii verxin mnoßestva T vse neudalennye verxiny, ne vhodØwie v R, i bolee poloviny neudalennyh verxin mnoßestva R popadut v odnu komponentu svØznosti.

2) Pust~ posle udaleniØ verxin mnoßestva T neudalennye verxiny ostalis~ tol~ko v komponente G_i, no iz ostal~nyh komponent my udalili ne menee, qem^{k−1}_2 verxin. Togda vse neudalennye verxiny, ne vhodØwie v R, i bolee poloviny neudalennyh verxin mnoßestva R popadut v odnu komponentu svØznosti.

Dokazatel~stvo. Budem nazyvat~ verxiny razdelØ¸wego mnoßestva R otmeqennymi. Udalim k − 1 verxin mnoßestva T iz grafa G. Pust~ my udalili t otmeqennyh verxin i m_1, m_2, . . . , m_n neotmeqennyh verxin iz komponent G_1, G_2, . . . , G_n sootvetstvenno. Togda

m_1 + m_2 + · · · + m_n = k − 1 − t.

Po lemme 3 v grafe G^∗_i ot kaßdoæ ostavxeæsØ neotmeqennoæ verxiny moßno popast~, ne prohodØ qerez udalennye i otmeqennye verxiny, kak minimum do k − t − m_i neudalennyh otmeqennyh verxin.

1) Pust~ v dvuh komponentah G_i i G_j ostalis~ neudalennye verxiny B_i i B_j sootvetstvenno. Togda zametim, qto m_i + m_j ≤ k − 1 − t, sledovatel~no, k − t − m_i + k − t − m_j ≥ k + 1 − t > k − t. �to oznaqaet, qto verxiny B_i i B_j dolßny byt~ soedineny putØmi s obweæ neudalennnoæ otmeqennoæ verxinoæ, sledovatel~no, est~ put~ iz B_i v B_j . Takim obrazom, v fftom sluqae est~ put~ meßdu l¸bymi dvumØ verxinami iz raznyh komponent, sledovatel~no, iz l¸boæ neotmeqennoæ verxiny moßno popast~ v l¸bu¸ drugu¸ neotmeqennu¸ verxinu.

82 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR

2) Pust~ neudalennye verxiny ostalis~ tol~ko v komponente G_i, no iz ostal~nyh komponent my udalili ne menee, qem^{k−1}_2 verxin. V fftom sluqae m_i ≤ k − 1 − t − k − 1 2 i 2(k − t − m_i) ≥ 2 + 2 ( k − 1 2 ) = k + 1 > k − t. Sledovatel~no, l¸bye dve neotmeqennye verxiny soedineny drug s drugom.

Krome togo, vyxe bylo dokazano, qto v l¸bom iz sluqaev suwestvuet neotmeqennaØ verxina, soedinennaØ bolee qem s polovinoæ neudalennyh otmeqennyh verxin. Sledovatel~no, bolee poloviny neudalennyh otmeqennyh verxin (to est~, verxin razdelØ¸wego mnoßestva R) popadet v tu ße komponentu svØznosti otnositel~no razdelØ¸wego mnoßestva T , qto i verxiny, ne vhodØwie v R. � Opredelenie 5. Rassmotrim graf G i mnoßestvo S, sostoØwee iz neskol~kih verxin grafa G. Qerez G − S my, kak obyqno, budem oboznaqat~ graf, poluqennyæ iz G pri udalenii vseh verxin mnoßestva S i vseh vyhodØwih iz nih reber.

Lemma 5. Nikakoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G ne soderßit vnutri sebØ komponenty. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto minimal~naØ komponenta

H, otdelØemaØ k-razdelØ¸wim mnoßestvom R, celikom soderßitsØ vnutri k-razdelØ¸wego mnoßestva T . Poskol~ku graf G ØvlØetsØ slabo neraswepimym, v komponente H dolßno byt~ hotØ by^{k+1}_2 verxin.

Pust~ A – proizvol~naØ verxina komponenty H. Vvedem oboznaqeniØ: G^′ = G − A, H^′ = H − A, T^′ = T \ {A}. Togda graf (H^′)^∗ ØvlØetsØ k-svØznym, a T^′ – (k − 1)-razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe G^′. Mnoßestvo T^′ celikom soderßit komponentu H^′, v kotoroæ ne menee, qem^{k−1}_2 verxin. Sledovatel~no, po lemme 4 pri udalenii iz grafa G^′ verxin mnoßestva T^′ (to est~, i pri udalenii iz G verxin mnoßestva T ) vse neudalennye

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 83 verxiny, ne vhodØwie v R, i bolee poloviny neudalennyh verxin iz R popadut v odnu komponentu svØznosti. Sledovatel~no, drugu¸ komponentu mogut obrazovat~ ne bolee, qem^{k−1}_2 verxin iz mnoßestva R, no togda ffti verxiny v grafe G otdelØ¸tsØ k-razdelØ¸wim mnoßestvom T , qto protivoreqit slaboæ neraswepimosti grafa G. �

Teorema 1. Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf. Togda l¸bu¸ iz verxin grafa G, vhodØwu¸ v odnu iz minimal~nyh komponent, moßno udalit~ bez poteri k-svØznosti.

Dokazatel~stvo. Esli graf G ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym, to utverßdenie teoremy oqevidno. Predpoloßim, qto ffto ne tak. Togda rassmotrim minimal~nu¸ komponentu G_1 i ee k-razdelØ- ¸wee mnoßestvo R. Pust~ G_2, . . . , G_n – ostal~nye komponenty, obrazu¸wiesØ pri razreze po R. Kak sleduet iz lemmy 2, graf G^∗_1 ØvlØetsØ (k + 1)-svØznym, a grafy G^∗_2, . . . , G^∗_n ØvlØ¸tsØ k-svØznymi. Rassmotrim proizvol~nu¸ verxinu A iz minimal~- noæ komponenty G_1. Pust~ ~G = G − A, ~G_1 = G_1 − A. Oqevidno, graf ~G^∗_1 ØvlØetsØ k-svØznym.

Iz lemmy 5 sleduet, qto ni odna iz komponent ~G_1, G_2, . . . , G_n ne soderßitsØ vnutri nikakogo (k − 1)-razdelØ¸wego mnoßestva. Sledovatel~no, po punktu 1 lemmy 4, dlØ k-svØznosti grafa ~G dostatoqno dokazat~, qto k − 1 verxinami ot razdelØ- ¸wego mnoßestva R nel~zØ otdelit~ mnoßestvo, sostoØwee ne bolee, qem iz^{k−1}_2 verxin. Predpoloßim protivnoe: pust~ takoe mnoßestvo P otdelØetsØ k − 1 verxinami v grafe ~G, togda P otdelØetsØ k verxinami v grafe G, qto protivoreqit slaboæ neraswepimosti grafa G. Sledovatel~no, pri udalenii verxiny A my poluqim k-svØznyæ graf. �

Sledstvie 1. Iz k-svØznogo grafa, stepeni vseh verxin kotorogo ne menee, qem^{3k−1}_2 , moßno udalit~ verxinu tak, qtoby poluqilsØ k-svØznyæ graf.

Dokazatel~stvo. Netrudno proverit~, qto takoæ graf ØvlØetsØ neraswepimym (a sledovatel~no, i slabo neraswepimym). �

Sledstvie 2. Iz k-svØznogo grafa, stepeni vseh verxin v kotorom ne men~xe, qem^{3k−1}_2 + N − 1, moßno udalit~ N verxin tak, qtoby poluqilsØ k-svØznyæ graf.

84 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR

Dokazatel~stvo. Po sledstvi¸ 1, my moßem N raz posledovatel~no udalit~ verxinu bez poteri k-svØznosti. � Sledstvie 3. Nikakie dve minimal~nye komponenty slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G ne pereseka¸tsØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ minimal~nye komponenty G1 i G2, otdelØemye k-razdelØ¸wimi mnoßestvami R_1 i R_2 sootvetstvenno, ime¸t nepustoe pereseqenie. Tak kak G_2 ne soderßitsØ v G_1 i obe komponenty svØzny, suwestvuet verxina A iz G_2 \ G_1, soedinennaØ s kakoæ-to verxinoæ G_1. No verxiny G_1 mogut byt~ soedineny libo s verxinami G_1, libo s verxinami R_1, sledovatel~no, A ∈ R_1. �to oznaqaet, qto pri udalenii verxiny A graf G poterØet k-svØznost~, qto protivoreqit teoreme 1. � 2.2. Udalenie neskol~kih verxin. My dokazali, qto l¸bu¸ iz verxin, vhodØwih v minimal~nu¸ komponentu slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G, moßno udalit~ bez poteri ksvØznosti. Krome togo, v l¸boæ komponente soderßitsØ hotØ by odna minimal~naØ komponenta, i nikakie dve minimal~nye komponenty ne pereseka¸tsØ.

V fftom razdele my rassmotrim vopros ob odnovremennom udalenii neskol~kih verxin iz razliqnyh minimal~nyh komponent bez poteri k-svØznosti. Naxeæ glavnoæ cel~¸ budet nahoßdenie takogo mnoßestva verxin k-svØznogo grafa, qto udalenie l¸- bogo ego podmnoßestva (v tom qisle i vsego fftogo mnoßestva) ne naruxaet k-svØznost~. Snaqala dokaßem nekotorye vspomogatel~nye rezul~taty.

Lemma 6. Rassmotrim k-svØznyæ graf G i ego k-razdelØ¸wee mnoßestvo R, kotoroe delit graf na komponenty G_1, G_2, . . . , G_n. Pust~ mnoßestvo A sostoit iz verxin grafa G, ne prinadleßawih R; ~G = G − A i ~G_i = G_i − A. Pust~ dlØ vseh i ot 1 do n graf ~G^∗_i ØvlØetsØ k-svØznym i ~G_i ne soderßitsØ ni v kakom (k−1)- razdelØ¸wem mnoßestve. Togda posle udaleniØ l¸byh k−1 verxin iz grafa ~G, vse verxiny, ne vhodØwie v R, i bolee poloviny verxin mnoßestva R popadut v odnu i tu ße komponentu svØznosti. Dokazatel~stvo. Zametim, qto ni odin iz grafov^~Gi ne soderßitsØ vnutri nikakogo (k − 1)-razdelØ¸wego mnoßestva. Sledovatel~no k grafam ~G^∗_1, ~G^∗_2, . . . , ~G^∗_n i proizvol~nomu mnoßestvu iz k − 1 verxiny moßno primenit~ punkt 1 lemmy 4. �

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 85

Lemma 7. Pust~ k-razdelØ¸wee mnoßestvo R otdelØet ot ksvØznogo grafa G komponentu G_1. Togda kaßdaØ iz verxin mnoßestva R smeßna s odnoæ iz verxin komponenty G_1. Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe. Pust~ verxina A mnoßestva R ne smeßna ni s odnoæ verxinoæ komponenty G_1. Togda vse ostal~nye verxiny mnoßestva R (a ih k −1) takße otdelØ¸t komponentu G_1, qto protivoreqit k-svØznosti grafa G. � Pust~ k-razdelØ¸wee mnoßestvo R delit graf G na komponenty G_1, G_2, . . . , G_n. Niße my dokaßem, qto pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh moßno udalit~ po verxine iz kaßdoæ komponenty G_1, G_2, . . . , G_n tak, qto pri fftom ne terØetsØ k-svØznost~ grafa G. V teoreme 2 ffto dopolnitel~noe uslovie budet ograniqeniem snizu qisla komponent, a v teoreme 3 – ograniqeniem snizu na stepen~ verxin razdelØ¸wego mnoßestva. Teorema 2. Pust~ k-razdelØ¸wee mnoßestvo R delit slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf G na komponenty G_1, G_2, . . . , G_n, gde n ≥ k. V kaßdoæ komponente G_i proizvol~nym obrazom vyberem verxinu A_i, vhodØwu¸ v odnu iz minimal~nyh komponent. Togda pri odnovremennom udalenii iz grafa G l¸bogo nabora, sostoØwego iz vybrannyh verxin (v tom qisle i vseh vybrannyh verxin), k-svØznost~ sohranitsØ. Dokazatel~stvo. Pust~ B ⊂ {A_1, A_2, . . . , A_n}, ~G = G − B, ~G_i = G − A_i, G_i = G_i − A_i. Soglasno teoreme 1, graf ~G_i ØvlØetsØ k-svØznym. Sledovatel~- no, po lemme 2 graf G^∗_i ØvlØetsØ k-svØznym. Tak kak graf G ØvlØetsØ slabo neraswepimym, to ni dlØ kakogo i komponenta G^∗_i ne soderßitsØ ni v kakom (k − 1)-razdelØ¸wem mnoßestve. Takim obrazom, primeniv lemmu 6 my poluqim, qto pri udalenii iz ~G proizvol~nyh k − 1 verxin vse verxiny, ne vhodØwie v R, popadut v odnu komponentu svØznosti.

Pust~ pri udalenii iz grafa ~G nekotoryh k − 1 verxin on terØet svØznost~. Togda odna iz obrazovavxihsØ komponent svØznosti dolßna celikom soderßat~sØ v R. Oboznaqim ee R_1. Zametim, qto poskol~ku dlØ l¸bogo i graf ~G_i ØvlØetsØ k-svØznym, to po lemme 7 kaßdaØ verxina R_1 dolßna byt~ smeßna s kakoæ-libo

86 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR verxinoæ iz G_i. Sledovatel~no, qtoby otdelit~ komponentu R_1 ot ostal~nogo grafa, nam neobhodimo udalit~ hotØ by odnu verxinu v kaßdoæ iz komponent G_i. Takim obrazom, my dolßny udalit~ hotØ by n verxin, qto bol~xe, qem k − 1. �

Teorema 3. Pust~ k-razdelØ¸wee mnoßestvo R delit slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf G na komponenty G_1, G_2, . . . , G_n, priqem stepen~ kaßdoæ verxiny iz mnoßestva R ne menee, qem 2k − 1. V kaßdoæ komponente G_i proizvol~nym obrazom vyberem verxinu A_i, vhodØwu¸ v odnu iz minimal~nyh komponent. Togda pri odnovremennom udalenii iz grafa G l¸bogo nabora, sostoØwego iz vybrannyh verxin (v tom qisle i vseh vybrannyh verxin), k-svØz-nost~ sohranitsØ.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ n < k (inaqe vospol~zuemsØ teoremoæ 2). Kak i v teoreme 2, pust~ B ⊂ {A_1, A_2, . . . , A_n}, ~G = G − B, ~G_i = G − A_i, G_i = G_i − A_i. Soglasno teoreme 1, graf ~G_i ØvlØetsØ k-svØznym, otkuda po lemme 2 graf G^∗_i takße ØvlØetsØ k-svØznym. Tak kak graf G ØvlØetsØ slabo neraswepimym, to ni dlØ kakogo i komponenta G^∗_i ne soderßitsØ ni v kakom (k − 1)-razdelØ¸wem mnoßestve. Takim obrazom, primeniv lemmu 6 my poluqim, qto pri udalenii iz ~G proizvol~nyh k − 1 verxin vse verxiny, ne vhodØwie v R, i bolee poloviny verxin mnoßestva R popadut v odnu komponentu svØznosti.

Takim obrazom, nam dostatoqno proverit~, qto pri udalenii l¸byh k − 1 verxin v grafe ~G ne otdelitsØ komponenta svØznosti, sostoØwaØ ne bolee, qem iz^{k−1}_2 verxin mnoßestva R. Predpoloßim protivnoe. Pust~ razdelØ¸wee mnoßestvo T iz k − 1 verxiny otdelØet podmnoßestvo R^′ mnoßestva R. Pust~ mnoßestvo R^′ soderßit p verxin. KaßdaØ verxina grafa R^′ v grafe G moßet byt~ soedinena s verxinami A_1, A_2, . . ., A_n, verxinami mnoßestva T i ostal~nymi p − 1 verxinami iz R^′. UqityvaØ, qto takaØ verxina po uslovi¸ dolßna byt~ soedinena ne menee, qem s 2k − 1 verxinoæ, poluqaem neravenstvo

2k − 1 ≤ p − 1 + n + k − 1 ≤ p − 1 + 2(k − 1). (2.1)

Iz (2.1) nemedlenno sleduet, qto p ≥ 2.

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 87 Zametim, qto udaliv iz k-svØznogo grafa G^∗_i vse k − p verxin mnoßestva R, ne voxedxie v R^′, my poluqim p-svØznyæ graf. Sledovatel~no, qtoby otdelit~ v fftom grafe verxiny mnoßestva R^′ ot ostal~nyh, nußno udalit~ iz nego minimum p verxin, to est~ dlØ poteri svØznosti grafa ~G vsego nußno udalit~ ne menee, qem pn verxin. Sledovatel~no, 2n ≤ pn ≤ k − 1, otkuda n <^{k−1}_2 . V silu neravenstva (2.1), my imeem p >^{k+1}_2 , qto protivoreqit lemme 6. Sledovatel~no, graf ~G ØvlØetsØ k-svØznym. � Nam izvestno, qto v kaßdoæ komponente grafa G soderßitsØ hotØ by odna minimal~naØ komponenta i nikakie dve minimal~nye komponenty ne pereseka¸tsØ. My znaem, qto udalenie l¸boæ verxiny iz minimal~noæ komponenty ne vedet k potere k-svØznosti. V sledu¸weæ teoreme my dokaßem, qto pri odnovremennom udalenii po odnoæ verxine iz kaßdoæ minimal~noæ komponenty takße sohranØetsØ k-svØznost~. Snaqala my dokaßem vspomogatel~noe utverßdenie.

Lemma 8. Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf. Rassmotrim nabor ego verxin A = {A_1, A_2, . . ., A_m}, gde m > 1, nikakie dve iz kotoryh ne leßat v odnoæ minimal~noæ komponente, i oblada¸wiæ sledu¸wimi svoæstvami:

1) suwestvuet k-razdelØ¸wee mnoßestvo grafa G, razdelØ¸wee nabor A;

2) pri udalenii verxin l¸bogo podmnoßestva mnoßestva A graf G sohranØet k-svØznost~;

Pust~ R_1, R_2, . . . , R_n – vse k-razdelØ¸wie mnoßestva grafa G, razdelØ¸wie nabor A, pust~ R = ∩^n_{i=1}R_i, ~G = G − A. Togda posle udaleniØ l¸byh k − 1 verxin iz grafa ~G vse verxiny, ne vhodØwie v R, popadut v odnu komponentu svØznosti. Bolee togo, koliqestvo ne voxedxih v fftu komponentu verxin iz mnoßestva R ne prevoshodit^{k−1}_2 .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~noe k-razdelØ¸wee mnoßestvo R_i. Pust~ pri razreze grafa G po R_i obrazu¸tsØ komponenty G_1, G_2, . . . , G_ℓ. Rassmotrim dve verxiny A_r , A_s ∈ A, popavxie v raznye komponenty. Pust~ A_r ∈ G_u, A_s ∈ G_v, ~G_j = G_j − A.

88 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR

Udalim iz grafa G vse verxiny nabora A, krome A_r . Po uslovi¸ poluqitsØ k-svØznyæ graf. No pri fftom iz vseh komponent grafa G, krome G_u, my udalili vse vhodØwie v nih verxiny mnoßestva A. Sledovatel~no, po lemme 1, vse grafy ~G^∗_j , krome ~G^∗_u, ØvlØ¸tsØ k-svØznymi. ProvedØ analogiqnoe rassußdenie s udaleniem vseh verxin nabora A, krome A_s, my poluqim, qto vse grafy ~G^∗_j , krome ~G^∗_v, takße ØvlØ¸tsØ k-svØznymi. Sledovatel~no, k-svØznymi ØvlØ¸tsØ vse grafy ~G^∗_j .

Zametim, qto kaßdaØ komponenta G_i soderßit hotØ by odnu minimal~nu¸ komponentu H_i, iz kotoroæ my udalili ne bolee odnoæ verxiny. Sledovatel~no, posle udaleniØ vseh verxin iz mnoßestva A komponenta H_i (a sledovatel~no, i G_i) ne soderßitsØ ni v odnom iz (k − 1)-razdelØ¸wih mnoßestv.

Teper~ my moßem primenit~ punkt 1 lemmy 4 k grafam ~G^∗_1, ~G∗_2, . . . , ~G∗_ℓ i poluqit~, qto pri udalenii iz grafa ~G l¸byh k − 1 verxin, vse verxiny, ne vhodØwie v R_i, popadut v odnu komponentu svØznosti. Priqem koliqestvo ne voxedxih v fftu komponentu verxin iz mnoßestva R_i ne prevoshodit^{k−1}_2 .

ProvodØ analogiqnye rassußdeniØ dlØ vseh razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_n, my poluqim, qto v odnu komponentu svØznosti popadut vse verxiny, ne vhodØwie v R, priqem koliqestvo ne voxedxih v fftu komponentu verxin iz mnoßestva R ne prevoshodit^{k−1}_2 . �

Teorema 4. Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf, priqem stepen~ l¸boæ iz verxin, vhodØwih v kakoe-libo iz ego k-raz-delØ¸wih mnoßestv ne menee, qem 2k − 1. Proizvol~no vyberem v kaßdoæ minimal~noæ komponente grafa G odnu iz verxin. Togda pri udalenii l¸bogo nabora, sostoØwego iz vybrannyh verxin (v tom qisle i vseh vybrannyh verxin), k-svØznost~ sohranitsØ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe, pust~ pri udalenii vybrannyh verxin k-svØznost~ naruxitsØ. Togda suwestvuet minimal~nyæ po vkl¸qeni¸ nabor A iz vybrannyh verxin, pri udalenii kotorogo terØetsØ k-svØznost~. Pust~ fftot nabor sostoit iz verxin A_1, A_2, . . . , A_n, prinadleßawih razliqnym minimal~nym komponentam H_1, H_2, . . . , H_n sootvetstvenno. Oboznaqim k-razdelØ¸wee mnoßestvo, otdelØ¸wee komponentu H_i,

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 89 qerez R_i. Pust~ R = ∩^n_{i=1}R_i, ~G = G − A, ~H_i = H_i − A_i. Iz teoremy 1 sleduet, qto grafy ~H^∗_1 , . . . , ~H^∗_n ØvlØ¸tsØ k-svØz-nymi.

Pust~ v grafe ~G suwestvuet sostoØwee ne bolee qem iz k − 1 verxin mnoßestvo T , otdelØ¸wee ot ostal~nogo grafa komponentu svØznosti R^′. Po lemme 8, vse verxiny iz R^′ vhodØt v R i ih koliqestvo ne prevoshodit^{k−1}_2 . Dokaßem, qto v mnoßestve T dolßno byt~ ne menee, qem k verxin. Rassmotrim dva sluqaØ.

Pust~ n ≥ k. Po lemme 7, l¸baØ verxina iz mnoßestva R^′ smeßna s odnoæ iz verxin komponenty ~H_i, sledovatel~no, v mnoßestve T dolßno byt~ hotØ by po odnoæ verxine iz kaßdoæ komponenty ~H_i. Takim obrazom, v fftom sluqae v razdelØ¸wem mnoßestve T dolßno byt~ hotØ by k verxin.

Rassmotrim sluqaæ n ≤ k − 1. Pust~ mnoßestvo R^′ soderßit p verxin. KaßdaØ verxina grafa R^′ v grafe G moßet byt~ soedinena s verxinami A_1, A_2, . . . , A_n, verxinami mnoßestva T i ostal~nymi p − 1 verxinami iz R^′. UqityvaØ, qto takaØ verxina po uslovi¸ dolßna byt~ soedinena ne menee, qem s 2k − 1 verxinoæ, poluqaem neravenstvo

2k − 1 ≤ p − 1 + n + k − 1 ≤ p − 1 + 2(k − 1), (2.2)

otkuda nemedlenno sleduet, qto p ≥ 2.

Zametim, qto udaliv iz k-svØznogo grafa ~H^∗_i vse k − p verxin mnoßestva R_i, ne voxedxie v R^′, my poluqim p-svØznyæ graf. Sledovatel~no, qtoby otdelit~ v fftom grafe verxiny mnoßestva R^′ ot ostal~nyh, nußno udalit~ iz nego kak minimum p verxin, to est~, dlØ poteri svØznosti grafa ~G vsego nußno udalit~ ne menee, qem pn verxin. Sledovatel~no, 2n ≤ pn ≤ k − 1, otkuda n <^{k−1}_2 . V silu neravenstva (2.2) my imeem p >^{k+1}_2 , qto protivoreqit lemme 6. Sledovatel~no, v razdelØ¸wem mnoßestve T i v fftom sluqae dolßno byt~ hotØ by k verxin.

Takim obrazom, my dokazali k-svØznost~ grafa ~G, qto protivoreqit vyboru nabora A. Znaqit, pri udalenii vseh vybrannyh verxin graf G ne terØet k-svØznost~. �

90 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR

3. Udalenie verxin, ne leßawih v minimal~nyh komponentah. PonØtie bloka dlØ k-svØznyh grafov

3.1. Udalenie odnoæ verxiny. V fftoæ qasti my vvedem ponØtie bloka dlØ k-svØznogo grafa i postroim derevo blokov. S pomow~¸ fftih ponØtiæ my polnost~¸ opixem mnoßestvo verxin, udalenie kotoryh iz k-svØznogo grafa G ne naruxaet ksvØznost~, i dokaßem bolee sil~nye rezul~taty ob udalenii neskol~kih verxin bez poteri k-svØznosti.

Rassmotrim sledu¸wiæ process. V k-svØznom grafe G vyberem k-razdelØ¸wee mnoßestvo R_1. Pust~ pri ego udalenii obrazuetsØ komponenta G_1. Po lemme 2 graf G^∗_1 ØvlØetsØ k-svØznym. Otmetim v G^∗_1 vse verxiny mnoßestva R_1. V grafe G^∗_1 vyberem krazdelØ¸wee mnoßestvo R_2 (my ne trebuem, qtoby mnoßestvo R_2 bylo k-razdelØ¸wim v grafe G, poskol~ku niße budet dokazano, qto ffto verno vsegda). Pust~ pri razreze po fftomu mnoßestvu iz G^∗_1 poluqaetsØ komponenta G_2, kotoroæ sootvetstvuet k-svØznyæ graf G^∗_2. Dopolnitel~no otmetim v G^∗_1 vse verxiny mnoßestva R_2. I tak dalee, fftot process okonqitsØ, kogda na oqerednom xage graf G^∗_n okaßetsØ (k + 1)-svØznym.

Opredelenie 6. Pust~ H^∗ – poluqennyæ na odnom iz xagov opisannogo vyxe processa k-svØznyæ graf. Nazovem graf H^∗ psevdoblokom. Oboznaqim qerez H mnoßestvo neotmeqennyh verxin v psevdobloke H^∗. Nazovem mnoßestvo H kvazikomponentoæ. Nazovem graniceæ kvazikomponenty H mnoßestvo R(H) = H^∗ \ H. Esli graf H^∗ ØvlØetsØ (k+1)-svØznym (to est~ fftot graf – koneqnyæ rezul~tat opisannogo vyxe processa), to nazovem ego blokom, a mnoßestvo ego neotmeqennyh verxin H minimal~noæ kvazikomponentoæ. Verxiny minimal~noæ kvazikomponenty my budem nazyvat~ vnutrennimi verxinami sootvetstvu¸wego bloka.

Zameqanie. 1) Legko videt~, qto komponenta ØvlØetsØ kvazikomponentoæ, a minimal~naØ komponenta ØvlØetsØ minimal~noæ kvazikomponentoæ. Takim obrazom, esli H – komponenta, to H^∗ – psevdoblok, a esli H – minimal~naØ komponenta, to H^∗ – blok.

2) Kvazikomponenta ne vsegda ØvlØetsØ svØznym grafom. Bolee togo, kvazikomponenta moßet okazat~sØ pustym grafom, esli v sootvetstvu¸wem grafe H^∗ vse verxiny ØvlØ¸tsØ otmeqennymi. My budem sqitat~, qto kaßdomu takomu grafu H^∗ sootvetstvuet pustaØ kvazikomponenta, priqem pustye kvazikomponenty, soot-

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 91 vetstvu¸wie raznym grafam H^∗, my budem sqitat~ razliqnymi. V ostal~nyh sluqaØh my budem sqitat~ kvazikomponenty sovpada¸wimi, esli u nih sovpada¸t mnoßestva verxin.

Niße my issleduem strukturu kvazikomponent i blokov. S pomow~¸ poluqennyh rezul~tatov my dokaßem, qto udalenie proizvol~noæ verxiny iz l¸boæ minimal~noæ kvazikomponenty ne vedet k potere k-svØznosti i postroim derevo blokov k-svØznogo grafa.

Lemma 9. Rassmotrim k-svØznyæ graf G i ego kvazikomponentu H. Pust~ T – razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe H^∗. Togda T ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom i v grafe G. Bolee togo, esli obrazovannaØ pri razreze grafa H^∗ po T komponenta H_0 soderßitsØ v H, to ffta komponenta obrazuetsØ i pri razreze grafa G po T . Dokazatel~stvo. Pust~ kvazikomponenta H poluqena iz grafa G posledovatel~nymi razrezami po k-razdelØ¸wim mnoßestvam R_1, R_2, . . . , R_n. Pust~ H^∗_0 = G, H^∗_1 , H^∗_2 , . . . , H^∗_n = H^∗ – grafy, obrazu¸wiesØ na stadiØh fftoæ posledovatel~nosti razrezov. Rassmotrim k-razdelØ¸wee mnoßestvo T v grafe H^∗. Predpoloßim, qto T ne ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim mnoßestvom v G, pust~ m – naimen~xee takoe qislo, qto v grafe H^∗_m mnoßestvo T ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim. Oqevidno, qto m ≥ 1. Primeniv lemmu 1 dlØ grafa H^∗_{m−1}, ego k-razdelØ¸wego mnoßestva R_m i otrezannoæ po R_m komponente H_m, my poluqim, qto T i v H^∗_{m−1} ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom, qto protivoreqit predpoloßeni¸. Sledovatel~no, T ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom i v grafe G.

Esli obrazovannaØ pri razreze po T komponenta H_0 soderßitsØ v H, to ona otdelena ot vseh verxin razdelØ¸wih mnoßestv, soderßawihsØ v H^∗. Ots¸da sleduet, qto verxiny iz H_0 v grafe G posle razreza po T ne budut soedineny ni s odnoæ verxinoæ iz H^∗ \ H, a sledovatel~no, i ni s odnoæ drugoæ verxinoæ grafa G. Takim obrazom, komponenta H_0 obrazuetsØ v grafe G pri razreze po T . � Opredelenie 7. Nazovem razdelØ¸wie mnoßestva R i T nezavisimymi, esli R ne razdelØet T , i T ne razdelØet R. V protivnom sluqae my budem nazyvat~ ffti mnoßestva zavisimymi. Lemma 10. Pust~ R i T – k-razdelØ¸wie mnoßestva v k-svØznom grafe G, takie qto mnoßestvo R ne razdelØet mnoßestvo T .

92 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR Togda mnoßestvo T ne razdelØet mnoßestvo R (to est~ ffti mnoßestva nezavisimy).

Dokazatel~stvo. Pust~ pri razreze grafa G po mnoßestvu R vse neudalennye verxiny k-razdelØ¸wego mnoßestva T popadut v odnu komponentu svØznosti G_1. Krome togo, dolßna obrazovat~sØ ewe hotØ by odna komponenta G_2. Tak kak G_2 ∩ T = ? i graf G_2 svØzen, to pri razreze grafa G po T vse verxiny iz G_2 okaßutsØ v odnoæ komponente. Po lemme 7, kaßdaØ verxina mnoßestva R soedinena hotØ by s odnoæ verxinoæ iz G_2, sledovatel~no, vse neudalennye verxiny mnoßestva R takße okaßutsØ v odnoæ komponente. �

Lemma 11. Pust~ R i T – nezavisimye k-razdelØ¸wie mnoßestva grafa G, priqem T leßit v komponente G_1 otnositel~no R. Togda T ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim mnoßestvom v grafe G^∗_1.

Dokazatel~stvo. Pust~ pri razreze grafa G po mnoßestvu T vse verxiny k-razdelØ¸wego mnoßestva R popadut v komponentu svØznosti F_1. Krome togo, dolßna obrazovat~sØ ewe hotØ by odna komponenta F_2. Togda l¸baØ verxina F_2 dolßna byt~ soedinena s l¸boæ verxinoæ T putem, soderßawemsØ v F_2, i sledovatel~no, ne soderßawem verxin R. Takim obrazom, F_2 soderßitsØ v G_1.

S drugoæ storony, l¸boæ put~, soedinØ¸wiæ verxiny komponenty F_2 i mnoßestva R, obØzan soderßat~ verxiny mnoßestva T . Sledovatel~no, pri udalenii verxin mnoßestva T iz grafa G^∗_1 verxiny komponenty F_2 i mnoßestva R okaßutsØ v raznyh komponentah svØznosti. �

Opredelenie 8. Budem nazyvat~ k-razdelØ¸wee mnoßestvo R grafa G graniqnym dlØ kvazikomponenty H, esli mnoßestvo R soderßitsØ v H^∗.

Lemma 12. L¸baØ kvazikomponenta H moßet byt~ poluqena iz

k-svØznogo grafa G razrezami po graniqnym k-razdelØ¸wim mnoßestvam. Pri fftom porØdok razrezov ne imeet znaqeniØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ kvazikomponenta H byla poluqena v rezul~tate posledovatel~nyh razrezov grafa G po k-razdelØ¸wim mnoßestvam R_1, R_2, . . . , R_n. Kak i v lemme 9, pust~ H^∗_0 = G, H^∗_1 , H^∗_2 , . . . , H^∗_n = H^∗ – grafy, obrazu¸wiesØ na stadiØh fftoæ posledovatel~nosti razrezov. Togda R_i ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 93 mnoßestvom v grafe H^∗_{i−1}, sledovatel~no, po lemme 9, ffto mnoßestvo ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim i v grafe G.

Itak, vse mnoßestva R_1, R_2, . . . , R_n ØvlØ¸tsØ k-razdelØ¸wimi v grafe G. Iz lemmy 10 sleduet, qto ffti mnoßestva poparno nezavisimy. Dokaßem, qto v rezul~tate razrezov po fftim mnoßestvam nezavisimo ot porØdka razrezov poluqaetsØ kvazikomponenta H. Deæstvitel~no, rassmotrim proizvol~noe krazdelØ¸wee mnoßestvo R_i. Zametim, qto posle razreza grafa G po fftomu mnoßestvu vse neudalennye verxiny H^∗ okaßutsØ v odnoæ komponente. Oboznaqim ee F_i. Pust~ v rezul~tate posledovatel~nyh razrezov po mnoßestvam R_1, R_2, . . . , R_n, provedennyh v nekotorom porØdke, obrazovalas~ kvazikomponenta ~H. Togda mnoßestvom verxin grafa ~H^∗ budet pereseqenie mnoßestv verxin grafov F^∗_i (pri razreze po mnoßestvu R_i my otbrasyvaem te verxiny, kotorye ne vhodØt v F^∗_i ). Pri fftom, dve verxiny grafa ~H^∗ smeßny togda i tol~ko togda, kogda oni libo smeßny v grafe G, libo soderßatsØ v mnoßestve R_i dlØ nekotorogo i. Takim obrazom, rezul~tat ne zavisit ot porØdka provedeniØ razrezov, sledovatel~no, ~H^∗ sovpadaet s H^∗.

Dokaßem indukcieæ po koliqestvu razrezov, qto iz razdelØ- ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_n moßno vybrat~ neskol~ko soderßawihsØ vnutri H^∗, razrezami po kotorym moßno poluqit~ H^∗. V sluqae odnogo razreza dannoe utverßdenie oqevidno. Pust~ v nekiæ moment byl proizveden razrez po mnoßestvu R_j, priqem dlØ poluqennogo do fftogo xaga grafa H^∗_{j−1} utverßdenie lemmy vypolnØlos~. Togda moßno sqitat~, qto vse mnoßestva R_1, R_2, . . . , R_{j−1} celikom soderßatsØ v H^∗_{j−1}. Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo R_i, gde i < j. Zametim, qto vse ego verxiny poparno soedineny rebrami v grafe H^∗_j , sledovatel~no, vse verxiny R_i, ne vhodØwie v R_j, popadut v odnu komponentu otnositel~no R_j. Esli my vyberem fftu komponentu, to v poluqennom posle razreza po R_j grafe H^∗_j budut soderßat~sØ vse verxiny mnoßestva R_i. Esli ße posle razreza po R_j my vyberem drugu¸ komponentu, to vse verxiny iz R_i, soderßawiesØ v H^∗_j , (a sledovatel~no, i vse verxiny iz R_i, soderßawiesØ v H^∗) budut soderßat~sØ v R_j. V fftom sluqae mnoßestvo R_i moßno iskl¸qit~ iz rassmotreniØ. Takim obrazom, po okonqanii processa ostanutsØ lix~ mnoßestva, soderßawiesØ vnutri H^∗. � Lemma 13. Pust~ H – kvazikomponenta v grafe G, otdelØemaØ

94 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR graniqnymi k-razdelØ¸wimi mnoßestvami R_1, R_2, . . . , R_n. Pust~ pri razreze grafa G po razdelØ¸wemu mnoßestvu R_i obrazu¸tsØ komponenty G_{i1}, . . . , G_{imi} (ne soderßawie verxin iz H), priqem graf H^∗ i grafy G^∗_{i1}, . . . , G^∗_{imi} (dlØ vseh i ot 1 do n) ØvlØ- ¸tsØ k-svØznymi. Pust~ nikakoe (k −1)-razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe G ne otdelØet komponenty, celikom soderßaweæsØ vnutri kakogo-libo k-razdelØ¸wego mnoßestva, i ne soderßit nikakoæ komponenty, otdelØemoæ k-razdelØ¸wim mnoßestvom. Togda graf G ØvlØetsØ k-svØznym.

Dokazatel~stvo. Budem vesti indukci¸ po koliqestvu graniqnyh razdelØ¸wih mnoßestv, otdelØ¸wih kvazikomponentu H. V sluqae n = 1 utverßdenie lemmy neposredstvenno sleduet iz punkta 1 lemmy 4.

Pust~ n ≥ 2. Oboznaqim qerez H_1 kvazikomponentu, otdelØemu¸ graniqnymi mnoßestvami R_2, . . . , R_n. DlØ indukcionnogo perehoda dostatoqno dokazat~ k-svØznost~ grafa H^∗_1 . Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo T iz k − 1 verxiny grafa G i dokaßem, qto H^∗_1 ne terØet svØznosti pri udalenii verxin mnoßestva T . Otmetim v grafe H^∗_1 vse verxiny mnoßestva R_1. Razberem dva sluqaØ.

1) Predpoloßim, qto (H^∗ \R_1) ⊄ T . Po uslovi¸, pri udalenii verxin mnoßestva T neotmeqennye verxiny osta¸tsØ v kaßdoæ iz komponent G_{11}, . . . , G_{1m1} . Tak kak v rassmatrivaemom sluqae neotmeqennye verxiny est~ v H, to po punktu 1 lemmy 4 vse neudalennye neotmeqennye verxiny popadut v odnu komponentu svØznosti, priqem v fftu ße komponentu svØznosti popadet bolee poloviny otmeqennyh verxin (to est~ verxin iz mnoßestva R_1).

2) Predpoloßim, qto (H^∗\R_1) ⊂ T . Rassmotrim k-razdelØ¸wee mnoßestvo R_2. Pust~

|H^∗ ∩ T | = t, |R_2 \ R_1| = |R_1 \ R_2| = s.

Togda |R_1 ∩ R_2| = k − s. Oqevidno, qto ne bolee, qem t − s verxin iz R_1, vhodØt v T . Sledovatel~no, ne menee, qem (k − s) − (t − s) = k−t verxin iz R_1 \T , prinadleßat R_1 ∩R_2. �ti verxiny poparno smeßny. Oboznaqim mnoßestvo takih verxin qerez W .

Pust~ v mnoßestvah G_{ij} ∩T po m_{ij} verxin. Netrudno zametit~, qto m_{1j} ≤ (k − 1 − t). Po lemme 3, posle udaleniØ iz grafa G verxin mnoßestva T , iz kaßdoæ neudalennoæ verxiny komponenty G_{1j} moßno popast~ ne menee, qem v k − (t − s) − m_{1j} ≥ s + 1

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 95 neudalennyh verxin iz mnoßestva R_1. Ots¸da sleduet, qto iz kaßdoæ neudalennoæ verxiny komponenty G_{1j} moßno popast~ hotØ by v odnu iz verxin mnoßestva W , a sledovatel~no, i vo vse verxiny W (tak kak oni poparno smeßny). Takim obrazom, ot l¸byh dvuh verxin A i B iz komponent G_{1i} i G_{1j} moßno doæti do obweæ verxiny iz R_1, sledovatel~no, vse verxiny, ne voxedxie v R_1, i v fftom sluqae popali v odnu komponentu svØznosti F . Dokaßem teper~, qto v fftu ße komponentu svØznosti F popalo bolee poloviny neudalennyh verxin mnoßestva R_1. Predpoloßim protivnoe. Tak kak vse verxiny iz mnoßestva W popali v komponentu F , to verxiny mnoßestva W sostavlØ¸t ne bolee poloviny neudalennyh verxin mnoßestva R_1, otkuda sleduet, qto |W | ≤ s. Sledovatel~no, koliqestvo neudalennyh verxin v mnoßestve R_1 ne prevoshodit 2s. No po dokazannomu vyxe, kak minimum s + 1 iz nih popadut v interesu¸wu¸ nas komponentu svØznosti. Sledovatel~no, sdelannoe vyxe predpoloßenie neverno, i bolee poloviny verxin razdelØ¸wego mnoßestva R_1 pri razreze po T popadut v komponentu svØznosti F .

Predpoloßim, qto posle razreza po T v grafe H^∗_1 otdelilas~ komponenta P ⊂ R_1 iz p verxin. Po dokazannomu vyxe, p ≤^{k−1}_2 . Po lemme 9, T ØvlØetsØ razdelØ¸wim mnoßestvom v G, priqem, esli P ne peresekaetsØ ni s odnim drugim mnoßestvom R_j, to mnoßestvo T otrezaet komponentu P v grafe G, qto protivoreqit uslovi¸ lemmy. Sledovatel~no, P ∩ R_j ≠ ? dlØ nekotorogo j. No tak kak v grafe H^∗ vse verxiny iz R_j poparno smeßny, mnoßestvo T dolßno soderßat~ vse verxiny iz R_j \ P , a takih verxin ne menee, qem k − p.

Rassmotrim graf G_{11}. Dokaßem, qto mnoßestvo T dolßno soderßat~ hotØ by p verxin iz komponenty G_{11}. Zametim, qto pri udalenii iz k-svØznogo grafa G^∗_{11} vseh k − p verxin iz mnoßestva R_1 \ P , my poluqim p-svØznyæ graf. Sledovatel~no, otdelØ¸wee komponentu P mnoßestvo T dolßno soderßat~ hotØ by p verxin iz G_{11}. Takim obrazom, poskol~ku G_{11} ∩ R_j = ?, my poluqaem |T | ≥ k, qto protivoreqit predpoloßeni¸. � Teorema 5. Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf. Togda l¸bu¸ iz verxin grafa G, vhodØwu¸ v odnu iz minimal~nyh kvazikomponent, moßno udalit~ bez poteri k-svØznosti. Dokazatel~stvo. Pust~ minimal~naØ kvazikomponenta H polu-

96 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR qena razrezami po graniqnym k-razdelØ¸wim mnoßestvam R_1, R_2, . . . , R_n. Po lemme 12, porØdok razrezov ne imeet znaqeniØ.

Vyberem v H l¸bu¸ verxinu A i udalim ee. Pust~ ~G = G − A, ~H = H − A. Graf ~H^∗ ØvlØetsØ k-svØznym, poskol~ku H^∗ – (k + 1)-svØznyæ graf. Pust~ G_{i1}, . . . , G_{imi} – komponenty, otdelØ¸wiesØ pri razreze grafa G po razdelØ¸wemu mnoßestvu R_i, kotorye ne soderßat verxin iz H. Zametim, qto grafy G^∗_{i1}, . . . , G^∗_{imi} takße ØvlØ¸tsØ k-svØznymi.

Soglasno lemme 5 nikakoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe G ne otdelØet komponentu, celikom soderßawu¸sØ v drugom k-razdelØ¸wem mnoßestve. Sledovatel~no, nikakoe (k −1)-razdelØ¸wee mnoßestvo v grafe ~G ne otdelØet komponenty, celikom soderßaweæsØ vnutri kakogo-libo k-razdelØ¸wego mnoßestva, i ne soderßit nikakoæ komponenty, otdelØemoæ k-razdelØ¸wim mnoßestvom.

Takim obrazom, po lemme 13, graf ~G ØvlØetsØ k-svØznym. � 3.2. Derev~Ø blokov k-svØznogo grafa. Rassmotrim process posledovatel~nyh razrezov grafa G po k-razdelØ¸wim mnoßestvam R_1, R_2, . . . , R_n, v rezul~tate kotorogo graf okaßetsØ razrezan na bloki. Po lemme 10, vse mnoßestva R_1, R_2, . . . , R_n budut poparno nezavisimy. Netrudno zametit~, qto l¸boe krazdelØ¸wee mnoßestvo, otliqnoe ot R_1, R_2, . . . , R_n, budet razdeleno hotØ by odnim iz nih (inaqe po fftomu mnoßestvu moßno provesti ewe odin razrez, no razbienie na bloki uße zakonqeno). Sledovatel~no, vybrannye nami k-razdelØ¸wie mnoßestva predstavlØ¸t iz sebØ maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ nabor poparno nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv.

Zametim takße, qto poluqennoe razbienie na bloki zavisit tol~ko ot nabora poparno nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv, no ne ot porØdka, v kotorom provodilis~ razrezy po mnoßestvam fftogo nabora.

Kaßdomu (ne obØzatel~no maksimal~nomu) naboru poparno nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_ℓ moßno postavit~ v sootvetstvie dvudol~nyæ graf B(G; R_1, R_2, . . . , R_ℓ), verxinami kotorogo budut k-razdelØ¸wie mnoßestva R_1, R_2, . . . , R_ℓ i psevdobloki, poluqennye pri razrezanii grafa G po mnoßestvam dannogo nabora. Psevdoblok H^∗ i k-razdelØ¸wee mnoße-

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 97 stvo R_i smeßny v B(G; R_1, R_2, . . . , R_ℓ) togda i tol~ko togda, kogda R_i – graniqnoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo psevdobloka H^∗.

Zametim, qto graf B(G; R_1) ØvlØetsØ derevom diametra 2 (fftot graf soderßit edinstvennoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo R_1 i smeßnye emu psevdobloki G^∗_1, G^∗_2, . . . , G^∗_m grafa G, obrazu¸- wiesØ pri razreze grafa G po R_1). Zametim takße, qto graf B(G; R_1, R_2, . . . , R_{ℓ−1}, R_ℓ) moßno poluqit~ iz grafa B(G; R_1, R_2, . . . , R_{ℓ−1}) zamenoæ verxiny, sootvetstvu¸weæ psevdobloku H^∗, soderßawemu k-razdelØ¸wee mnoßestvo R_ℓ, na derevo B(H^∗; R_ℓ). Kaßdoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo, smeßnoe v B(G; R_1, R_2, . . . , R_{ℓ−1}) s H^∗, budet v B(G; R_1, R_2, . . ., R_ℓ) smeßno s odnoæ iz visØqih verxin dereva B(H^∗; R_ℓ) (a imenno, s verxinoæ, sootvetstvu¸- weæ psevdobloku, poluqennomu pri razreze H^∗ po R_ℓ, v kotorom soderßitsØ dannoe k-razdelØ¸wee mnoßestvo).

Takim obrazom, dlØ l¸bogo nabora poparno nezavisimyh krazdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_ℓ graf B(G; R_1, R_2, . . . , R_ℓ) budet derevom. V qastnosti, derevom budet graf, sootvetstvu- ¸wiæ proizvol~nomu maksimal~nomu naboru poparno nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_n, a znaqit i proizvol~nomu razbieni¸ grafa G na bloki. Verxiny takogo dereva sootvetstvu¸t k-razdelØ¸wim mnoßestvam R_1, R_2, . . . , R_n i blokam, poluqennym pri razreze po fftim mnoßestvam. Opredelenie 9. Derevo, sootvetstvu¸wee razbieni¸ grafa G na bloki, my budem nazyvat~ derevom blokov grafa G. Zameqanie. 1) Voobwe govorØ, razliqnym razbieniØm grafa G na bloki sootvetstvu¸t razliqnye derev~Ø. Odnako, niße my dokaßem, qto meßdu blokami, vhodØwimi v raznye derev~Ø blokov, moßno ustanovit~ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie tak, qto sootvetstvu¸wie bloki budut izomorfny, a mnoßestva ih vnutrennih verxin budut sovpadat~. Tem samym my pokaßem, qto nezavisimo ot sposoba razbieniØ grafa G budut poluqat~sØ odinakovye s toqnost~¸ do izomorfizma bloki, s polnost~¸ so-

98 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR vpada¸wimi mnoßestvami vnutrennih verxin, hotØ struktura obrazovannogo imi dereva moßet izmenØt~sØ v zavisimosti ot sposoba razbieniØ.

2) DlØ l¸bogo maksimal~nogo nabora poparno nezavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_n sootvetstvu¸wee derevo blokov sostoit iz mnoßestva R_1 i derev~ev B(G^∗_1), B(G^∗_2), . . . , B(G^∗_m), gde G_1, G_2, . . . , G_m – komponenty grafa G, obrazu¸wiesØ pri razreze po R_1, a pod derevom blokov B(G^∗_i ) ponimaetsØ derevo blokov, kotoroe sootvetstvuet naboru k-razdelØ¸wih mnoßestv, prinadleßawih naboru R_1, R_2, . . . , R_n i soderßawihsØ v G^∗_i .

3) Legko videt~, qto visØqim verxinam dereva blokov sootvetstvu¸t minimal~nye komponenty grafa G.

DlØ dokazatel~stva posledu¸wih rezul~tatov izuqim svoæstva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv. Pust~ R i T – dva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestva v slabo neraswepimom ksvØznom grafe G. Pust~ P = R∩T . Predpoloßim, qto pri razreze po T obrazu¸tsØ komponenty F_1, F_2, . . . , F_n. Pust~ v komponente F_i soderßitsØ qast~ R_i mnoßestva R. Togda R = (∪^n_{i=1}R_i) ∪ P. Pust~ pri razreze po R obrazu¸tsØ komponenty H_1, H_2, . . . , H_m, priqem komponenta H_i soderßit qast~ T_i mnoßestva T . Togda T = (∪^m_{i=1}T_i) ∪ P.

Pust~ G_{ij} = F_i ∩ H_j, S_{ij} = R_i ∪ T_j ∪ P . Togda mnoßestvo S_{ij} otdelØet ot ostal~nyh verxin grafa G komponentu G_{ij} (otmetim, qto koliqestvo verxin v S_{ij} ne obØzatel~no ravno k). Lemma 14. Pust~ R i T – dva zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestva v slabo neraswepimom k-svØznom grafe G. Togda kaßdoe iz mnoßestv R i T razbivaet graf G rovno na dve komponenty i ffti komponenty moßno zanumerovat~ tak, qto mnoßestva S_{12} i S_{21} budut soderßat~ po k fflementov.

Dokazatel~stvo. Pust~ v mnoßestve P = R ∩ T rovno p verxin. Dokaßem, qto R_i ≠ ? ni dlØ kakogo i. Predpoloßim protivnoe, pust~ R_i = ?. Togda pri razreze grafa G po R vse verxiny svØznogo grafa F_i okaßutsØ v odnoæ komponente. No po lemme 7 kaßdaØ iz verxin T smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ iz F_i, to est~ R ne razdelØet T , qto protivoreqit lemme 10. Analogiqno, T_i ≠ ? ni dlØ kakogo i.

Predpoloßim, qto n > 2 ili m > 2. Rassmotrim proizvol~nu¸ paru mnoßestv S_{ij} i S_{xy} takih, qto i ≠ x i j ≠ y. Zametim, qto

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 99 koliqestvo fflementov v mnoßestvah S_{ij} i S_{xy} v summe men~xe, qem 2k. Sledovatel~no, odno iz fftih mnoßestv soderßit menee, qem k fflementov. Pust~ ffto mnoßestvo S_{ij} , kotoroe otdelØet ot ostal~nyh verxin grafa G mnoßestvo G_{ij}. Togda, iz k-svØznosti grafa G sleduet, qto G_{ij} = ?.

Takim obrazom, my dokazali, qto v sluqae n > 2 ili m > 2 pri i ≠ x i j ≠ y odno iz mnoßestv G_{ij} ili G_{xy} pusto. Raspoloßim vse mnoßestva G_{ij} (gde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) v vide tablicy n × m. Iz dokazannogo vyxe sleduet, qto vse nepustye iz rassmatrivaemyh mnoßestv raspoloßeny v odnoæ stroke ili v odnom stolbce naxeæ tablicy, to est~, leßat v odnoæ iz komponent F_i ili H_j.

Ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto vse nepustye mnoßestva leßat vnutri F_1, otkuda sleduet, qto F_2 = R_2, . . . , F_n = R_n. No togda razdelØ¸wee mnoßestvo R soderßit komponenty F_2, F_3, . . . , F_n, qto protivoreqit lemme 5. Takim obrazom my poluqili, qto m = n = 2, priqem vse nepustye mnoßestva G_{ij} ne mogut leßat~ vnutri odnoæ komponenty.

Itak, moßno sqitat~, qto oba mnoßestva G_{12} i G_{21} nepusty (v protivnom sluqae komponenty moßno perenumerovat~ tak, qtoby ffto uslovie vypolnØlos~). Poskol~ku komponenta G_{ij} vydelØetsØ v grafe G pri razreze po S_{ij} , v kaßdom iz mnoßestv S_{12} i S_{21} dolßno byt~ ne menee, qem k verxin. Odnako, v S_{12} i S_{21} vmeste rovno 2k verxin, sledovatel~no, kaßdoe iz nih ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim mnoßestvom v grafe G. �

Teorema 6. DlØ l¸byh dvuh derev~ev blokov slabo neraswepimogo k-svØznogo grafa G suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vhodØwimi v nih blokami, takoe qto sootvetstvu- ¸wie bloki izomorfny, a ih vnutrennosti sovpada¸t. Dokazatel~stvo. Budem vesti indukci¸ po koliqestvu verxin v grafe. Baza dlØ (k + 1)-svØznogo grafa oqevidna, dokaßem perehod. V indukcionnom perehode my budem pol~zovat~sØ utverßdeniem teoremy dlØ nekotoryh grafov vida H^∗ (gde H – kvazikomponenta grafa G). Takie grafy mogut ne byt~ slabo neraswepimymi. Odnako, po lemmam 9 i 10, l¸boe k-razdelØ¸wee mnoßestvo v H^∗ – ffto k-razdelØ¸wee mnoßestvo grafa G, nezavisimoe so vsemi k-razdelØ¸wimi mnoßestvami, po kotorym uße proveden razrez pri postroenii H^∗, i sledovatel~no, l¸baØ komponenta v H^∗ ØvlØetsØ komponentoæ v G. Sledovatel~no, dlØ

100 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR takih grafov my moßem ispol~zovat~ opisanie par zavisimyh k-razdelØ¸wih mnoßestv, dannoe v lemme 14.

Rassmotrim dve posledovatel~nosti razrezov R_1, R_2, . . . , R_n i T_1, T_2, . . . , T_m. Zametim, qto esli R_1 sovpadaet s T_1, to utverßdenie teoremy vypolneno, poskol~ku po zameqani¸ 2 k opredeleni¸ 9 sootvetstvu¸wie derev~Ø blokov budut sostoØt~ iz mnoßestva R_1 i derev~ev blokov grafov G^∗_1, G^∗_2, . . . , G^∗_s, gde G_1, G_2, . . . , G_s – komponenty, na kotorye R_1 delit G. No meßdu blokami grafov G^∗_1, G^∗_2, . . . , G^∗_s, poluqa¸wimisØ v rezul~tate posledovatel~nosteæ razrezov R_2, R_3, . . . , R_n i T_2, T_3, . . . , T_m, po indukcionnomu predpoloßeni¸ suwestvuet trebuemoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie.

Predpoloßim teper~, qto R_1 i T_1 razliqny. Pust~ oni nezavisimy. Togda provedem razrez po mnoßestvu R_1, zatem provedem razrez po mnoßestvu T_1, posle qego dopolnim fftu posledovatel~nost~ razrezov do razbieniØ na bloki proizvol~nym naborom nezavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv S_3, S_4, . . . , S_ℓ. Po dokazannomu vyxe, dlØ derev~ev blokov, sootvetstvu¸wih naboram k-razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_n i R_1, T_1, S_3, S_4, . . . , S_ℓ, vypolnØetsØ utverßdenie teoremy. Analogiqno, dlØ derev~ev blokov, sootvetstvu¸wih naboram k-razdelØ¸wih mnoßestv T_1, T_2, . . . , T_m i T_1, R_1, S_3, S_4, . . . , S_ℓ, takße vypolnØetsØ utverßdenie teoremy. No zametim, qto nabory R_1, T_1, S_3, S_4, . . . , S_ℓ i T_1, R_1, S_3, S_4, . . . , S_ℓ otliqa¸tsØ lix~ porØdkom fflementov, sledovatel~no sootvetstvu¸wie im derev~Ø blokov sovpada¸t. Takim obrazom, dlØ derev~ev blokov, sootvetstvu¸- wih naboram k-razdelØ¸wih mnoßestv R_1, R_2, . . . , R_n i T_1, T_2, . . . , T_m vypolnØetsØ utverßdenie teoremy.

Rassmotrim sluqaæ, kogda R_1 i T_1 zavisimy. Po lemme 14, kaßdoe iz fftih mnoßestv razbivaet graf G rovno na dve komponenty. Pust~ pri razreze po T obrazu¸tsØ komponenty F_1 i F_2 (soderßawie qasti R_{11} i R_{12} mnoßestva R_1 sootvetstvenno), a pri razreze po R obrazu¸tsØ komponenty H_1 i H_2 (soderßawie qasti T_{11} i T_{12} mnoßestva T_1 sootvetstvenno). Pust~ P = R_1 ∩ T_1, G_{ij} = F_i ∩ H_j, S_{ij} = R_{1i} ∪ T_{1j} ∪ P . Kak dokazano v lemme 14, moßno pronumerovat~ komponenty tak, qto mnoßestva S_{12} i S_{21} ØvlØ- ¸tsØ k-razdelØ¸wimi v grafe G.

Predpoloßim, qto pervyæ razrez byl po T_1. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, v kaßdom iz poluqennyh pri fftom razreze

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 101

k-svØznyh grafov F^∗_1 i F^∗_2 bloki, vhodØwie v ih derev~Ø blokov, ne zavisØt ot vybora maksimal~nogo nabora k-razdelØ¸wih mnoßestv i ot porØdka razrezov. Provedem v nih razrezy po S_{12} i S_{21} sootvetstvenno. V rezul~tate poluqitsØ sledu¸wee derevo blokov B(G; T_1, S_{12}, S_{21}): razdelØ¸wee mnoßestvo T_1 smeßno psevdoblokam G^∗_{11} i G^∗_{22}, kotorye krome T_1 smeßny razdelØ¸- wim mnoßestvam S_{12} i S_{21} sootvetstvenno. Pri fftom razdelØ¸- wemu mnoßestvu S_{12} smeßen takße psevdoblok G^∗_{12}, a razdelØ¸- wemu mnoßestvu S_{21} – psevdoblok G^∗_{21}, poslednie dva psevdobloka ØvlØ¸tsØ v dereve B(G; T_1, S_{12}, S_{21}) visØqimi verxinami.

Analogiqno, v rezul~tate razrezov po k-razdelØ¸wim mnoßestvam R_1, S_{12} i S_{21} poluqitsØ sledu¸wee derevo blokov B(G; R_1, S_{12}, S_{21}): razdelØ¸wee mnoßestvo R_1 smeßno psevdoblokam G^∗_{11} i G^∗_{22}, kotorye krome R_1 smeßny razdelØ¸wim mnoßestvam S_{21} i S_{12} sootvetstvenno. Pri fftom razdelØ¸wemu mnoßestvu S_{12} smeßen takße psevdoblok G^∗_{12}, a razdelØ¸wemu mnoßestvu S_{21} – psevdoblok G^∗_{21}, poslednie dva psevdobloka ØvlØ¸tsØ v dereve B(G; R_1, S_{12}, S_{21}) visØqimi verxinami.

Zametim, qto dlØ poluqivxihsØ derev~ev vnutrennie kvazikomponenty vhodØwih v nih blokov sovpada¸t. Bolee togo, grafy G^∗_{12} i G^∗_{21} v oboih sluqaØh budut odinakovy (graniqnymi mnoßestvami dlØ sootvetstvu¸wih komponent budut S_{12} i S_{21} sootvetstvenno). Grafy G^∗_{11} i G^∗_{22} budut zaviset~ ot togo, kakoæ sposob razrezaniØ my primenili. No pri fftom poluqa¸wiesØ grafy budut izomorfny. Deæstvitel~no, mnoßestva verxin grafov G^∗_{11}, poluqennyh v rezul~tate rassmatrivaemyh sposobov razrezaniØ, otliqa¸tsØ lix~ mnoßestvami R_{12} i T_{12}, soderßawimi odinakovoe qislo verxin. Pri fftom otnoxenie smeßnosti verxin, ne vhodØwih v ffti mnoßestva, v oboih sluqaØh odinakovo, a verxiny fftih mnoßestv smeßny s temi i tol~ko temi verxinami G^∗_{11}, kotorye ØvlØ¸tsØ graniqnymi (oni ne mogut byt~ smeßny verxinam G_{11}, tak kak R_{12} i G_{11} leßat v raznyh komponentah svØznosti otnositel~no T_1, a T_{12} i G_{11} leßat v raznyh komponentah svØznosti otnositel~no R_1). Sledovatel~no, poluqa¸wiesØ v rezul~tate dvuh ukazannyh vyxe sposobov razrezov grafy G^∗_{11} izomorfny. Analogiqnoe rassußdenie verno i dlØ grafov G^∗_{22}.

Itak, posle razrezov po R_1, S_{12}, S_{21} i po T_1, S_{12}, S_{21} u nas poluqilis~ derev~Ø blokov, u kotoryh sootvetstvu¸wie psevdobloki

102 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR izomorfny, a ih vnutrennie kvazikomponenty sovpada¸t. Sledovatel~no, pri l¸bom razbienii fftih psevdoblokov na bloki poluqatsØ derev~Ø blokov, dlØ kotoryh vypolnØetsØ utverßdenie teoremy. Sledovatel~no, utverßdenie teoremy vypolneno dlØ derev~ev blokov, sootvetstvu¸wih naboram k-razdelØ¸wih mnoßestv vida R_1, S_{12}, S_{21}, S_4, . . . , S_ℓ i T_1, S_{12}, S_{21}, S^′_4, . . . , S^′_f , a znaqit, po dokazannomu vyxe, i dlØ derev~ev blokov, sootvetstvu¸wih naboram R_1, R_2, . . . , R_n i T_1, T_2, . . . , T_m. �

Postroennye vyxe derev~Ø blokov ØvlØ¸tsØ obobweniem na sluqaæ k-svØznosti izvestnyh konstrukciæ dlØ blokov svØznogo grafa. V teoremah 4 i 5 my dokazali, qto udalenie vnutrenneæ verxiny l¸bogo bloka ne vedet k potere k-svØznosti i odnovremennoe udalenie vnutrennih verxin iz neskol~kih kraænih blokov (to est~, iz minimal~nyh komponent) ne vedet k potere k-svØznosti. �ti svoæstva obobwa¸t svoæstva blokov svØznogo grafa (sm. [1, str. 41–46] i [2, str. 105–121]).

3.3 Udalenie neskol~kih verxin. V zakl¸qenie raboty my dokaßem ewe odnu teoremu ob odnovremennom udalenii verxin iz raznyh blokov, obobwa¸wu¸ rezul~tat teoremy 4.

Opredelenie 10. Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf, a H^∗ – proizvol~nyæ blok fftogo grafa. Oboznaqim qerez R_2(H) mnoßestvo vseh graniqnyh verxin bloka H^∗, kotorye prinadleßat hotØ by dvum razliqnym graniqnym k-razdelØ¸wim mnoßestvam.

Nazovem blok H^∗ polnym, esli |H| > |R_2(H)|.

Zameqanie. Blok, granicu kotorogo sostavlØet odno k-razde-lØ¸wee mnoßestvo, vsegda polnyæ. Nepustoæ blok, nikakie dva graniqnyh k-razdelØ¸wih mnoßestva kotorogo ne pereseka¸tsØ, takße vsegda ØvlØetsØ polnym.

Teorema 7. Pust~ G – slabo neraswepimyæ k-svØznyæ graf, priqem stepen~ l¸boæ iz verxin, vhodØwih v odno iz ego k-razdelØ¸- wih mnoßestv ne menee, qem 2k − 1. Pust~ B(G) – derevo blokov grafa G. Togda v kaßdom polnom bloke dereva B(G) moßno vybrat~ po odnoæ vnutrenneæ verxine tak, qtoby pri udalenii l¸- bogo nabora, sostoØwego iz vybrannyh verxin (v tom qisle i vseh vybrannyh verxin), k-svØznost~ sohranitsØ.

Dokazatel~stvo. Opixem process vybora verxiny v bloke H^∗,

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 103 takom qto R_2(H) ≠ ? (pri R_2(H) = ? moßno vybrat~ proizvol~- nu¸ vnutrenn¸¸ verxinu bloka).

Pust~ R_2(H) = {D_1, . . . , D_q}. Rassmotrim verxinu D_1 i otmetim v H odnu iz smeßnyh s neæ verxin (esli takie est~). Potom rassmotrim verxinu D_2, i otmetim v H odnu iz neotmeqennyh verxin, smeßnyh s D_2 (esli takaØ verxina est~). I tak dalee, na i xage my otmetim v kvazikomponente H odnu iz ewe ne otmeqennyh verxin, smeßnyh s D_i (esli takie verxiny est~). Takim obrazom, okaßutsØ otmeqennymi ne bolee, qem |R_2(H)| verxin iz H, sledovatel~no, ostanetsØ neotmeqennoæ hotØ by odna iz verxin H. My vyberem l¸bu¸ iz neotmeqennyh verxin kvazikomponenty H. Takim obrazom, vse verxiny mnoßestva R_2(H), ne ime¸wie smeßnyh verxin v H posle udaleniØ iz H vybrannoæ verxiny, ne imeli smeßnyh verxin v H i do udaleniØ.

Predpoloßim protivnoe, pust~ pri udalenii nekotorogo mnoßestva iz vybrannyh verxin k-svØznost~ naruxitsØ. Togda suwestvuet minimal~nyæ po vkl¸qeni¸ nabor A iz vybrannyh verxin, pri udalenii kotorogo terØetsØ k-svØznost~. Pust~ fftot nabor sostoit iz verxin A_1, A_2, . . . , A_n, prinadleßawih razliqnym minimal~nym kvazikomponentam H_1, H_2, . . . , H_n sootvetstvenno. Pust~ R_1, R_2, . . . , R_m – vse k-razdelØ¸wie mnoßestva, kotorye razdelØ¸t nabor A. Pust~ ~G = G − A, R = ∩^m_{i=1}R_i. Pust~ v grafe ~G suwestvuet sostoØwee ne bolee qem iz k − 1 verxin razdelØ¸wee mnoßestvo T . Po lemme 8, pri udalenii iz ~G verxin mnoßestva T , vse neudalennye verxiny, ne vhodØwie v R, i bolee poloviny neudalennyh verxin mnoßestva R popadut v odnu komponentu svØznosti. Pust~ pri udalenii verxin mnoßestva T obrazovalas~ komponenta R^′, soderßawaØsØ v R. Po lemme 8, koliqestvo verxin v R^′ ne prevoshodit^{k−1}_2 . Pust~ ℓ – koliqestvo takih i, dlØ kotoryh kvazikomponenta H_i imeet verxinu, smeßnu¸ hotØ by s odnoæ iz verxin R^′. Ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto ffti nomera – ot 1 do ℓ. UporØdoqim kvazikomponenty H_1, H_2, . . . , H_ℓ takim obrazom, qtoby dlØ vseh i ot 1 do s vypolnØlos~ sootnoxenie R^′ ⊂ R_2(H_i), a dlØ ostal~nyh kvazikomponent H_j takoe sootnoxenie ne vypolnØlos~.

Netrudno zametit~, qto dlØ kaßdoæ kvazikomponenty H_j (pri j ot s + 1 do ℓ) suwestvuet edinstvennoe graniqnoe k-

104 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR razdelØ¸wee mnoßestvo R_x, kotoroe razdelØet nabor udalennyh verxin A. Sledovatel~no, ffto mnoßestvo otdelØet kvazikomponentu H_j ot ostal~nyh rassmatrivaemyh kvazikomponent. Oboznaqim takoe mnoßestvo R_x qerez P (H_j). Pust~ pri razreze grafa G po k-razdelØ¸wemu mnoßestvu P (H_j) kvazikomponenta H_j popadaet v komponentu G_j, rassmotrim graf ~G_j = G_j − A_j . Poskol~ku po teoreme 5 graf G ne terØet k-svØznost~ pri udalenii A_j , to graf ~G^∗_j ØvlØetsØ k-svØznym. Otmetim, qto pri j ≠ i

G_j ∩ H_i = ?, G_i ∩ G_j = ?.

Dokaßem, qto v mnoßestve T dolßno byt~ ne menee, qem k verxin. Rassmotrim dva sluqaØ.

1) Pust~ ℓ ≥ k. Dokaßem, qto v mnoßestve T dolßno byt~ hotØ by po odnoæ verxine iz H_1, . . . , H_s, G_{s+1}, . . . , G_ℓ. Predpoloßim protivnoe. Pust~ v mnoßestvo T ne voxlo ni odnoæ verxiny iz kvazikomponenty H_i, gde 1 ≤ i ≤ s. Iznaqal~no v H_i byla verxina, smeßnaØ s odnoæ iz verxin B otdelivxegosØ mnoßestva R^′. Poskol~ku B ∈ R^′ ⊂ R_2(H_i), vybrannaØ nami v H_i verxina A_i takova, qto i posle udaleniØ A_i verxina B budet smeßna s odnoæ iz verxin H_i, qto protivoreqit predpoloßeni¸ ob otdelenii R^′.

Predpoloßim, qto v mnoßestvo T ne voxlo ni odnoæ verxiny iz komponenty G_i, gde s < i ≤ ℓ. Odnako, po lemme 7 kaßdaØ verxina mnoßestva R^′ smeßna hotØ by s odnoæ iz verxin ~G_i, qto protivoreqit predpoloßeni¸ ob otdelenii R^′.

Sledovatel~no, v fftom sluqae v razdelØ¸wem mnoßestve T dolßno byt~ hotØ by po odnoæ verxine iz H_1, . . . , H_s, G_{s+1}, . . . , G_ℓ, to est~, ne menee, qem k verxin.

2) Pust~ ℓ ≤ k − 1, a mnoßestvo R^′ soderßit p verxin. KaßdaØ verxina grafa R^′ v grafe G moßet byt~ soedinena s verxinami A_1, A_2, . . . , A_ℓ, verxinami mnoßestva T i ostal~nymi p − 1 verxinami iz R^′. UqityvaØ, qto takaØ verxina po uslovi¸ dolßna byt~ soedinena ne menee, qem s 2k − 1 verxinoæ, poluqaem neravenstvo

2k − 1 ≤ p − 1 + ℓ + k − 1 ≤ p − 1 + 2(k − 1), (3.1)

otkuda nemedlenno sleduet p ≥ 2.

Rassmotrim komponenty G_i, gde s < i ≤ ℓ. Zametim, qto udaliv iz k-svØznogo grafa ~G^∗_i vse k − p verxin mnoßestva P (H_i), ne

O STRUKTURE k–SV˚ZNOGO GRAFA 105 voxedxie v R^′, my poluqim p-svØznyæ graf. Sledovatel~no, qtoby otdelit~ v fftom grafe verxiny mnoßestva R^′ ot ostal~nyh, nußno udalit~ iz nego kak minimum p verxin, to est~ dlØ poteri svØznosti grafa ~G iz fftih komponent vsego nußno udalit~ ne menee, qem p(ℓ − s) verxin.

Provedem podsqet summy stepeneæ verxin mnoßestva R^′. Rassmotrim kvazikomponentu H_i (gde 1 ≤ i ≤ ℓ). Pust~ posle udaleniØ A_i v kvazikomponente H_i ostalos~ t_i verxin, kotorye smeßny hotØ by s odnoæ iz verxin mnoßestva R^′. Sledovatel~no, v razdelØ¸wee mnoßestvo T dolßny voæti kak minimum t_i verxin iz H_i. Poskol~ku mnoßestvo T soderßit k − 1 verxinu, poluqim neravenstvo s∑ k=1 t_i + p(ℓ − s) ≤ k − 1. (3.2)

Dokaßem, qto udalennaØ iz H_i verxina A_i byla smeßna ne bolee, qem s t_i verxinami iz R^′. Predpoloßim protivnoe. Pust~ v processe vybora verxiny A_i (dlØ udaleniØ iz H_i) my v nekotorom porØdke rassmotreli vse verxiny mnoßestva R^′ i na kaßdom iz fftih xagov my otmeqali odnu iz ewe ne otmeqennyh k fftomu momentu verxin, smeßnyh s rassmatrivaemoæ verxinoæ iz R^′. Poskol~ku okazalos~ otmeqeno ne bolee, qem t_i verxin, smeßnyh hotØ by s odnoæ iz verxin R^′, to my otmeqali verxiny ne bolee, qem na t_i xagah, sdelannyh s verxinami iz R^′. Odnako, esli v R^′ est~ bolee, qem t_i verxin, smeßnyh s A_i, to pri rassmotrenii odnoæ iz fftih verxin my ne otmetili ni odnoæ verxiny. No ffto nevozmoßno, poskol~ku v fftot moment byla neotmeqennaØ verxina smeßnaØ rassmatrivaemoæ (verxina A_i).

Znaqit, A_i smeßna ne bolee, qem s t_i verxinami iz R^′. Sloßiv neravenstva dlØ kvazikomponent H_1, H_2, . . . , H_ℓ, my poluqim, qto ot udalennyh verxin A_1, A_2, . . . , A_s k verxinam mnoßestva R^′ vyhodilo ne bolee, qem ∑_s i=1 t_i reber, a ot verxin A_{s+1}, A_{s+2}, . . . , A_ℓ – ne bolee, qem p(ℓ − s) reber. Zametim, qto verxina iz mnoßestva R^′ moßet byt~ smeßna tol~ko s udalennymi verxinami A_1, A_2, . . . , A_ℓ, verxinami (k − 1)-razdelØ¸wego mnoßestva T i drugimi verxinami iz R^′. UqityvaØ, qto stepen~ kaßdoæ verxiny mnoßestva R^′ dolßna byt~ ne menee 2k − 1 i neravenstvo (3.2), my poluqim neravenstvo na summarnu¸ stepen~

106 D. V. KARPOV, A. V. PASTOR verxin R^′ p(2k −1) ≤ p(p−1)+p(k −1)+ ℓ∑ i=1 t_i +p(ℓ−s) ≤ p(p−1)+(p+1)(k −1), otkuda neposredstvenno sleduet p − 1 ≥ 2k − 1 − p + 1 p (k − 1) ≥ 2k − 1 − 3 2 (k − 1) = k + 1 2 . (3.3)

Odnako, neravenstvo (3.3) protivoreqit lemme 8. Sledovatel~no, i v fftom sluqae graf ~G okazyvaetsØ k-svØznym, qto protivoreqit vyboru nabora verxin A.

�to oznaqaet, qto pri udalenii l¸bogo mnoßestva iz otmeqennyh verxin k-svØznost~ ne naruxaetsØ. � Zameqanie. Netrudno zametit~, qto vybor udalØemoæ verxiny iz l¸boæ minimal~noæ komponenty v teoreme 7 proizvolen, kak i v teoreme 4.

Literatura

1. F. Harari, TeoriØ grafov. M., Mir, 1973.

2. O. Ore, TeoriØ grafov. M., Nauka, 1968, Perevod s angliæskogo: O. Ore, Theory of graphs, 1962.

3. G. Chartrand, A. Kaugars, D. R. Lick, Critically n-connected graphs. — Proc.

Amer. Math. Soc. 32 no. 1 (1972).

4. R. Halin, A theorem on n-connected graphs. — J. Comb. Theory 7 no. 2 (1969).

Karpov D. V., Pastor A. V. On the structure of k-connected graphs. For k-connected graph we determine a notion of block and build a block tree. These constructions generalize well known and important in graph theory notion of block for the case of k-connected graph. With the help of these notions we describe such set W of vertices of k-connected graph, that one can delete from graph any subset of W without less of vertex connectivity.

Postupilo 10 oktØbrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Email dvk@pdmi.ras.ru Email pastor@pdmi.ras.ru