Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

G. A. Leonov

FUNKCII L˚PUNOVA V OCENKAH RAZMERNOSTI ATTRAKTOROV DINAMIQESKIH SISTEM

NastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ tekstom doklada, proqitannogo na Rohlinskom memoriale v avguste 1999 goda.

Qislovymi harakteristikami dlØ garmoniqeskih kolebaniæ ØvlØ¸tsØ amplituda, period, qastota, dlØ periodiqeskih kolebaniæ – ih period. V rezul~tate mnogoqislennyh issledovaniæ stalo Øsno, qto i bolee sloßnye kolebaniØ oblada¸t qislovymi harakteristikami. �to – razmernosti attraktorov, sootvetstvu¸wih ansamblØm takih kolebaniæ.

RazvitaØ v pervoæ polovine dvadcatogo veka teoriØ topologiqeskoæ razmernosti [1, 2] malo prigodna dlØ togo, qtoby dat~ xkalu razmernostnyh harakteristik attraktorov. Delo v tom, qto topologiqeskaØ razmernost~ moßet prinimat~ lix~ celoqislennye znaqeniØ, i sostavlennaØ takim obrazom xkala razmernostnyh harakteristik okazyvaetsØ slixkom bednoæ.

DlØ issledovaniØ attraktorov bolee adekvatnoæ okazalos~ hausdorfova razmernost~ mnoßestv. �ta razmernostnaØ harakteristika moßet prinimat~ l¸bye neotricatel~nye znaqeniØ i na takih privyqnyh ob¨ektah v evklidovom prostranstve kak gladkaØ krivaØ, poverhnost~, sqetnoe mnoßestvo toqek, sovpadaet s topologiqeskoæ razmernost~¸.

Qasto attraktory, ime¸wie necelu¸ hausdorfovu razmernost~, nazyva¸t strannymi. K nastoØwemu vremeni s pomow~¸ komp~¸ternyh ffksperimentov otkryto bol~xoe koliqestvo strannyh attraktorov, opisyva¸wih sloßnye kolebaniØ, nabl¸daemye v prirode i tehnike [3–6].

Pereædem teper~ k opredeleni¸ hausdorfovoæ razmernosti mnoßestv.

Rassmotrim kompaktnoe metriqeskoe prostranstvo X s metrikoæ ρ, podmnoßestvo E ⊂ X i qisla d ≥ 0, ε > 0. 131

132 G. A. LEONOV

Pokroem E xarami s radiusami r_j < ε i oboznaqim

μ_H (E, d, ε) = inf ∑ j r^d_j , gde infimum beretsØ po vsem takim ε-pokrytiØm E.

Oqevidno, qto μ_H (E, d, ε) ne ubyvaet pri umen~xenii ε. Pofftomu suwestvuet predel (vozmoßno beskoneqnyæ) μ_H (E, d) = lim_{ε→0} μ_H (E, d, ε). Opredelenie 1. FunkciØ μH (·, d) nazyvaetsØ d-meroæ Hausdorfa.

Pri fiksirovannom d funkciØ μ_H (E, d) obladaet vsemi svoæstvami vnexneæ mery na X.

Pri fiksirovannom mnoßestve E funkciØ μ_H (E, ·) obladaet sledu¸wim svoæstvom. Suwestvuet takoe d_{kp} ∈ [0, ∞], qto μ_H (E, d) = ∞, ∀ d < d_{kp}, μ_H (E, d) = 0, ∀ d > d_{kp}. Esli X ⊂ R^n, to d_{kp} ≤ n. Zdes~ R^n – evklidovo n-mernoe prostranstvo.

Poloßim

dim_H E = d_{kp} = inf { d| μ_H (E, d) = 0 } . Opredelenie 2. Veliqina dimH E nazyvaetsØ razmernost~¸ Ha-

usdorfa mnoßestva E.

Primer 1. Rassmotrim kantorovo mnoßestvo E = ∞⋂ j=0 E_j, gde E_0 = [0, 1] i E_j sostoit iz 2^j otrezkov dliny 3^{−j}, poluqaemyh iz otrezkov, vhodØwih v E_{j−1}, udaleniem iz nih seredin otkrytyh intervalov dliny 3^{−j} (ris. 1).

V klassiqeskoæ teorii topologiqeskoæ razmernosti horoxo izvestno, qto dim_T E = 0.

Neposredstvenno iz opredeleniØ hausdorfovoæ razmernosti legko poluqit~, qto μ_H (E, d) = 1 pri d = log 2/ log 3 = 0, 6309 . . . i, sledovatel~no,

dim_H E = log 2 log 3 .

FUNKCII L˚PUNOVA 133

Ris. 1

TopologiqeskaØ razmernost~ ØvlØetsØ invariantom po otnoxeni¸ k gomeomorfizmam. Hausdorfova razmernost~ ØvlØetsØ invariantom po otnoxeni¸ k diffeomorfizmam, i necelaØ hausdorfova razmernost~ ne ØvlØetsØ invariantom po otnoxeni¸ k gomeomorfizmam [2].

Pri issledovanii attraktorov dinamiqeskih sistem v fazovom prostranstve qasto ispol~zu¸tsØ gladkie zameny koordinat. Pofftomu v takih rassmotreniØh dostatoqno invariantnosti po otnoxeni¸ k diffeomorfizmam.

Horoxo izvestno, qto dim_T E ≤ dim_H E. Kantorovskoe mnoßestvo E daet primer, kogda ffto neravenstvo ØvlØetsØ strogim.

Privedem teper~ dva ffkvivalentnyh opredeleniØ fraktal~noæ razmernosti.

Oboznaqim qerez N_ε(E) minimal~noe qislo xarov radiusa ε, neobhodimoe dlØ pokrytiØ mnoßestva E ⊂ X.

Vvedem v rassmotrenie qisla d ≥ 0, ε > 0 i poloßim μ_F (E, d, ε) = N_ε(E)ε^d, μ_F (E, d) = lim_{ε→0} μ_F (E, d, ε). Opredelenie 3. Fraktal~noæ razmernost~¸ mnoßestva E nazy-

vaetsØ veliqina

dim_F E = inf{d| μ_F (E, d) = 0}.

Zametim, qto ffto opredelenie provedeno po sheme, analogiqnoæ opredeleni¸ hausdorfovoæ razmernosti. Zdes~ tol~ko pokrytie provoditsØ xarami odnogo i togo ße radiusa ε.

Opredelenie 4. Fraktal~noæ razmernost~¸ mnoßestva E nazy-

vaetsØ veliqina

dim_F E = lim_{ε→0} log N_ε(E) log(1/ε) .

134 G. A. LEONOV

Legko videt~, qto

dim_H E ≤ dim_F E.

Primer 2. DlØ X = [0, 1] i E = {0, 1, 2^{−1}, 3^{−1}, . . . }

dim_H E = 0, dim_F E = 1 2 . ObobweniØ shem vvedeniØ hausdorfovoæ i fraktal~noæ mery i razmernosti i opredeleniØ razliqnyh metriqeskih razmernostnyh harakteristik dany v [7].

Okazalos~ [8–13], qto verhneæ ocenkoæ hausdorfovoæ i fraktal~noæ razmernosti invariantnyh mnoßestv ØvlØetsØ lØpunovskaØ razmernost~. Dadim zdes~ opredelenie lØpunovskoæ razmernosti.

Rassmotrim nepreryvno differenciruemoe otobraßenie F mnoßestva U ⊂ R^n v R^n. Oboznaqim qerez T_xF matricu ˚kobi otobraßeniØ F v toqke x. Iz nepreryvnoæ differenciruemosti F sleduet sootnoxenie F (x + h) − F (x) = (T_xF )h + o(h). V dal~neæxem budem predpolagat~, qto mnoßestvo K ⊂ U invariantno otnositel~no preobrazovaniØ F : F (K) = K.

Vvedem v rassmotrenie singulØrnye qisla n × n-matricy A α_1(A) ≥ · · · ≥ α_n(A). Napomnim, qto singulØrnym qislom matricy A nazyvaetsØ kvadratnyæ koren~ iz sobstvennogo znaqeniØ matricy A^∗A. Zdes~ qerez ∗ oboznaqena operaciØ transponirovaniØ (v vewestvennom sluqae) ili ffrmitova soprØßeniØ.

Opredelenie 5. Lokal~noæ lØpunovskoæ razmernost~¸ otobra-

ßeniØ F v toqke x ∈ K nazovem qislo

dim_L(F, x) = j + s,

gde j – naibol~xee celoe qislo iz otrezka [1, n], dlØ kotorogo

α_1(T_xF ) . . .α_j(T_xF ) ≥ 1,

i qislo s ∈ [0, 1], dlØ kotorogo

α_1(T_xF ) . . . α_j(T_xF )α_{j+1}(T_xF )^s = 1.

FUNKCII L˚PUNOVA 135 V sluqae α_1(T_xF ) < 1 po opredeleni¸ imeem dim_L(F, x) = 0, i v sluqae α_1(T_xF ) . . . α_n(T_xF ) ≥ 1 po opredeleni¸ dim_L(F, x) = n.

Opredelenie 6. LØpunovskoæ razmernost~¸ otobraßeniØ F mno-

ßestva K nazovem qislo dim_L(F, K) = sup_K dim_L(F, x).

Opredelenie 7. Lokal~noæ lØpunovskoæ razmernost~¸ posledo-

vatel~nosti otobraßeniæ F^i v toqke x ∈ K nazovem qislo dim_L x = lim_{i→+∞} dim_L(F^i, x).

Opredelenie 8. LØpunovskoæ razmernost~¸ posledovatel~nosti

otobraßeniæ F^i mnoßestva K nazovem qislo dim_L K = sup_K dim_L x.

DlØ otobraßeniæ F_t, zavisØwih ot parametra t ∈ R^1, moßno vvesti sledu¸wie analogi opredeleniæ 7 i 8.

Opredelenie 9. Lokal~noæ lØpunovskoæ razmernost~¸ otobra-

ßeniØ F_t v toqke x ∈ K nazovem qislo dim_L x = lim_{t→+∞} dim_L(F_t, x).

Opredelenie 10. LØpunovskoæ razmernost~¸ otobraßeniØ Ft

mnoßestva K nazovem qislo dim_L K = sup_K dim_L x.

Ewe raz otmetim, qto vaßnym svoæstvom lØpunovskoæ razmernosti ØvlØetsØ neravenstvo [11–13] dim_F K ≤ dim_L K.

Takim obrazom, dim_T K ≤ dim_H K ≤ dim_F K ≤ dim_L K.

136 G. A. LEONOV

Otmetim takße, qto lØpunovskaØ razmernost~ moßet slußit~ harakteristikoæ vnutrenneæ neustoæqivosti dinamiqeskoæ sistemy, opredelennoæ na invariantnom mnoßestve K i poroßdennoæ semeæstvom otobraßeniæ F^i ili F_t.

LØpunovskaØ razmernost~ ØvlØetsØ invariantom po otnoxeni¸ k lineænym ortogonal~nym operatoram. Inogda ffto privodit k poiskam nekotorogo “horoxego” (ili nailuqxego v nekotorom smysle) bazisa pri issledovanii konkretnyh dinamiqeskih sistem.

Zdes~ sleduet otmetit~, qto perehodØ ot topologiqeskoæ razmernosti k hausdorfovoæ, my uße naruxili naxu topologiqesku¸ devstvennost~, otdavaØ sebe otqet v tom, qto hausdorfova razmernost~ ne invariantna otnositel~no gomeomorfizmov. Vvedenie lØpunovskoæ razmernosti ØvlØetsØ sledu¸wim xagom v pragmatiqeskom podhode k issledovani¸ dinamiqeskih sistem: lØpunovskaØ razmernost~ ne ØvlØetsØ razmernostnoæ harakteristikoæ v klassiqeskom smysle, odnako pozvolØet, vo-pervyh, ffffektivno ocenivat~ sverhu topologiqesku¸, hausdorfovu i fraktal~nu¸ razmernosti, vo-vtoryh, ØvlØetsØ harakteristikoæ neustoæqivosti dinamiqeskih sistem, i, v-tret~ih, horoxo “prisposoblena” dlØ issledovaniæ metodami klassiqeskoæ teorii ustoæqivosti dvißeniØ.

Prodemonstriruem ffto, vvedØ v ocenki lØpunovskoæ razmernosti funkcii LØpunova. Vpervye idei vvedeniØ funkciæ LØpunova v ocenki razmernostnyh harakteristik byli vyskazany v rabote [14] i v dal~neæxem razvivalis~ v [15–20, 9, 10]. Zdes~ my v osnovnom sleduet fftim ideØm.

Vvedem v rassmotrenie nepreryvno differenciruemu¸ funkci¸ p(x) : U → R^1, dlØ kotoroæ budem predpolagat~ vypolnenie sledu¸wego usloviØ p_1 ≤ p(x) ≤ p_2, ∀ x ∈ U. Zdes~ p_1 i p_2 – poloßitel~nye qisla.

Pust~ j – celoe qislo iz promeßutka [1, n], s ∈ [0, 1), d = j + s, A – n × n-matrica,

ω_d(A) = α_1(A) . . . α_j(A)α_{j+1}(A)^s,

ω(d, K, p, F ) = sup_K ω_d ( p(F (x)) p(x) T_xF ) .

FUNKCII L˚PUNOVA 137

Teorema 1. Esli F (K) = K i vypolneno neravenstvo ω(d, K, p, F ) < 1, (1) to dlØ dostatoqno bol~xih natural~nyh i spravedliva ocenka

dim_L(F^i, K) ≤ d. (2)

Dokazatel~stvo. DlØ dvuh n × n-matric A i B horoxo izvest-

no [21] neravenstvo ω_d(AB) ≤ ω_d(A)ω_d(B). (3) Ispol~zuØ sootnoxenie T_xF^i = ( T_F i�1_{(x)}F ) ( T_F i�2_{(x)}F ) . . . (T_xF ) , poluqim ravenstvo

T_xF^i = p(x) p(F^i(x)) ( p(F^i(x)) p(F^{i−1}(x)) T_F i�1_{(x)}F ) . . . ( p(F (x)) p(x) T_xF ) . Ots¸da i iz neravenstva (3) sleduet ocenka

ω_d(T_xF^i) ≤ sup_K ( p(x) p(F^i(x)) )_d ω(d, K, p, F )^i. Iz fftogo neravenstva, usloviØ (1) i opredeleniØ lØpunovskoæ razmernosti poluqim ocenku (2).

Kak budet pokazano v dal~neæxem, mnoßiteli vida p(F (x)) p(x) v uslovii (1) igra¸t rol~ funkciæ lØpunovskogo tipa. Osobenno naglØdno ffto proØvlØetsØ pri perehode k dinamiqeskim sistemam, poroßdaemym differencial~nymi uravneniØmi.

Rassmotrim sistemu dx dt = f(t, x), t ∈ R^1, x ∈ R^n, (4)

gde f(t, x) – nepreryvno differenciruemaØ T -periodiqeskaØ vektor-funkciØ R^1 × R^n → R^n, f(t + T, x) = f(t, x).

138 G. A. LEONOV

Budem predpolagat~, qto rexenie x(t, x_0) sistemy (4) s naqal~nymi dannymi x(0, x_0) = x_0 opredeleno na promeßutke [0, T ], i oboznaqim qerez G_T operator sdviga po rexeniØm sistemy (4): G_T q = x(T, q). Budem predpolagat~, qto dlØ nekotorogo mnoßestva K vypolneno sootnoxenie G_T K = K. Oboznaqim qerez J(t, x) matricu ˚kobi vektor-funkcii f(t, x): J(t, x) = ∂f(t, x) ∂x . Pust~ λ_1(t, x) ≥ · · · ≥ λ_n(t, x) – sobstvennye znaqeniØ matricy 1 2 ( J(t, x) + J(t, x)^∗ ) . Zdes~ ∗ oznaqaet operaci¸ transponirovaniØ.

Teorema 2. Predpoloßim, qto suwestvuet celoe qislo j ∈ [1, n],

qislo s ∈ [0, 1) i nepreryvno differenciruemaØ funkciØ v(x) takie, qto vypolneno neravenstvo sup_{q∈K} T∫ 0 ( λ_1(t, x(t, q)) + · · · + λ_j (t, x(t, x))+

+ sλ_{j+1}(t, x(t, q)) + v̇(x(t, q)) ) dt < 0. (5)

Togda dlØ dostatoqno bol~xih natural~nyh i vypolneno neravenstvo dim_L(G^i_T , K) ≤ j + s. (6)

Pri analize dinamiqeskih sistem v duhe prØmogo metoda LØpunova vmesto neravenstva (5) qasto udobnee ispol~zovat~ bolee gruboe uslovie sup_{q∈K} ( λ_1(t, x(t, q)) + · · · + λ_j (t, x(t, x))+

+ sλ_{j+1}(t, x(t, q)) + v̇(x(t, q)) ) < 0, ∀ t ∈ R^1. (7)

FUNKCII L˚PUNOVA 139 DlØ dokazatel~stva teoremy 2 nam potrebuetsØ odin fakt, spravedlivyæ dlØ lineænoæ sistemy dX dt = A(t)X, (8) gde A(t) – vewestvennaØ nepreryvnaØ n × n-matrica, X(t) – n × nmatrica, ØvlØ¸waØsØ rexeniem sistemy (8) s naqal~nym usloviem X(0) = I.

Oboznaqim qerez λ_1(t) ≥ · · · ≥ λ_n(t) sobstvennye znaqeniØ matricy 1 2 ( A(t) + A(t)^∗ ) i qerez σ_1(t) ≥ · · · ≥ σ_n(t) – singulØrnye znaqeniØ matricy X(t).

Lemma 1. Spravedlivo neravenstvo

σ_1(t) . . . σ_j (t) ≤ exp (^t∫ 0 ( λ_1(τ ) + · · · + λ_j (τ ) ) dτ ) . (9)

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto qisla σk(t + Δt) ØvlØ¸tsØ

singulØrnymi znaqeniØmi matricy X(t + Δt) = ( I + A(t)Δt + o(Δt) ) X(t). Ots¸da i iz neravenstva (3) sleduet, qto σ_1(t + Δt) . . . σ_j(t + Δt) ≤ β_1 . . . β_j σ_1(t) . . . σ_j (t), (10) gde β_k – singulØrnye znaqeniØ matricy I + A(t)Δt + o(Δt).

Napomnim, qto β^2_k – ffto sobstvennoe znaqenie matricy ( I + A(t)Δt + o(Δt) )_∗( I + A(t)Δt + o(Δt) ) = = I + ( A(t)^∗ + A(t) ) Δt + o(Δt). Takim obrazom, β^2_k = 1 + 2λ_k(t)Δt + o(Δt) i, sledovatel~no, β_k = 1 + λ_k(t)Δt + o(Δt).

Ots¸da i iz (10) sleduet neravenstvo

σ_1(t+Δt) . . . σ_j (t+Δt) ≤ ( 1+Δt j∑ k=1 λ_k(t)+o(Δt) ) σ_1(t) . . . σ_j(t). (11)

140 G. A. LEONOV Iz neravenstva (11) vytekaet sootnoxenie d dt [ σ_1(t) . . . σ_j (t) ] ≤ (_j∑ k=1 λ_k(t) ) [ σ_1(t) . . . σ_j(t) ] . (12)

IntegriruØ differencial~noe neravenstvo (12), poluqim neravenstvo (9).

Zametim, qto privedennoe zdes~ dokazatel~stvo neravenstva (9) bolee estestvenno i gorazdo prowe, qem dokazatel~stva, privedennye v [9, 10].

Dokazatel~stvo teoremy 2. Vvedem oboznaqenie H(t, q) = ∂x(t, q) ∂q . PodstavlØØ rexenie x(t, q) v uravnenie (4) i differenciruØ obe qasti po q, poluqim dH(t, q) dt = J(t, x(t, q))H(t, q). DlØ singulØrnyh znaqeniæ σ_1(t) ≥ · · · ≥ σ_n(t) matricy H(t, q) po lemme imeem neravenstvo

σ_1 . . . σ_k ≤ exp (^t∫ 0 (λ_1 + · · · + λ_k) dτ )

dlØ l¸bogo k = 1, . . ., n. Ots¸da i iz ravenstva σ_1 . . . σ_jσ^s_{j+1} = (σ_1 . . . σ_j )^{1−s}(σ_1 . . . σ_{j+1})^s poluqim ocenku

σ_1 . . . σ_jσ^s_{j+1} ≤ exp (^t∫ 0 (λ_1 + · · · + λ_j + sλ_{j+1}) dτ ) . (13)

Poloßim p(x) = ( exp v(x) )_{1/(j+s)} i umnoßim obe qasti neravenstva (13) na vyraßenie ( p(x(t, q)) p(q) )_{j+s} = exp [ v(x(t, q) − v(q) ] = exp (^t∫ 0 v̇(x(τ, q)) dτ ) .

FUNKCII L˚PUNOVA 141 V rezul~tate poluqim neravenstvo ( p(x(t, q)) p(q) )_{j+s} σ_1 . . . σ_jσ^s_{j+1} ≤

≤ exp (^t∫ 0 (λ_1 + · · · + λ_j + sλ_{j+1} + v̇(x, τ, q)) dτ ) . Ots¸da sleduet ocenka α_1(t, q) . . . α_j(t, q)α_{j+1}(t, q)^s ≤ exp (^t∫ 0 ( λ_1(τ, x(τ, q)) + · · · +

+ λ_j (τ, x(τ, q)) + sλ_{j+1}(τ, x(τ, q)) + v̇(x(τ, q)) ) dτ ) , (14)

gde α_k(t, q) – singulØrnye qisla matricy p(x(t, q)) p(q) H(t, q). Iz ocenki (14) i usloviØ (5) teoremy 2 sleduet suwestvovanie poloßitel~nogo qisla ε takogo, qto vypolneno neravenstvo α_1(T, q) . . . α_j(T, q)α_{j+1}(T, q)^s ≤ exp(−ε) dlØ vseh q ∈ K.

Takim obrazom, zdes~ vypolneny usloviØ teoremy 1 s F = G_T , T_q F = T_q G_T = H(T, q), i, sledovatel~no, vypolnena ocenka (6). Teorema 2 dokazana.

Primenim teper~ teoremy 1 i 2 k konkretnym dinamiqeskim sistemam, konstruiruØ funkcii LØpunova p(x) (v diskretnom sluqae) i v(x) (dlØ dinamiqeskih sistem vida (4)).

Posle publikaciæ rezul~tatov, analogiqnyh sformulirovannym zdes~ teoremam 1 i 2 [14], naqalos~ konstruirovanie lØpunovskih funkciæ dlØ ocenok razmernosti invariantnyh mnoßestv dinamiqeskih sistem [15–20, 9, 10]. Zdes~ my, v osnovnom sleduØ fftim rabotam, prodemonstriruem postroenie lØpunovskih funkciæ dlØ naibolee izvestnyh dinamiqeskih sistem

142 G. A. LEONOV s haotiqeskim povedeniem: dlØ otobraßeniØ Henona, sistem Lorenca i Rœsslera.

Rassmotrim otobraßenie Henona F : R^2 → R^2 x → a + by − x^2, y → x, (15)

gde a > 0, b ∈ (0, 1) – parametry otobraßeniØ.

Sdelav zamenu x → x, y → y √ b , pereædem ot otobraßeniØ (15) k otobraßeni¸ F_1: x → a + √ b y − x^2, y → √ b x. (16)

Budem zdes~ rassmatrivat~ invariantnye mnoßestva K otobraßeniØ (16): F_1K = K, soderßawie stacionarnye toqki fftogo otobraßeniØ:

x_+ = 1 2 [ b − 1 + √ (b − 1)^2 + 4a ] ,

x_− = 1 2 [ b − 1 − √ (b − 1)^2 + 4a ] . Teorema 3. DlØ otobraßeniØ F1 spravedlivo ravenstvo

dim_L K = 1 + 1 1 − ln b/ ln α_1(x_−) , gde α_1(x_−) = √ x^2_− + b − x_−.

Dokazatel~stvo. Matrica ˚kobi TxF1 otobraßeniØ F1 imeet

vid ( −2x √ b √ b 0 ) . Pokaßem, qto singulØrnymi znaqeniØmi fftoæ matricy ØvlØ¸tsØ veliqiny α_1(x) = √ x^2 + b + |x|,

α_2(x) = √ x^2 + b − |x| = b α_1(x) . (17)

FUNKCII L˚PUNOVA 143 Oqevidno, qto

α_1(x)^2 = 2x^2 + b + 2|x| √ x^2 + b ,

α_2(x)^2 = 2x^2 + b − 2|x| √ x^2 + b .

Iz fftih ravenstv Øsno, qto α_k(x)^2 ØvlØ¸tsØ nulØmi polinoma

λ^2 − (4x^2 + 2b)λ + b^2,

kotoryæ ØvlØetsØ harakteristiqeskim polinomom matricy ( −2x √ b √ b 0 ) ( −2x √ b √ b 0 ) . Takim obrazom, dokazany formuly (17).

Iz teoremy 1 sleduet, qto esli suwestvu¸t qislo s ∈ [0, 1) i nepreryvno differenciruemaØ poloßitel~naØ na K funkciØ p(ξ), ξ = ( x y ) , takie, qto vypolneno neravenstvo

sup_{ξ∈K} α_1(x)α_2(x)^s p(F_1(ξ)) p(ξ) < 1, (18) to dim_L K ≤ 1 + s.

Poloßim p(ξ) = e^{γ(1−s)(x+} √ b y), gde γ – poloßitel~nyæ var~iruemyæ parametr.

Legko videt~, qto vypolneno sootnoxenie

p(F_1(ξ)) p(ξ) = e^{γ(1−s)(a+(b−1)x−x2)}. Ots¸da sleduet, qto posle logarifmirovaniØ uslovie (18) prinimaet vid

sup_K [ ln α_1(x) + s ln α_2(x) + γ(1 − s)(a + (b − 1)x − x^2) ] = = sup_K [ (1 − s) ln α_1(x) + s ln b + γ(1 − s)(a + (b − 1)x − x^2) ] < 0.

144 G. A. LEONOV �to neravenstvo budet vypolneno, esli s ln b + (1 − s)φ(x) < 0, ∀ x ∈ (−∞, +∞), gde φ(x) = ln [√ x^2 + b + |x| ] + γ(a + (b − 1)x − x^2).

Iz neravenstv γ > 0, b − 1 < 0 sleduet ocenka φ(−|x|) ≥ φ(|x|). Pofftomu dostatoqno rassmotret~ ffkstremal~nye toqki funkcii φ(x) pri x ∈ (−∞, 0]. ˚sno, qto na fftom mnoßestve

φ^′(x) = −1 √ x^2 + b + γ [ (b − 1) − 2x ] , φ^{′′}(x) < 0. Vybrav γ = 1 (b − 1 − 2x_−) √ x^2_− + b , poluqim, qto φ^′(x_−) = 0 i, sledovatel~no, pri takom vybore γ vypolneno neravenstvo φ(x) ≤ (√ x^2_− + b + |x_−| ) = ln α_1(x_−).

Takim obrazom, neravenstvo (18) vypolneno dlØ vseh s, udovletvorØ¸wih uslovi¸ s > ln α_1(x_−) ln α_1(x_−) − ln b

. (19)

Sledovatel~no, vypolnena ocenka dim_L K ≤ 1 + s dlØ vseh s, udovletvorØ¸wih neravenstvu (19). PerehodØ k predelu, poluqim neravenstvo

dim_L K ≤ 1 + 1 1 − ln b/ ln α_1(x_−)

. (20)

Zametim, qto toqka x = x_−, y = √ b x_− ØvlØetsØ nepodvißnoæ dlØ otobraßeniØ F_1. Pri fftom α_1(x_−)α_2(x_−)^s = 1,

FUNKCII L˚PUNOVA 145 gde s = 1 1 − ln b/ ln α_1(x_−) . Ots¸da sleduet, qto lokal~naØ lØpunovskaØ razmernost~ fftoæ stacionarnoæ toqki ravna 1 + 1 1 − ln b/ ln α_1(x_−)

. (21)

Iz sootnoxeniæ (20) i (21) sleduet utverßdenie teoremy 3.

Obsudim poluqennyæ zdes~ rezul~tat.

Var~iruemyæ lØpunovskiæ mnoßitel~ p(ξ) pozvolil zdes~ vyqislit~ lØpunovsku¸ razmernost~ l¸bogo invariantnogo mnoßestva K, soderßawego toqku x = x_−, y = √ b x_−. Bez fftogo mnoßitelØ (toqnee, pri p(ξ) ≡ 1) prihodilos~ pribegat~ k lokalizacii invariantnyh mnoßestv, qtoby poluqit~ lix~ verhnie ocenki lØpunovskoæ razmernosti [12, 22].

Okazalos~, qto dlØ sistemy Lorenca vo mnogih sluqaØh imeetsØ analogiqnaØ situaciØ. Vvedenie funkciæ LØpunova pozvolØet i dlØ fftoæ sistemy provesti toqnoe vyqislenie lØpunovskoæ razmernosti invariantnyh mnoßestv.

Rassmotrim sistemu Lorenca ẋ = −σx + σy, ẏ = rx − y − xz, ż = −bz + xy, (22)

gde r, b, σ – poloßitel~nye qisla.

Predpoloßim, qto vypolneny neravenstva r > 1,

b ≥ 2, σ + 1 ≥ b. (23)

Zametim, qto strannye attraktory sistemy (22) byli obnarußeny putem komp~¸ternyh ffksperimentov dlØ parametrov b = 8/3, σ = 10, r = 28 i b = 4, σ = 16, r = 40 [3–6].

V predpoloßenii (23) sistemu (22) lineænoæ zamenoæ x → ax, y → a(b − 1) σ x + y, z → z, gde a = σ √ 2σ + (b − 1)(σ − b) ,

146 G. A. LEONOV moßno privesti k vidu

ẋ = (b − σ − 1)x + σ a y,

ẏ = σ a x − by − axz,

ż = −bz + a^2(b − 1) σ x^2 + axy.

(24)

Rassmotrim operator sdviga po traektoriØ sistemy (24) G_T , gde T — proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Pust~ K – invariantnoe mnoßestvo otnositel~no fftogo operatora G_T . Budem predpolagat~, qto mnoßestvo K soderßit stacionarnu¸ toqku x = y = z = 0.

Dadim zdes~ formulu dlØ lØpunovskoæ razmernosti dim_L K mnoßestva K otnositel~no posledovatel~nosti otobraßeniæ G^i_T .

Teorema 4. Pust~ vypolneny neravenstva (23) i

rσ^2(4 − b) + 2σ(b − 1)(2σ − 3b) > b(b − 1)^2. (25) Togda dim_L K = 3 −

2(σ + b + 1) σ + 1 + √ (σ − 1)^2 + 4rσ

. (26)

Dokazatel~stvo. Matrica ˚kobi pravoæ qasti sistemy (24)

imeet vid J = (b − σ − 1) σ/a 0 (σ/a) − az −b −ax 2a^2(b − 1) σ x + ay ax −b . Zapixem harakteristiqeskiæ polinom matricy

1 2 (J^∗ + J) = (b − σ − 1) σ a − a 2 z a^2(b − 1) σ x + ay σ a − a 2 z −b 0 a^2(b − 1) σ x + a 2 y 0 −b ,

FUNKCII L˚PUNOVA 147

(λ + b) {[ λ^2 + (σ + 1)λ + b(σ + 1 − b) − ( σ a − az 2 )_2 ] −

− [ a^2(b − 1) σ x + ay 2 ]_2 } . Ots¸da sleduet, qto sobstvennymi znaqeniØmi matricy (J^∗ + J)/2 ØvlØ¸tsØ veliqiny λ_2(x, y, z) = −b, λ_{1,3}(x, y, z) = − σ + 1 2 ± 1 2 ( (σ + 1 − 2b)^2+

+ ( 2σ a − az )_2 + ( 2a^2(b − 1) σ x + ay )_2 )_{1/2} . Iz sootnoxeniæ (23) legko videt~, qto λ_1(x, y, z) ≥ λ_2(x, y, z) ≥ λ_3(x, y, z). Vvedem v rassmotrenie funkci¸ lØpunovskogo tipa v(x, y, z) = 1 2 aθ^2(1 − s) ( γ_1x^2 + γ_2 ( (y^2 + z^2 + 2a(b − 1) σ xy ) + γ_3z ) , gde s ∈ (0, 1),

θ^2 = 2 √ (σ + 1 − 2b)^2 + ( 2σ a )_2 −1 ,

γ_3 = − 4σ ab , γ_2 = a 2 ,

γ_1 = − 1 2σ [ 2γ_2a^2

(rσ − b^2 + 1) σ + γ_3a^2 + 4 a^3(b − 1) σ ] . Rassmotrim vyraßenie 2 [ λ_1(x, y, z) + λ_2(x, y, z) + sλ_3(x, y, z) + v̇(x, y, z) ] = = −(σ + 1 + 2b) − s(σ + 1) + (1 − s)φ(x, y, z),

148 G. A. LEONOV gde φ(x, y, z) = ( (σ + 1 − 2b)^2 + ( 2σ a − az )_2 + ( 2a^2(b − 1) σ x + ay )_2 )_{1/2} + +θ^2 { ( 2aγ_1(b − σ − 1) + 2γ_2a(b − 1) + γ_3a^3 b − 1 σ ) x^2 − 2aγ_2y^2−

−2aγ_2bz^2 + ( 2σγ_1 + 2γ_2 ( a^2 rσ − b^2 + 1 σ ) + γ_3a^2 ) xy − γ_3abz } . Ispol~zuØ oqevidnoe neravenstvo √ u ≤ 1 4θ^2

+ θ^2u, poluqim ocenku φ(x, y, z) ≤ 1 4θ^2

+ θ^2 { (σ + 1 − 2b)^2 + ( 2σ a )_2 +

+ [ 2aγ_1(b − σ − 1) + 2γ_2a(b − 1) + γ_3a^3 b − 1 σ + 4a^4(b − 1)^2 σ^2 ] x^2+

+ [a^2 − 2aγ_2]y^2 + [a^2 − 2γ_2ab]z^2 + [ 2γ_1σ + 2γ_2a^2 rσ − b^2 + 1 σ +

+ γ_3a^2 + 4a^3 b − 1 σ } xy − [γ_3ab + 4σ]z } . Zametim, qto parametry γ_1, γ_2 i γ_3 vybrany tak, qtoby vypolnØlos~ sootnoxenie φ(x, y, z) ≤ 1 4θ^2

+ θ^2 { (σ + 1 − 2b)^2 + ( 2σ a )_2 +

+ [ 2aγ_1(b − σ − 1) + 2γ_2a(b − 1) + γ_3 a^3(b − 1) σ + 4a^4(b − 1)^2 σ^2 ] x^2 } . Legko dokazat~, qto iz usloviØ (25) pri opredelennyh vyxe parametrah γ_1, γ_2, γ_3 imeem neravenstvo

2aγ_1(b − σ − 1) + 2γ_2a(b − 1) + γ_3 a^3(b − 1) σ + 4a^4(b − 1)^2 σ^2 ≤ 0.

FUNKCII L˚PUNOVA 149 Takim obrazom, pri vseh x, y, z φ(x, y, z) ≤ √ 4rσ + (σ − 1)^2.

Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸bogo qisla

s < s_0 = √ 4rσ + (σ − 1)^2 − 2b − σ − 1 √ 4rσ + (σ − 1)^2 + σ + 1

suwestvuet qislo ε > 0 takoe, qto pri vseh x, y, z vypolnena ocenka λ_1(x, y, z) + λ_2(x, y, z) + sλ_3(x, y, z) + v̇(x, y, z) < −ε. Ustremiv s k s_0 sprava i ispol~zuØ teoremu 2, poluqim ocenku

dim_L K ≤ 3 −

2(σ + b + 1) σ + 1 + √ (σ − 1)^2 + 4rσ

. (27)

Legko videt~, qto lokal~naØ lØpunovskaØ razmernost~ stacionarnoæ toqki x = y = z = 0 sistemy (24) ravna 3 − 2(σ + b + 1) σ + 1 + √ (σ − 1)^2 + 4rσ

. (28)

Iz sootnoxeniæ (27) i (28) sleduet formula (26).

Otnositel~no utverßdeniæ teoremy 3 i 4 sdelaem sledu¸wee zameqanie.

Legko videt~, qto veliqina α_1(x_−) ØvlØetsØ takße sobstvennym znaqeniem matricy ˚kobi otobraßeniØ Henona v stacionarnoæ toqke x = x_−, y = y_−.

Esli obratit~sØ k formule (26), to legko videt~, qto σ + b + 1 ØvlØetsØ sledom matricy ˚kobi pravoæ qasti sistemy (22) i qislo σ + 1 + √ (σ − 1)^2 + 4rσ

ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem matricy ˚kobi pravoæ qasti sistemy (22) v toqke x = y = z = 0.

Takim obrazom, veliqiny

β_1 = 1 + 1 1 − ln b/ ln α_1(x_−)

150 G. A. LEONOV i β_2 = 3 −

2(σ + b + 1) σ + 1 + √ (σ − 1)^2 + 4rσ

invariantny otnositel~no lineænyh nevyroßdennyh preobrazovaniæ v fazovom prostranstve sistem Henona i Lorenca. Pofftomu ocenki dim_H K ≤ dim_F K ≤ β_j

invariantny otnositel~no lineænyh neosobyh preobrazovaniæ.

Rassmotrim sistemu Rœsslera ẋ = −y − z, ẏ = x, ż = −bz + a(y − y^2), (29)

gde a i b – poloßitel~nye qisla.

Teorema 5. DlØ invariantnogo mnoßestva K sistemy (29)

spravedliva ocenka

dim_L K ≤ 3 − 2b b + √ (a + 2b)^2 + b^2 + 1

. (30)

Dokazatel~stvo. Matrica ˚kobi pravoæ qasti sistemy (29)

imeet vid J = 0 −1 −1 1 0 0 0 a(1 − 2y) −b .

Pofftomu harakteristiqeskiæ polinom simmetrizovannoæ matri- cy 1 2 (J + J^∗) =

0 0 −1/2 0 0 a(1 − 2y)/2 −1/2 a(1 − 2y)/2 −b imeet vid λ^3 + bλ^2 −

1 + a^2(1 − 2y) 4 λ = 0.

FUNKCII L˚PUNOVA 151 Pofftomu sobstvennye znaqeniØ λ_j (x, y, z) matricy (J^∗ +J)/2 ime- ¸t vid

λ_1 = 1 2 [ −b + √ b^2 + 1 + a^2(1 − 2y)^2 ] ,

λ_2 = 0,

λ_3 = 1 2 [ −b − √ b^2 + 1 + a^2(1 − 2y)^2 ] . ˚sno, qto λ_1 > λ_2 > λ_3 dlØ vseh y.

Rassmotrim vyraßenie

λ_1 + λ_2 + sλ_3 + v̇ = 1 2 [ − (1 + s)b+

+ (1 − s)(b^2 + 1 + a^2(1 − 2y)^2)^{1/2} + 2v̇ ] , (31)

gde s ∈ [0, 1).

Vyberem funkci¸ lØpunovskogo tipa v sledu¸wim obrazom: v = 1 2 (1 − s)æ(z − bx). Zdes~ æ – var~iruemyæ parametr. V fftom sluqae vyraßenie (31) primet vid

λ_1 + λ_2 + sλ_3 + v̇ = 1 2 [ − (1 + s)b + (1 − s)φ(y, æ) ] , gde φ(y, æ) = √ b^2 + 1 + a^2(1 − 2y)^2 + æ [ (a + b)y − ay^2 ] . ˚sno, qto dlØ l¸bogo qisla θ ≠ 0 spravedlivy sootnoxeniØ φ(y, æ) ≤ θ^2 [ b^2 + 1 + a^2(1 − 2y)^2 ] + 1 4θ^2 +

+ æ [ (a + b)y − ay^2 ] = θ^2(a^2 + b^2 + 1) + 1 4θ^2 −

− (æa − 4θ^2a^2)y^2 − [ 4θ^2a^2 − æ(a + b) ] y.

152 G. A. LEONOV Esli vybrat~ var~iruemye parametry tak, qtoby æa > 4θ^2a^2, to poluqaetsØ neravenstvo

φ(y, æ) ≤ θ^2(a^2 + b^2 + 1) + 1 4θ^2 + [4θ^2a^2 − æ(a + b)]^2 4(æa − 4θ^2a^2) . Ots¸da sleduet, qto pri

æ = 4θ^2a a + 2b a + b , θ^2 = 1 2 √ (a + 2b)^2 + b^2 + a spravedliva ocenka φ(y, æ) ≤ √ (a + b)^2 + b^2 + 1.

Takim obrazom, dlØ l¸bogo poloßitel~nogo s, udovletvorØ¸wego neravenstvu

s < s_0 = 1 − 2b b + √ (a + 2b)^2 + b^2 + 1 , suwestvuet qislo ε > 0, dlØ kotorogo spravedliva ocenka λ_1 + λ_2 + sλ_3 + v̇ ≤ −ε dlØ vseh x, y, z.

Ispol~zuØ teoremu 2 i perehodØ k predelu: s → s_0, poluqim ocenku (30).

Otmetim, qto bez ispol~zovaniØ lØpunovskih funkciæ (t.e. polagaØ, qto v ≡ const) dlØ sistemy (29) nevozmoßno poluqit~ netrivial~nye ocenki lØpunovskoæ razmernosti, osnovyvaØs~ na uslovii λ_1 + λ_2 + sλ_2 < 0.

Zdes~ Øsno, qto pri s < 1 i pri y → ∞ imeem λ_1 + λ_2 + sλ_3 → +∞.

Zametim takße, qto v otliqie ot sistem Henona i Lorenca zdes~ poluqena lix~ verhnØØ ocenka dlØ lØpunovskoæ razmernosti. Toqnoe vyqislenie lØpunovskoæ razmernosti dlØ rœsslerovskih sistem ØvlØetsØ v nastoØwee vremØ nerexennoæ zadaqeæ.

Zametim, qto v nastoØwee vremØ razvit qastotnyæ metod ocenki lØpunovskoæ razmernosti, osnovannyæ na ispol~zovanii funkciæ LØpunova vida “kvadratiqnaØ forma”. �tot podhod izloßen v stat~e [23].

FUNKCII L˚PUNOVA 153

Literatura

1. K. Kuratowski, Topology. New York, Academic press, 1966.

2. W. Hurewicz, H. Wallman, Dimension Theory. Princeton University Press, 1941.

3. ˚. G. Sinaæ, L. N. Xil~nikov, Strannye attraktory,. Matematika.

Novoe v zarubeßnoæ nauke. T. 22, Mir, M. (1981).

4. H. G. Schuster, Deterministic Chaos. Physik-Verlag, Weinheim (1984).

5. V. S. Aniwenko, Sloßnye kolebaniØ v prostyh sistemah. M., Nauka (1990).

6. ı. I. Neæmark, P. S. Landa, Stohastiqeskie i haotiqeskie kolebaniØ.

M., Nauka (1987).

7. ˚. B. Pesin, Harakteristiki razmernostnogo tipa dlØ invariantnyh mnoßestv dinamiqeskih sisem. — Uspehi mat. nauk 43, ˝ 4 (1988), 95–128.

8. A. Douady, J. Oesterle, Dimension de Hausdorff des attracteurs. — C. R. Acad.

Sci. Paris. Ser. A. 290 no. 24 (1980), 1135–1138.

9. G. A. Leonov, I. M. Burkin, A. I. Shepeljavyj, Frequency Methods in Oscillaton Theory. Dordrecht, Kluwer, 1996.

10. G. A. Leonov, D. V. Ponomarenko, V. B. Smirnova, Frequency-Domain Methods for Nonlinear Analysis. Theory and Applications. — World Scientific. Singapure (1996).

11. V. A. Boichenko, A. Franz, G. A. Leonov, V. Reitmann, Hausdorff and Fractal Dimension Estimates for Invariant Sets of Non-Injective Maps. — J. Anal. and Appl. 17 no. 1 (1998).

12. Hunt B. R., Maximum Local Lyapunov Dimension Bounds the Box Dimension of Chaotic Attractors. — Nonlinearity 9 no. 4 (1996).

13. ı. S. Il~Øxenko, Li Veægu, Nelokal~nye bifurkacii. M., MCNMO-Ro (1999).

14. G. A. Leonov, Ob ocenkah hausdorfovoæ razmernosti attraktorov. — Vestnik Leningr. un-ta, Ser. 1. Vyp. 3 (1991), 42–44.

15. G. A. Leonov, Ob odnom sposobe issledovaniØ global~noæ ustoæqivosti nelineænyh sistem. — Vestnik Leningr. un-ta. Ser. 1. Vyp. 4 (1991), 11–14.

16. G. A. Leonov, V. A. Boichenko, Lyapunov’s direct method in the estimation of the Hausdorff dimension of attractors. — Acta Appl. Math. 26 (1992), 1–60.

17. G. A. Leonov, Postroenie special~noæ vnexneæ mery Karateodori dlØ ocenki hausdorfovoæ razmernosti attraktorov. — Vestnik Peterburg. un-ta. Ser. 1. Vyp. 4 (1995), 24–30.

18. G. A. Leonov, Verhnie ocenki hausdorfovoæ razmernosti attraktorov.

— Vestnik Peterburg. un-ta. Ser. 1. Vyp. 1 (1998), 19–22. 19. V. A. Boæqenko, G. A. Leonov, Ob ocenkah razmernosti attraktorov otobraßeniØ Henona. — Vestnik Peterburg. un-ta. (v peqati).

20. G. A. Leonov, S. A. Ljashko, Surprising Property of Lyapunov Dimension for Invariant Sets of Dynamical Systems. — Preprint. Technische Universitat. Dresden (2000).

21. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M., Nauka (1988).

154 G. A. LEONOV

22. G. A. Leonov, Lyapunov Exponents and Problems of Linearization. From Stability to Chaos. St. Petersburg University Press, 1997.

23. G. A. Leonov, Ocenki attraktorov i suwestvovanie gomokliniqeskih orbit v sisteme Lorenca. — Prikl. mat. i meh.. v peqati.

Leonov G. A. Lyapunov functions in the estimation of dimensions of attractors of dynamical systems.

We discuss the relation of the Lyapunov dimension to the topological, Hausdorff and fractal dimensions of attractors. For Henon and Lorentz systems we obtain formulae for the Lyapunov dimenison of attractors.

Postupilo data 12 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet